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Resumol No presente trabalho é aplicada a metodologia do
calculo variacional para determinagdo da trajetoria 6tima de
sistemas dindmicos multivariaveis  biotecnolégicos de
conversdo de substratos em produtos (descritos por modelos
ndo estruturados) conhecidas as condicfes iniciais e estando
livres as condi¢Ges finais. A solucdo do problema de
otimizacdo da funcdo objetivo rentabilidade fornece o
subespaco das varidveis de estado onde a trajet6ria por arco
singular pode existir, e também a lei de controle por
realimentacdo de estados ndo linear. Ocorrendo saturacdo nos
controles ha como comutar para a solugdo bang-bang por
integragdo on-line das variaveis adjuntas, eliminando a
necessidade de uma solugdo prévia off-line.

Abstract In this work it is applied the variational calculus
methodology to stablish the optimal trajectory for
biothecnological multivariable dynamical systems involving
substrate conversion into products (described by non-structured
models), with fixed initial conditions and free final conditions.
The optimization of the objective function furnishes the state
variables subspace where the singular arc trajectory exists,
besides the non-linear state feedback control law. If the control
variables saturate, it is also possible to switch to the bang-bag
solution by means of an on-line integration of the adjunct
variables, vanishing the need of a previous off-line solution.

1 INTRODUCAO

A aplicacdo da teoria de calculo variacional para otimizacéo de
sistemas € bastante utilizada em vaérias areas do conhecimento,
notadamente na mecéanica aeroespacial. No entanto ndo se
observa a mesma aplicagdo em processos biotecnologicos,
devido a grande complexidade das equagOes e por serem de
natureza singular (San e Stephanopoulos, 1984).

Os trabalhos de Modak e Lim (1987, 1989) resolvem o
problema de otimizacdo de sistemas fed-batch com uma Gnica
variavel de controle, baseando-se em solucdo desenvolvida por
Bryson (1969) para uma classe genérica de sistemas ndo
lineares com uma Gnica entrada. J& Rahman e Palanki (1996)
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propdem a solugdo para duas variaveis de controle. Por outro
lado, otimizagdes paramétricas sdo largamente utilizadas,
notadamente o programa TOMP (Kraft, 1994), porém nem
sempre ha a certeza de se alcancar a optimalidade.

Serd mostrado que a partir da teoria de calculo variacional,
com a solugdo conhecida do problema de controle 6timo para
uma classe de sistemas singulares com uma entrada e maltiplas
saidas, consegue-se generalizar a solu¢do para uma ampla
classe de processos biotecnoldégicos com multiplas entradas e
multiplas saidas com condi¢do inicial conhecida e final livre.
Esta solucdo define a lei de controle étimo por realimentacédo
de estados e a regido no espaco onde esta solucdo é aplicada,
fora da qual se tera um controle tipo bang-bang. A otimizagdo
viza maximizar a rentabilidade do processo.

O modelo dindmico do processo biotecnolégico tem como base
a lei de conservacdo de massas acrescida de um termo de
conversdo de substratos em produtos. Como ndo se pretende
particularizar a solugdo para um determinado processo, optou-
se pela ndo explicitacdo destas funcGes, assumindo-se apenas
sua dependéncia com as variaveis de estado e também serem de
classe C2.

Outro artificio utilizado foi trabalhar-se com as massas dos
substratos e produtos como varidveis de estado (Pyun et al.,
1989), ao invés do normalmente utilizado, as concentraces.
Ganhou-se com isso uma facilidade maior ao se trabalhar com
0 Hamiltoniano, no entanto ao preco de os gradientes das
velocidades de conversdo passarem a depender da variavel
volume.

2 DINAMICA DE PROCESSOS
BIOTECNOLOGICOS

O inicio da discussao sera o estabelecimento de um conjunto de
equacdes diferenciais ordinarias ndo lineares que represente 0s
processos biotecnologicos de conversdo de substratos em
produtos. Para uma descricdo ndo estruturada, ou mais
explicitamente, que ndo entre na discussdo de como séo feitos
os fluxos metabdlicos, pode-se dizer que microorganismos
consomem substratos elaborando produtos e se reproduzindo,
ou seja, criando mais biomassa (Moser, 1985). Portanto,
genericamente pode-se escrever:
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mg = Ay. B.V+ug

mxl  mxq gxl I ma
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sendo: my as massas dos substratos [g], m, as massas dos
produtos [g], v o volume da dorna [I], As e Ap 0s coeficientes
de converséo [g/g], B as velocidades de conversdo [g/(1.h)], us
as vazOes massicas de alimentacdo dos substratos [g/h], u, a
vazdo de agua [I/h], k, o inverso das concentraces dos
substratos nas vazfes de alimentacdo [l/g], ky, um coeficiente
de ajuste entre as unidades de vazdo de agua e volume (no
presente caso, um coeficiente unitario adimensional). Para
efeito de notacdo, z sera qualquer variavel de estado, m sera
massa, 0 indice s representara os substratos, o indice p, os
produtos. A biomassa é tratada como mais um produto, e
quando for necessario especifica-la, o indice x representa-la-a.
A variavel auxiliar lucro ¢ [$] sera justificada no préximo item,
juntamente com a funcéo objetivo.

Estas equacdes foram escritas baseando-se tdo somente no
principio da conservacdo de massa acrescido do conceito da
velocidade de conversdo que representa o metabolismo do
microorganismo do ponto de vista macroscépico. A velocidade
de conversdo B é um vetor de fungBes empiricas, ndo lineares,
das concentragcdes das substancias envolvidas no processo
(biomassa, substratos e produtos), que descrevem o
comportamento  do microorganismo:ﬁzﬁﬂlsyﬁﬂ Séo
ov vO
especificas a cada processo e a Unica restricdo, aqui feita, a
estas funcBes é que sejam de classe C? em relagdo as variaveis
de estado m, my e v.

A vantagem de se analisar o problema sob essa dtica é
explicitar a dependéncia direta das variaveis massa de substrato
com as respectivas vazdes. Indiretamente qualquer vazédo
influencia todas as demais massas, porém através da variacdo
do volume em primeiro lugar e em segundo lugar através das
velocidades de conversdo. Como o volume depende das vazBes
multiplicadas pelos inversos das concentracfes dos substratos
na alimentacdo, quanto maior for esta concentracdo, tanto
menor sera o efeito sobre o volume, tanto menor sera o efeito
sobre as velocidades de conversdo e, portanto, tanto menor sera
o efeito sobre as demais concentracBes de substrato. Do ponto
de vista de controle, esta é uma situacdo ideal pois,
praticamente, haveria um controle desacoplado sobre cada
massa de substrato, restando ainda a vazdo de 4gua como um
grau de liberdade a mais que faria o ajuste da diluicdo das
concentragdes de produtos. A figura 1  mostra
esquematicamente estas variaveis.

3 VARIAVEL AUXILIAR LUCRO E FUNCAO
OBJETIVO RENTABILIDADE

A aplicacdo de estratégias de controle para a otimizagdo de
processos biotecnologicos € bastante utilizada, porém com
resultados muito diversos dependendo do critério de
desempenho utilizado (Trilli, 1977). Conforme Himmelblau e
Edgar (1988), a sistematizacdo da funcdo objetivo é um dos
passos cruciais na aplicacdo pratica de problemas de
otimizacdo. Primeiramente é feito o agrupamento dos custos
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Figura 1 - Esquema simplificado do processo
fermentativo.

em: capital, envolvendo basicamente equipamentos e infra-
estrutura; e operacional, proporcional & quantidade produzida.
Ainda segundo Himmelblau, a funcédo objetivo, por sua vez, é
classificada de trés formas: aquelas que ponderam somente o
capital; aquelas que ponderam somente 0s custos operacionais;
ou ainda aquelas que ponderam o capital e 0s custos
operacionais juntos. Das trés categorias de fungdo a Gltima é a
mais trabalhosa para sua formulacdo. Na literatura de
otimizacdo de processos fermentativos encontram-se 0sS
seguintes problemas:

e maximizacdo da producdo: Lee et al (1997), Tartakovsky
et al. (1995), San e Stephanopoulus (1984),

e maximizacdo da produtividade: Palanki et al. (1994) e
Costa et al. (1996),

e maximizacdo do lucro: San e Stephanopoulus (1989).

Estes indices, conforme se notam, recaem na segunda categoria
acima. Neste trabalho sera estabelecido como critério de
desempenho o0 negativo da rentabilidade (Pereiralima e
Bonomi, 1998), pois expressa o capital investido, os custos
operacionais e o total de vendas em funcdo das varidveis de
estado e de controle do processo. Esta proposicdo recai na
terceira categoria de fungdes objetivo de acordo com
Himmelblau.

Para um melhor equacionamento do problema sera definida
uma variavel auxiliar c(t), como sendo o negativo do lucro e
calculada pela diferenga entre o total dos gastos de producéo e
o total vendido. A venda € quantificada por K,{m,(t)-my(to)},
sendo k, [$/g] o preco unitario de venda do produto ja
descontados os impostos, t; [h] o tempo final do processo e t,
[h] o tempo inicial. Os gastos de producdo podem ser
totalizados pela soma de trés parcelas: 1% a alimentacdo,
quantificada pela integral das vazBes dos substratos na
alimentacdo, multiplicadas pelos respectivos custos k¢ [$/g] e
ko [$/1]; 2°. a partida, calculada pela quantidade inicial de
substratos k.;.ms(t,), 3. a sobra, calculada pela quantidade final
de substrato ks.my(t), onde k, [$/g] é o custo unitario de
processamento de descarte ou reaproveitamento. Assim pode-
se escrever:
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ou ainda, converter-se para a forma diferencial:

¢ =kg Ug +Keg Up+ Kg .Mg—kp.m
I 1xm mxl 1x1 1x1 lxm mxl 1xn  nxl

com a seguinte condicdo inicial:

 t,)= k! k.o, t,)

I fxm  1xm Gmxt

Definindo-se:
ag =kg. A —kp A
Ixq 1xm mxd 1xn nxq
ke = kg +kg

Ixm 1xm 1xm

e substituindo as relagdes das variaveis de estado da equacdo
(1), obtém-se:

¢ =al.B.v+ki.ug+ke
1 lxq qxl x1 1xm mxl lxl 1xl

Feitas estas consideracdes, pode-se montar 0 negativo da
funcdo rentabilidade como:

W
o T “

Esta funcdo se encontra na forma de Mayer (Bryson,1969),
representando simplificadamente a rentabilidade do processo
biotecnoldgico, pois tem-se no numerador o negativo do lucro
e no denominador o capital necessario ao empreendimento,
suposto proporcional a uma poténcia do volume, e o tempo de
producdo, quantificado por (t+t,,) ou seja a soma de um tempo

de processo t [h], a ser otimizado, e um tempo de manuten¢édo
tm [h] fixo. A constante k; [ $.ano/h ] estabelece o capital de
referéncia e faz a conversdo de unidades de hora para ano; a
constante v [I] fixa o volume de referéncia para o capital de
referéncia. A poténcia pot é empirica e, por ser positiva e
menor do que a unidade, representa a economia de escala no
investimento (Perry, 1984).

A rentabilidade tem vantagem sobre as demais funcbes pelo
fato de poder comportar-se como cada uma delas em se
considerando algumas simplificagdes. Assim, para efeito de
exemplificacdo, estando-se interessado somente no lucro, basta
tomar na rentabilidade t,,>>t; e pot=0. Estando-se interessado
na producdo, basta zerar os custos na simplificacdo anterior.
Estando-se interessado em produtividade, basta considerar o
termo relativo ao tempo na simplificacdo anterior. Estando-se
interessado em lucratividade basta acrescentar os custos na
simplificacdo anterior. E assim por diante; a tabela 1 sintetiza o
que foi exemplificado.

4 O PROBLEMA DO CONTROLE OTIMO

Dadas as equacles dindmicas e o critério de desempenho,
pode-se formular o problema de otimizacdo: minimizar a
funcdo objetivo ¢da equagdo (2) sujeita aos vinculos
dindmicos das equac@es (1), admitido o conhecimento do valor
inicial das variaveis de estado e estando livre seu valor final.

O principio de minimo de Pontryagin estabelece que o controle
que minimiza a fungdo objetivo, na forma de Mayer, sujeita aos
vinculos dindmicos, deve minimizar o Hamiltoniano dado por:

H=A"Z, onde A é o vetor de variaveis adjuntas.
Explicitando-se as relages dinamicas das variaveis de estado z
da equacdo (1), obtém-se:

t
H —A LB . vk U +k .U Uoug Ky . Ug
I~ xq ga Ix bmomd A 1 lxl ym om0 1d

+A5 FA . BV U A
1xm [nxq gxa X4 mxl xq qxl le

ou, reagrupando os termos, tem-se:

Tabela 1 — Comparacdo entre diferentes fungdes objetivo.

Objetivo Funcéo SimplificagBes na Rentabilidade
CusTos | k Ty pot
Producéo K, .mp(tf ) 0 1ty >> 0
[3]
Produtividade® K, .mp(tf ) 0 1 0 0
[$/h] A
f

Produtividade Especifica | k, .mp(tf ) 0 Vo 0 1
[$/(h.)] m
Lucro _C(»[f ) >0 1t >> {; 0
[3]
Lucratividade —c(tf ) >0 1 >0 0
[$/h] (—)

tf +tm
Rentabilidade _C(»[f ) >0 >0 >0 >0
[%/ano] pot

k, (t +tm)[v( )/v]

1, L .

A literatura adota 0 nome produtividade no lugar de produtividade
especifica ;aqui se faz uma definicdo mais correta do termo para
facilitar a comparagéo com lucratividade.
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De posse do Hamiltoniano podem-se calcular as varidveis
-0H

adjuntas por: A = :
Jdz

Para efeito de simplificacdo definem-se:

— At t
Ag = AL AHAL A +a A,
gxt  gxm mxl gxn nx1 gxl 1x1

0
B, =P B 20,88, =08 @
axi d\i gxm gxm  gxn qxn

qx

Isto posto, chega-se ao seguinte sistema de equacBes para as
variaveis adjuntas:

A, ==BLAg.v

mjl fxsq ﬁle
gxl

L _ ot

Ay ==BLAg.v

nxl nxq qgxl I

A =0 ()

5 O PROBLEMA DO CONTROLE
SINGULAR
As variaveis de controle 6timo sdo calculadas aplicando-se o

principio do minimo de Pontryagin, e obtidas pelas derivadas
do Hamiltoniano em relagdo as mesmas igualadas a zero:

JoH
d :@C'kCO-FAV'kVOE
Ug xI Ixl  Ixl 1xl

Ix1

— t t t
DusH_ C'kC+/\V'kV+/\S
mx1 x1 1xm 1x1 1xm 1xm

Estas equacOes ndo trazem explicitas as variaveis de controle,
caracterizando assim o problema de controle singular, o qual
admite solucdo ndo estaciondria tipo bang-bang ou estacionaria
por arco singular (Cytron, 1969).

A solucdo bang-bang é regida pelo sinal das funcfes de
chaveamento:

é = oH , parai=0,1,..m (6)
oug
Se & > 0, entdo o valor da variavel de controle que minimiza o
Hamiltoniano ser o seu valor minimo Usj min . Se & < 0, entdo
o valor da variavel de controle que minimiza o Hamiltoniano
serd o seu valor maximo Usj max.

A solucdo por arco singular (& = 0) requer que as seguintes
relagBes entre as varidveis adjuntas sejam satisfeitas:

k
o8 _op A, =
ou, m Ky 1a
Ix1

— — Cco
O,H=00 A, = Ky ke HAG (7)
mx1 mx1 vo mxl mxl []ixl
Além disso, precisa-se explicitar o valor das varidveis de
controle.

6 SOLUCAO DO PROBLEMA DE
CONTROLE OTIMO POR ARCO
SINGULAR

Neste caso, a solucdo é obtida impondo-se que as derivadas
sucessivas em relacdo ao tempo das fungdes de chaveamento
devam se anular (Bryson, 1969). Assim tem-se para a primeira
derivada:

d HoH . .
_%E: c-kco+/\v-kv0
dt [Pu, W I Ixl 1xd

1x1

. k. .

i%%og A, =2 A =0
dt [Pu, 1t Ko 11
1x1

did,H . . .
d(0sH) )=EAC.k§+)\V.k$+A§a

dt x1 1xm 1x1 1xm 1xm
mxl

4CH) -0 f ek i, i = 0 ©
rrq}l mxi Imx1 kvo mxixe ™

Como a primeira derivada ndo fornece informagdes a respeito
do controle, procede-se o célculo da segunda derivada®:

Equacdo para a vazdo de agua:
2
d” [pH EZOD A, =0

2
dt Uy 1x1
1x1

Definindo-se:

_opt o O
6 =0——+—.5,0Ag
o goav v 1xq Ogx1
0 xq O
pode-se entdo obter u, a partir de us, por:
LA H . H
uo,sing =6 Uﬁ"'_ -.Bp
IR

\"
%xq 1xq XN NXq

Gy %{qn v ©

by g .
B B AL A
. ; U
= ﬁampl oy q PHlga Ko Ko ma
1xq q X Ixm

2 Para um desenvolvimento detalhado da dedug&o das equagdes de
controle veja o apéndice.
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Sendo A e A, as i-ézimas linhas de A e A, respectivamente.

Equacdo para as vazfes dos substratos:

d?(0,.H .
—( ‘; ): 00 A, =0
dt mx1
mxl
Definindo-se:

% 35% 67

1 Oov v x
" [Omxq qu%]

A= _@aﬁs Ed_+ sl% D5Bs B Gﬂ_'_ﬁsm% BD

i mﬁwa " %$ M ma M, Y Fipa
fimxq [ mxq Ixq a g

pode-se entéo obter s a partir das variaveis de estado e Ag:

us,sing :mx_ri]. %ﬁ/\ DBV /3 %At

mxl mx1 BLXq qxn nxq
n H H

i fffﬁ“%;i%%
=1 si m Si Xq

mxq 1xq Xq

: H H

_Z%%D— A'Dﬂ*‘&@Am BDA[} v
=T gﬂgl ﬁ mx1 qupi 1¥q %nq axi[Jgx1 ba

As equacgdes (9) e (10) fornecem os controles a partir do
conhecimento das variaveis de estado, pois as velocidades de
conversdo B, bem como suas derivadas parciais, s6 dependem
destas. E ainda necessario determinar o valor das variaveis
adjuntas contidas em Ag, 0 que sera feito a seguir.

7 DEFINICAO DA SUPERFICIE SINGULAR
A superficie singular é por definicdo a regido no espaco de
variaveis de estado e adjuntas onde é possivel encontrar-se uma
solugdo por arco singular (Jonhson, 1965). Sua determinagéo é
obtida das equacdes (5), (7), (8) e a relacéo para B, apresentada
no apéndice:
Bs Az =0 0 B! =
mxq qgx1 mxq t DA[; 0
B i ot
H t H [Ixn nxq Xa[]
IjBV + . B)‘B =0

9 g HqX1

Substituindo-se Ap da equacdo (4), As da equagdo (7) e
definindo-se:

CcO k _k
q>a qu VO mxl m>a qxl

obtém-se:

g BLA, Bk,

mxd qxn mxq gxl
t H t t t H DD\C o
A ksc Dﬁxl
xn nxq 1xq qun xn nxq 1xq qulD
Em termos da solucdo deste sistema, de m+1 equagdes com n

incognitas, isto considerando-se A, conhecido, é necessario
analisar quatro possibilidades:

1 n > m+1, ou seja n° de incognitas maior do que 0 n°
de equac0es, se isto ocorrer pode-se escrever:

O O
r = n-(m+1), e particionando-se A, =D0A, A0 e
qxn @xmﬂ qxr
Mp O
Ap %}\MB, tem-se:
nxl rxl H
0 mXSq gxm+1 mXSq q)?r2 Dmpl J
(lh+1xal_
g H At t g HA 05y, B
p2[ rxlE
lxn nxq qu qumﬂ lxn nxq 1XQHq
D 35 D
mxq
gk .
B.np Bp Bthf(i 1)(1
[xn nxq 1xa[]
Como ha mais graus de liberdade, pode-se

arbitrariamente escolher uma matriz rxq Kpc,, escrever
Ap2 =Ko Ky . A € Obter:
rxi rxq 9x1 1xl

=1
t
8 &% 228
mMXQ gxm+l 0 mxq | Ab % /\C
A . +
L~ 2+
mrHxd ﬁp BtH = ;.B;)—ﬁt axr rxq XL I

n nxq UQH}xmﬂE n nxq 1xq

Pode-se também expressar Ag por:

g =1 !
0 5 A-A OB A [
0 . mXq gxm+L |:| mxq ;_I
Ag=01 = Ay . i I+A)2
ol 9 qxm+1 t t Bp ﬁ .‘ qxr rxq >d.lx1
E n nxq 1XQngm+1E xn ng XA [
2 n=m+1, ou seja n° de incdgnitas igual ao n° de
equacdes, se se isto ocorrer, entdo:
O BL. At D
s D D
D mxq an D rﬁ(sq
A P == H |:| t E]ksc /\
nx1 t At ﬁp ﬁ Jaxt lxl

1x
xn nxq 1xq qun@ Dxn xq a0

Pode-se também expressar Ag por:

SBA Controle & Automagéo Vol. . 11 no. 01/ Jan., Fev., Mar, Abril de 2000 5



Nestes dois primeiros casos nao ha limitacdo no espaco das
variaveis de estado onde se possa encontrar solugdo por arco
singular. Isto implica que qualquer condigdo fisica inicial pode
pertencer a superficie singular desde que se satisfagam as
condicOes de existéncia das matrizes inversas.

3 n = m, ou seja n° de incdgnitas menor do que o n° de
equacBes, se isto ocorrer, entdo, para que se tenha
solucdo diferente da trivial é necessario que:

0 pa plk, C
D mxq gxn mxq gxi D
det B B Lo
t ﬁ:) t At tp BE} t k

scD
xn nxq 1xd qun xn nxq 1xd qulg

Esta equacdo define uma superficie no espaco das
variaveis de estado na qual é possivel haver solucdo
por arco singular. Isso implica que para atender a
equacdo do determinante na partida, uma das n+m
variaveis de estado na condicdo inicial deva ser
calculada em funcdo das demais. Pode-se ainda obter:

0 O
——[BS A0 DBS kac Ac
nxl Fxq qxna ExaBax 1X1

e também expressar ’\B por:

D
/\/3 Dl Ap EBS ApD H;s %ksc A
gxL %‘ 9 gxn @xq qxng @XQ%WQ m

4 n < m, se isto ocorrer pode-se escrever: r = m - n, e

O

particionando-se 3. = D‘XQ O obtém-se:

mxq
g
t t t
0 le'Ap B Ky D\ 0
nxq gxn nxq le [l
DEMD_O

0
~p DA E-ln 85, T4

xn nxq lxq qun n nxq Xqjaxt g

Para que se tenha solugdo diferente da ftrivial é
necessario que:

0 BLA Bk, U
nxq gxn nxq gxl o

det 0
tp'B:) tHAt %nt tHkscD
X

XN nxq 1><CIqun n nxq 1XQHQX1E
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Esta equacdo também define uma superficie no espaco das
variaveis de estado na qual é possivel haver solugdo por arco
singular. Além disso é necessario que:

U t ot t U
mSZ'Ap Bsz'ksc =0
Xq gxn  rxq o[

Pode-se ainda obter:
-1

D t
__mgsl Abl:] sl sc'Ac

nx1 [xa gxn[ ] xg | gx1 1x1

e tambeém expressar Ag por:

. 0, ]
A |:||_ HB Dwt[[ﬂ]c
wa 1 gy

Agora, se nos trés (ltimos casos a matriz A, for quadrada
(g=n), entdo o termo entre colchetes da equagéo de Agse anula,
anulando consequentemente Ag, 0 que néo leva a definigéo dos
controles. Neste caso, far-se-4 uso do seguinte artificio:
substituir-se-a a matriz nula pela matriz identidade
multiplicada por um escalar gnulo. Observando que Ag
aparece nas equacdes de controle tanto no numerador quanto
no denominador, entdo tem-se uma indeterminacdo do tipo
zero dividido por zero, e calculando-se o limite destas
expressdes para etendendo a zero através da regra de

L'Hopital, pode-se expressar: /\;3 =K -Ac . Para o primeiro

gd  a9d 1xd
caso, 0 mesmo acontecerd se Ay for quadrada (g=m+1) e
utilizando-se 0 mesmo artificio obtém-
se:Ag =B| ""%2 A
axt qxr rxq qxl nd

Por ultimo, € interessante ressaltar que para todas as
alternativas estudadas pode-se expressar Agem fungéo de A, da
seguinte maneira®:

Ap =05(2) ke - A

Nesta forma necessita-se tdo somente conhecer o multiplicador
de Lagrange escalar constante A.. Isto é relevante, pois quando
substituido o valor de Ag nas equagdes de controle (9) e (10),
havera o cancelamento do multiplicador de Lagrange, pois
tanto o escalar @ como a matriz A sdo diretamente
proporcionais a Ag, sendo as variaveis de controle inversamente
proporcionais a estes e também diretamente proporcionais a Ag
. A lei de controle passa, portanto, a ser do tipo realimentacéo
de estados ndo linear. Estes resultados explicitam o fato de as
informacdes econdmicas da funcdo objetivo serem inseridas na
estratégia de controle via variavel auxiliar lucro, através do
vetor k. modificado pela matriz dg, fungéo dos estados, que o
precede.

3 f ~

Dificilmente poder-se-a satisfazer estas equagdes, o que
praticamente exclui a solugéo por arco singular neste caso, restando
somente a solugéo bang-bang.

4 .
A matriz éprepresenta todos os termos para 0s quatro casos.



8 CONDICOES DE CONTORNO

Podem-se determinar as condicGes de contorno (Bryson, 1969)
para satisfazer o 6timo da funcdo objetivo e ainda os vinculos
na condigdo final através do vetor de fungbes yfz(ts)]:

®=g+n' .y

ixt 1x1 1xr xl

onde n é o multiplicador de Lagrange auxiliar para o vinculo
final. As condicdes sdo:

o X
b Al )=rtp
b=ad k=t
xa
7] t
Alte)= A() O ()@
34 =t
xa
9% __ Ea Mg+ A+ AL E+ A,V (12)
ot xn n>a 1xm mxl lxl 1, 1d
xt t:tf

Supondo que nédo ha vinculos na condicéo final entéo, CDZ(D e:

Al )=, je=0 Aolte )= o=

mxlL mxlL n)d nxl

A )=20, o poel) )

o) il ) PO
_Jp _ 1

/\Z(if)_m B ki'(tf +tm§Vp0 (tf ) 4_;

_ ) o ) ) ;) i
th:f (tf +tm)2vp°‘(t ) tf +,) Fet pot;(—) V(tf D( )

Podem-se utilizar as equacdes (13) para obter o valor de t
como critério de parada:

_f) 00
ty = A pOtV@E t (14)

=ty

Este resultado é valido ndo s6 para a funcao rentabilidade como
também para lucratividade, pois neste caso basta fazer pot=0.

Se a funcdo objetivo for o lucro, entdo t; sera obtido pela
condicédo (':(tf =0, o que mostra que estas funcdes objetivo,

na forma de Mayer, definem somente 0 momento de parada,
ndo influenciando na lei de realimentacéo.

Se agora comparar-se a equacdo (13) com as relagdes entre as
variaveis adjuntas no arco singular:

AD=- ()

Hﬁﬂk “k, E/\C(t
vo mxL le Ix1

Axg) 5,[2(t]. s Aﬂ(f (15)

5 .
A matriz & representa todos 0s termos para 0s quatro casos.

ver-se-a que a solucdo é A.(t;) igual a zero. Isto ndo é possivel,
portanto a solucdo 6tima pode ndo estar contida na superficie
singular e serd necessario no minimo um trecho final de
processo com controle tipo bang-bang.

9 SOLUCAO INTEGRADA BANG-BANG E
ARCO-SINGULAR

Neste caso serdo utilizadas as fungdes de chaveamento & para
definir o valor da variavel de controle. Para tanto é preciso
conhecer o valor das varidveis adjuntas, que pode ser obtido da
integracdo das equacdes do sistema (5), desde que se conhecam
seus valores iniciais.

Admitindo que a partida seja feita no arco singular, o Unico
valor que € necessario conhecer é o da variavel adjunta A.(to),
pois os demais valores sdo obtidos da equacdo (15) e, uma vez
que a derivada desta variavel é nula, basta conhecer seu valor
final A.(t;), obtido da equacéo (13).

Como a funcdo objetivo ¢ pode arbitrariamente ser
multiplicada por um valor real positivo, p.e. k;, sem que a
solucdo se altere, entdo o modulo de A.(t) também pode
arbitrariamente ser unitario e, por simples inspecdo da equagdo
(13), verifica-se que € positivo. Com esta informacdo e as
relacGes da equacdo (15), tém-se todas as condic¢des iniciais da
equacdo (5), sendo possivel agora realizar sua integracdo on-
line.

Para se poder obter uma solucdo on-line fez-se a hipotese de
que as variaveis de estado na partida estivessem contidas na
superficie singular. Para os casos 1 e 2 do item 7, esta hipétese
estd automaticamente satisfeita, pois ndo ha restricdes no
espaco das variaveis de estado. Agora, nos casos 3 e 4 do item
7, esta hip6tese pode nao ser satisfeita. No caso 3 ainda é
possivel determinar o valor da concentragdo de uma Unica, das
m+n substdncias, de forma a satisfazer a equacdo do
determinante que define a superficie singular. Perde-se com
isso apenas um grau de liberdade na partida. No caso 4 isso é
praticamente invidvel, devido as outras equacdes que também
devem ser satisfeitas para a existéncia da superficie singular.

Por ultimo serd utilizada a funcdo tangente hiperbdlica na
definicdo de ¢, isto fara com que a passagem entre arco-
singular e bang-bang ndo seja abrupta, mas suave:
JH
1-e o
Ry
h d uj;
R i
2 (EI l)u5|max 2 (E +l) Usi min (16)

1+e
5 =0-8)0+ & ugsing +

sendo y um fator de ajuste experimental real positivo, que
regula a intensidade da transicdo. Valores muito grandes
conduzem a transi¢bes abruptas, pois neste caso a tangente
hiperbolica tende a fungdo sinal.

Tem-se, portanto, uma solucdo completa: arco singular, dada
pela realimentacdo de estados, e bang-bang, dada pelas fun¢des
de chaveamento, ambas podendo ser executadas on-line, sem
necessidade de uma solucéo prévia off-line.

10 APLICACAO A UM CASO ESTUDO

Para verificar a metodologia descrita sera analisado o seguinte
caso: dois substratos alimentados em um processo com
formacdo de biomassa e dois produtos com velocidades de
formacdo independentes. Tem-se também adicionalmente a
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Tabela 2 — Par@metros das equacdes (1) utilizados para o caso estudo.

As =[-1.0 -05 -0.1
0.2 0.1 -1.0]

Ap =[1.0 0.0 0.0
0.0 1.0 0.0
0.0 0.0 0.1]

ac = [ 0.2995 -2.00 -10.49x1077]

kv =[0.05 0.05]

kc=[0.8 0.9]x107

kco = 0.5x10° ; kvo = 1.0

Tabela 3 — Parametros da equacao (2) utilizados para o caso estudo.

ki =1.0 tm=0.5

Vo =1.0 pot=0.5

Tabela 4 — Par@metros das equac@es (17) utilizados para o caso estudo.

a =[0.38743 0.20996x10°
45576 0.22996x107°
5.2369 8.9412 ]

b =[0.38743 0.99982
0.37980 0.99982
0.37407 0.35765 ]

c=[0.24214  37.03x10°
2.110 x10°  34.47 x10°®
18.70 x10°  11.54 x10%]

w =[1.1909 0.64167
1.2818 0.68333
1.3727 0.72500]

H=[10 10 1.0]

Tabela 5 — Condicdes iniciais das equacdes (1) utilizadas para o caso estudo.

my(0) = [ 146.97 27.839]

my(0)=[ 0.0 0.0 1.0 ]

v(0)=[1.0]

c(0) = [ 0.14263 ]

adicdo de agua. Foram adotados o modelo de Andrews
(inibicdo e limitagdo) para os substratos e Monod (inibicéo)
para os produtos e biomassa, com constantes cinéticas distintas
(Moser, 1985).% Assim:

m v me; O
Elgvgz l—h-%ium_ﬂ"'bn +011%E %"'WMTME
0

my v my
—X B,y —— + gy +Cpp —22 Wy, —X
Ve ey 2+l = E 2 E
y -1 o
EPBEB:%%&_*'QNCM_S E %+W31—p1%
ov O 51 v (17)

Os parametros utilizados estdo listados nas tabela 2 a 5.

Os resultados da simulacdo para o comportamento do sistema,
utilizando o controle proposto, podem ser visto nas figuras 2 e
3.

Na figura 2, estdo mostrados trés indices de desempenho, 0
Hamiltoniano, os tempos finais 6timos, as funges de
chaveamento, e os controles. A escala de tempo vai de 0 a 15 h,
exceto para os graficos relativos a rentabilidade, neste caso
variade0a25h.

Os indices de desempenho sdo os trés ultimos mostrados na
tabela 1. Verifica-se que os tempos em que ocorrem Seus
valores maximos coincidem com as previsGes do tempo final,
calculadas pela diferenga entre o tempo de simulagéo e o valor

6 Apesar do problema apresentado n&o ser real, a abordagem segue
rigorosamente os modelos classicos utilizados na literatura de
processos fermentativos, sendo portanto de grande valia para a analise
e compreensao dos resultados.
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dado pela equacdo (14), nos gréaficos, Tfinal da Rentabilidade =
2.46 h com Rentabilidade Maxima = 0.718 e Tfinal da
Lucratividade = 14.6 h com Lucratividade Maxima = 1.25. O
indice de desempenho Lucro nao chegou a atingir o seu
maximo.

As funcGes de chaveamento permanecem muito préximas a
zero pois foram normalizadas para serem comparadas a
unidade. O Hamiltoniano também €é préximo a zero, 0 que esta
em acordo com a solugdo estacionaria.

A estratégia de controle singular basicamente manipulou a
vazdo do substrato 1, exigindo muito pouco da agua e do
substrato 2. Os valores de controle foram saturados entre 0 e
10.

Na figura 3 sdo mostradas as varidveis de estado e as
velocidades de conversédo especificas (8/my). Nota-se que estas
ndo tém um comportamento  constante, variando
continuamente, e havendo somente uma mudangca no
comportamento da tendéncia quando ha a saturagdo do controle
de vazdo do substrato 1.

11 DISCUSSAO

O principio de Pontryagin diz que o minimo da fungéo objetivo
é o ponto de minimo do Hamiltoniano. Este por sua vez é
solucionado por O,H =0 e, uma vez que o problema é

singular, procede-se o calculo das derivadas de 1% e 2% ordem
em relacdo ao tempo, quando entdo explicita-se o valor das
variaveis de controle. Nesta busca, as condi¢des intermediarias:

d(@,H)

O,H=0ce =0 devem ser satisfeitas, 0 que permite

resolver o problema de sintese definindo a superficie singular
em funcdo das varidveis adjuntas e de estado. Além disto, neste
caso, permitiu a determinacdo da lei de controle por
realimentacdo de estados. Se o ponto de partida do processo,
por hipétese conhecido, estiver nesta superficie, e se o controle
ndo for limitado, entdo a solucdo Otima estara contida na
superficie singular.



a0 . ; =2 . . T 9 .
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o ; ' =, - ; { & ;
=3 [1] T B ﬂl"' k- . N R L O s SLE T T P
3 d ) 5 |f : : z :
- ) = [ 1 = H
0= ol T 0
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o4 : . 1 : . 1 :
z : : ¥ — : g | :
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Figura 2 — Perfil dos indices de desempenho e variaveis de controle.

Impondo-se limites as variaveis de controle entdo, toda vez que
a lei de controle necessitar de um valor além dos limites, o
controle estara saturado, e as condi¢cbes da equagdo (14)
deixardo de ser validas, passando a reger a solugdo bang-bang.
Portanto, esta solugdo surgira naturalmente da solugdo singular,
considerando-se limitacdo nos controles.

Uma condicdo necessaria para que possa haver este
chaveamento entre a solugdo singular e bang-bang, é dada pela
condicdo de atingibilidade da superficie singular (Johnson,

1965):

2 0

5 >0
g d° g,

Esta condicdo, por sua vez, pode ser traduzida em A e 6 serem
definidas positivas no momento que houver a transicao entre a
solucdo singular e bang-bang.

Pode-se também relaxar a restricdo da partida no arco com o

Froduto 1 [g)]
]
[
n

= 002

=

L R

=

£

= L I

Jak}

© 0005

1] 10 15 15
Tempo [h] Tempo [h]

Figura 3 — Perfil das velocidades de conversao e variaveis de estado.
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seguinte artificio. Primeiramente calcula-se o valor de um
substrato, quando necessario, para satisfazer a equacdo da
superficie singular no instante t,.. Apos isto, calculam-se as
condices iniciais dos multiplicadores de Lagrange para esta
condicdo de partida, em t,.. Feito isto, no instante inicial to,
aplica-se uma entrada impulsiva de forma a levar o substrato
calculado em t,. ao estado real em ty,. O efeito desta manobra é
semelhante a saturacdo de uma variavel de controle, que leva a
trajetdria a sair do arco.

Como ltima observacdo ressalta-se a praticidade em se
trabalhar com redes neurais para a descricdo das velocidades de
conversdo B. Foi visto, nesta solugdo, que as derivadas de
primeira e segunda ordem destas sdo necessarias ao calculo das
variaveis de controle. Se o sistema for de ordem n+m elevada,
e se ainda as g velocidades de conversdo dependerem de todas
as variaveis de estado, entdo tém-se g.(n+m) derivadas de
primeira ordem e g/2.(n+m)? de segunda ordem que deveréo
ser calculadas. Em se tratando de um modelo funcional’ isto é
possivel porém trabalhoso. Se o modelo for paramétrico, entao
o calculo destas derivadas se reduz a manipulacfes algébricas
de pardmetros, tornando-o muito mais simples e préprio para
aplicacfes computacionais (Pereiralima, 1999).
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APENDICE

Seré feita, a seguir, a deducdo das equacGes de controle para o
arco singular.

e Equacdo para a vazao de agua:

v . .
A, =-B, Az v+B ALV +

v
1x1 Xdq qx1

. . O
+B,. Ay, V+BAL+BALO=0

1xq gx1 X1 1xq gx1 1xq qxlD
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aplicando-se a regra da cadeia chega-se a:

t

—d‘BV. gV . +—B Ag.V =
oV qx1 1x1 1x1 1Xq qxi 1x1’ 1xl
1xq 1x1

H V+BHA By Ay vt

1x1 1xq

agrupando-se 0s termos obtém-se:

Ddﬁ

0
t —_
BV H o Ut Ky Ug[JA, =
1xq 1x1 1x1 Ixm mx1 qx1
1xq 1x

definindo-se:

1 OV V 1xq qxﬁ
1xq

_p 2 0
v+ BLEA
"

pode-se entdo obter u, a partir de us, por:

Ry

U =67, Dﬁw BH +
1><1 MH%xq 1xq xnanEE\

sendo Ay e Ay as i-ézimas linhas de A, e A, respectivamente.

» Equacdo para as vazdes dos substratos:

FOH) o e
i

derivando-se a equacao (5) para os substratos tem-se:

0
% MgV +BLAg v +BLA LY O=0

le q qxl mxq qx1 mxq qx1 1X1D

aplicando-se a regra da cadeia chega-se a:

0
BS/\ +,Bt/\ v =B A B ARV Y+
ov B 1><1 1x1 B1x11xt
gx1 mXxq q mXqun nxq gqx1
mxq
M N 0 [l
o B0 o OopL o
- .Si' ﬂs A‘B].Vl_zmpl. BS DAﬁl 1
a1 [OMg Coxa P 71 1a Eﬁmpi qul X
mxq mx(q

agrupando-se os termos obtém-se:

Hd t H g
dﬁs ~s DA 1V1 D,Bs At ﬁp
Bmx\; m\>/<q Bq x * anq qxn nxq Xt

bl ., Eiuﬁgﬂ .
= goms E xq qxt 1x 1x ,:1ﬁ5mpi ﬁE@Z‘ gx 1

mxq

verificando que:

B'H
1\>/;1:61 11 Bt A;'Btp '1\>{1+
X HDqu [Jaxn nxq
[l
. 00 B, si

Sl ﬁ V+uS|H+

1xq gx11x1 151

T
LS
£3
+
i<
I
|:|:||:|

n U
_ZD V_"'ADﬁAPu B V

1xq gx11x! D qxl

BB g0
ﬁ,\ = S + S /\B 9 -1
mxl de v @qxl 1x1
mxq mxq
obtém-se
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3., 0
g, fopir Egaypy v
m x1 HHqu 1¥q qun nxq 1x1

n i
_ZD()B\}_ +Bsti EASi-ﬁ-VJ“USiE‘

1xq gx1 1x1

1xq gx1 1x1 qxi

i@ﬂﬁ% FRI:IE

Xq gxn nxq

m Bdﬁ

i B.v+ug
_1 1xq gx1 1
mx
n EA %E
_1 1xq gxl 1xt qxl
qu

ou, reagrupando os termos:

%0"[35 53\/ B %
@ﬁ U
E mxl glxq 1xq %qxl 1xd
B DGV “‘— %At By Ag+
mxl HXQ qxn nxq gxi

H H [
OB By g

v 1xq gxi
1xq% g axd gxt

n t t t-%
_z ms D_/-;}\-Ddﬂv +1@Api'ﬁ'/\[3%\/

= pi 1 ma Mg, 1}(’ xq 94 ga G
mxq Ixq q

e, definindo-se:

g
Azwﬁs ﬁ)\gdﬁ ﬁsl% Ddﬁs B ﬂ/ ﬁsm%

mxm \Y \"
o o

pode-se entéo obter u, a partir das variaveis de estado e Ag:

" %At

Us :A_l' B/\ DBV :8}3 -/\/3+
mx  MXm mxL qu xn nxq qxi
%aﬁs BV + st BSI %Ag . ﬁAB+

E mxlﬁix %nq o gxt
_i%ﬁﬁ @-/3 Eaﬁv+ﬁp'%A BA %v
iﬂg pl@ mﬂﬁi o a

mxq

% q P ga G
Serdo detalhadas, em seguida, algumas relacBes entre as
derivadas parciais das velocidades de conversdo que auxiliardo
na determinacdo dos controles para o arco singular.

mxq

1. Posto que as velocidades de conversdo Bsdo funcdes
apenas das concentracdes, e que estas sd0 as massas
divididas pelo volume, entdo, pode-se escrever:

@AgD

qxlD

p,="2p,

Mg+ B,.m a

gxl \ xm mxl  gxn nX1E

B _1 n a
— =5 Bimit ) Bimi
NV =L od ng b H
Pl
B, H
+i 0'35 5 R myi+ B L+
2 rom, .10“1 qu@n
gxm gxm
Foop  con B
%{m m;+ Za My ﬁaglnm
gxn qxn
9B, _ e % "zdﬁs e BSE
N v %&r@i m' &om, 7 qmﬁ
axm axm axm
OB _ADE OB
om m5| mxd del . qflI
gxi gxm gxn
H H
9B, _-170B, 9B,
om :};dm Mo+ By

pi VP My
qxl gxm

pi nx1 gxl
gxn

Sendo S e B, as i-ézimas colunas de f3; e 3, respectivamente
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