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ABSTRACT

This paper is concerned with piecewise-linear functions
as Lyapunov function candidates for stability analy-
sis of time-invariant discrete-time linear systems with
saturating closed-loop control inputs. New necessary
and sufficient conditions for positive definite piecewise-
linear functions be Lyapunov functions are presented.
A computational procedure is proposed for determina-
tion of such Lyapunov functions and associated polyhe-
dral regions of local asymptotic stability. Compared to
Minkowski functions, piecewise-linear functions present
strictly better performance, being naturally more flexi-
ble and better adapted to the radially variable dynamic
behavior of saturated systems.

KEYWORDS: Discrete-time systems, saturation, stabil-
ity, Lyapunov functions, piecewise-linear functions, lin-
ear programming.

RESUMO

Este trabalho trata de fungoes de Lyapunov lineares por

Artigo submetido em 08/12/00

la. Revisdo em 17/04/01; 2a. Revisdo em 25/05/01

Aceito sob recomendac¢do do Ed. Cons. Prof. Dr. José Roberto
Castilho Piqueira

partes para andlise de estabilidade de sistemas lineares
discretos no tempo com entradas saturdveis. Sao apre-
sentadas novas condigoes necessdrias e suficientes para
funcoes lineares por partes positivas definidas serem fun-
¢oes de Lyapunov. Um procedimento computacional é
proposto para determinacdo dessas funcoes de Lyapu-
nov e suas correspondentes regioes de estabilidade as-
sintética. Comparadas as fungées de Minkowski, as fun-
¢oes lineares por partes apresentam desempenho estrita-
mente superior e sdo naturalmente mais flexiveis e adap-
tadas ao comportamento dinamico radialmente varidvel
dos sistemas saturados.

1 INTRODUCAO

Saturacao é provavelmente a nao linearidade mais co-
mum em engenharia de controle. Ela é usualmente cau-
sada por limite de tamanho de componentes, poténcia
disponivel e geralmente é associada a amplificadores e
atuadores (Slotine e Li, 1981). O estudo de sistemas li-
neares com saturacao deve frequentemente considerar o
comportamento nao linear do sistema para evitar re-
sultados conservativos (Romanchuck, 1996), (Bitsoris
e Gravalou, 1995). Trabalhos recentes (Tarbouriech e
Silva Jr., 1997), (Silva Jr. e Tarbouriech, 1999), (Milani,
1999), propoem métodos construtivos para determina-
¢ao de regides poliedrais convexas de estabilidade assin-

42 Revista Controle & Automacgdo/Vol.13 no.1/Jan., Fev., Mar. e Abril 2002



tética local e comportamento nao linear, para sistemas
lineares invariantes, discretos no tempo, com entradas
de controle em malha fechada saturdveis. Os métodos
propostos sao baseados no conceito de conjuntos con-
tractivos. E bem conhecido (Silva Jr. e Tarbouriech,
1999), (Blanchini, 1999), que poliedros contractivos sao
regides de estabilidade assintdtica associadas a fungoes
de Lyapunov dentro da classe particular de fungoes li-
neares por partes denominadas fun¢ées de Minkowski:

) = o g .

onde z € R", g; é a iésima linha de G € R"™*" e o
poliedro Gz < 1 ¢ limitado.

Este artigo amplia resultados prévios em (Silva Jr. e
Tarbouriech, 1999), (Milani, 1999), considerando fun-
¢oes de Lyapunov numa classe mais geral de fungoes
lineares por partes:

U(z) = ax gir +c (2)
onde x € R™ e g;, ¢; sdo iésimas linhas de G € R™*",
c < 0 € R", respectivamente.

Sao obtidas novas condigOes necessarias e suficientes
para funcoes lineares por partes definidas positivas se-
rem funcgoes de Lyapunov de sistemas lineares invarian-
tes, discretos no tempo, com entradas de controle em
malha fechada saturdveis. Baseada em formulacao de
programacao linear dessas condigdes necessarias e su-
ficientes, considerando o comportamento nao linear do
sistema em malha fechada, é proposto um procedimento
para determinacao de fungoes de Lyapunov lineares por
partes e suas correspondentes regioes de estabilidade as-
sintética. Um exemplo numérico compara o desempe-
nho das fungoes lineares por partes com o das fungoes
de Minkowski, na determinacao de regides de estabili-
dade assintética de um sistema com controles em malha
fechada saturaveis.

Notagao: para duas matrizes reais n x m, A = (a;5) e
B = (bi;), A < B é equivalente a a;; < b;; para todo ¢,
jtalque 1 <i<mnel<j<m. Parae >0, o conjunto
€2 é definido como {x = ey, y € Q}.

2 PRELIMINARES
Considere o sistema discreto no tempo

w(k+1) = f(z(k)) 3)
onde f : R™ — R™ é possivelmente nao linear.

Definicao 2.1: Um conjunto nao vazio €, definido no
espaco de estado do sistema (3), é A-contractivo com

respeito ao sistema (3) se existe 0 < A < 1 tal que se
x(k) € eQ entdo z(k + 1) € eX) para todo 0 < e < 1.

Definicao 2.2: Uma funcgao continua ¥ : R — R é
definida positiva se

U(0)=0; ¥(z)>0 se z#0

Existem varias definigoes propostas na literatura para
funcoes de Lyapunov, cada uma delas motivadas por um
problema especifico. A defini¢do a seguir, apresentada
em (Blanchini, 1999), é conveniente para os objetivos
deste trabalho.

Definigao 2.3: Uma fungao definida positiva ¥ : " —
R é uma fungao de Lyapunov para (3), na bola unitdria
By = {z: ¥(z) < 1}, se para todo = € By, ¥(f(z)) <
AU (x) vale para algum 0 < A < 1. A bola By é uma
regido de estabilidade assintética de (3) com indice de
convergéncia A.

Definicao 2.4: O epigrafo da funcdo ¥ : X — R, X C
R, é o conjunto () C R (Mangasarian, 1974):

EW) ={(z,0):2 e X, eR,¥(z) <(}

Lema 2.1: Sejam as fungbes continuas ¥; : X — R,
Uy : X - R, X C R . Uy(x) < ¥y(z) para todo
x € X se e somente se seus epigrafos satisfazem £(¥;) C

£(Ts).

Prova: Suficiéncia: Se £(¥1) C £(¥3), entdo, de
acordo com a Definigao 2.4, Us(x) < ( vale para todo
z € X tal que Uy(z) < ¢, ¢ € R. Logo, tomando
Uy (z) = (, tem-se Uy(z) < ¥y(x) para todo z € X.
Necessidade: Se £(¥1) ¢ £(¥2), entdo, de acordo com
a Definigdo 2.4, existe 1 € X tal que ¥qi(z1) < (e
Uy(z1) > ¢. Fazendo ¥i(x1) = (, tem-se Uy(z1) >
U (z1), que contradiz ¥a(z) < ¥y (z) para todo x € X.
O

Baseado na Defini¢ao 2.4 e Lema 2.1, o Corolario a se-
guir fornece uma caracterizacao geométrica para fungoes
de Lyapunov.

Coroldrio 2.1: Uma fungao definida positiva ¥(x) é
uma fungdo de Lyapunov do sistema (3), na bola uni-
taria WU(z) < 1, se e somente se existe 0 < A < 1 tal
que:

E(W) C EN1y) (4)
onde E(¥), E(A"1Uy) sdo epigrafos em ¥(z) < 1 das
fungoes W(x), A~1W(f(x)), respectivamente.

Prova: De acordo com a Defini¢ao 2.3, ¥(z) é uma
fungao de Lyapunov de (3), em ¥(z) < 1, se e somente
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se existe 0 < A < 1 tal que:

U(f(x)) <AV(z) 5 W(z)<1 (®)

Aplicando o Lema 2.1 em (5), tem-se:
E(T) C EN1Ty)
O

Definicao 2.5: Seja @ C R™ um conjunto convexo,
limitado, fechado, contendo a origem em seu interior.
A funcdo de Minkowski ¥ : " — R de Q é dada por
(Blanchini, 1999):

U(z) = mine s.a.

nin x € € (6)

A funcdo de Minkowski (6) é definida positiva. Como
U(px) = p¥(z) para p > 0, suas superficies de nivel sdo
obtidas escalonando a fronteira de © (Blanchini, 1999).

Coroldrio 2.2: A fungao de Minkowski ¥(z) (6) é uma
fungao de Lyapunov do sistema (3), na bola ¥(z) < 1, se
e somente se o conjunto §2 é A-contractivo com respeito
ao sistema (3).

Prova: De acordo com o Lema 2.1, ¥(z) (6) é uma
fungao de Lyapunov de (3), em ¥(z) < 1, se e somente
se existe 0 < A < 1 tal que:

E(W) c ENy) (7)
De (3),(6) e Defini¢ao 2.4 pode ser verificado que:

EW)={(z,e) : z€e , 0<e<1}

ENIU,) = {(z,€) : flx) €N | (8)

0<e<1}

De (3), (8) e Defini¢ao 2.1, pode ser verificado que (7)
vale se e somente se 2 é A-contractivo. O

Considere o sistema linear discreto no tempo represen-
tado pelas equagoes de estado e restrigoes:

e(k+1) = Az (k) + Bu(k) 9)

—u<u<d ; 4,4>0 (10)

onde z(k) € R" e u(k) € R™, sdo varidveis de estado
e controle respectivamente. A, B, u, 4, sdo reais com
dimensdes apropriadas. Seja a lei de controle em malha
fechada saturdvel:

u(k) = sat(Fz(k)) (11)

onde F' € R™*™ ¢é constante e as componentes de
sat(Fz) sao dados por:

—1u; se fix < —1y;
sat(Fx); = fix se —u; < fix <4, (12)
i se  fix > 1y

onde f; denota a iésima linha da matriz F'.

De (9), (11), o sistema em malha fechada é dado pelo
modelo nao linear:

x(k+1) = Axz(k) + Bsat(Fz(k)) (13)

Considerando x € R™, cada uma das m componentes de
(12) tem 3 possiveis estados: saturado no limite inferior,
nao saturado e saturado no limite superior. Consequen-
temente, R™ pode ser decomposto em j = 1: 3™ regides
S(Rj,d;) C R™, chamadas de regides de saturacio (Silva
Jr. & Tarbouriech, 1999), dadas pelos poliedros:

S(Rj,dj) ={z e R Rz < dj} (14)
Fns 7:Lns
_Fns 7:Lns

Rj - _Fsu ' d] - _asu (15)
Fsl _asl

onde Fig, Ups, Uns, Fsu, Usu, Fsi, Us;, SA0 matrizes e
vetores formados apropriadamente pelas linhas de F', ,
% e relacionadas, respectivamente, com as componentes
nao saturadas, saturadas no limite superior e saturadas
no limite inferior, que caracterizam a regiao. Dentro de
cada regido de saturagdo S(Rj,d;), o sistema de malha
fechada (13) é representado pelo modelo linear (Silva Jr.
& Tarbouriech, 1999):

z(k+1) = Ajz(k) + p;

Aj = [A+ ByoFp] (16)

p; = Bgylisy — Bsitig

onde B, Bs, € By sdo matrizes apropriadamente for-
madas pelas colunas de B relacionadas com Fj s, Usy,
Us1, Tespectivamente.

A titulo ilustrativo, para o sistema de malha fechada
(13) com uma entrada de controle saturavel, as regides
de saturagao de sat(F'z) e o modelo linear por partes
sao:
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Regidgo 1: —u<u<u
e[ 5] e8]
A1 =A+BF ; pp=0
Regiao 2: u >4
Ro=—-F; dy=—10
Ay =A; po = B
Regiao 3: u < —u

Rs=F; d3=—1u
A3 =A; p3=-—-DBu

No resto deste trabalho, serd designado j = 1 para a
regido de comportamento linear de sat(Fx).

3 FUNCOES DE LYAPUNOV LINEARES
POR PARTES

Seja a funcdo linear por partes (FLP):
(17)

— —1lr. )
V(z) = max wi{giw +ci}
onde x € R" e w;, g;, ¢; sdo as iésimas linhas de w >
0eR", GeR™*™ ¢<0€R", respectivamente. Pode-
se verificar que a funcdo ¥(z) (17) é também definida
como:

U(z) =mine s.a. Gz+c<we

1
eeR ( 8)
Proposicao 3.1: A FLP ¥(z) (17), (18) é positiva de-
finida se e somente se existe uma matriz de permutacao
P tal que:

c1=0; ¢2<0

e o poliedro G’lx < 7 € limitado.

Prova: Note que permutacoes de linhas da matriz
[ G ¢ w ] ndo mudam o valor de ¥(z). Inspecio-
nando (17) pode-se verificar que ¥(0) = 0 se e somente
se ¢ < 0 com pelo menos uma componente zero. Conse-
quentemente, existe uma matriz de permutacao P dando
(19). De (17), (18), (19), pode ser verificado que:

V(z) > Ui(z)

Uy (z) = mine s.t. Gix < e (20)
eeR

Notando que ¢ < 0, de (18), (19), pode ser também

verificado que para um €; > 0, suficientemente pequeno,

vale o seguinte:

U(z) =V (z) ; = € Gio < (21)

De (20), pode ser verificado que ¥q(z) é uma fungio
de Minkowski, que é definida positiva se e somente se
Gz < 1y ¢ limitada (ver Definigao 2.5). De (20), (21),
pode-se verificar que ¥(z) é positiva definida se e so-
mente se Uq(x) é definida positiva, concluindo a prova.

O

Aplicando Definigao 2.4, pode ser verificado que o epi-
grafo da FLP ¥(z) (17), definida na bola ¥(z) < 1 é
dado por:

E(V) = 8(G,c,w) = {(x,¢) € R
(22)
Gr+c<we; 0<e<1}

Similarmente, pode ser também verificado que para o
sistema de malha fechada (13), o epigrafo de \=2W(f(z))
definido na bola ¥(z) < 1 é dado por:

ENT1Uy) ={(z,e) e R

G[Az + Bsat(Fz)] + ¢ < dwe (23)

0<e<1}

Proposicao 3.2: Uma FLP positiva definida ¥(z) (17),
(18), é uma fungdo de Lyapunov para (13), na bola
U(z) < 1, se e somente se existe 0 < A < 1 tal que
os epigrafos (22), (23), satisfazem a relagdo de inclusao:

E(V) c EN1Ty) (24)

Prova: Imediata aplicando Coroléario 2.1. O

Proposicao 3.3: Uma FLP positiva definida ¥(z) (17),
(18), é uma fungdo de Lyapunov para (13), na bola
U(z) < 1, se e somente se para as j = 1 : 3™ regides de
saturagao (14), (15), (16), existe um 0 < A < 1 tal que

x
[ G4; —w | < -Gpj —c (25)
€5
vale para quaisquer ¢;, x satisfazendo:
G —w . —c
R; O d;
0 1 N (26)
0 -1 € 0
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ou, em outras palavras, se e somente se existe 0 < A < 1
tal que o poliedro (26) é um subconjunto do poliedro
(25).

Prova: Da Proposigao 3.2 tem-se:

E(V) c EN1Ty) (27)
Notando que
j=3"
R = |J S(R;,dy) (28)
j=1
E)=ET)N(R" x R) (29)
temos
j=3"
) = J €(0)n(S(R;,dj) x R) (30)
j=1
Portanto (27) vale se e somente se para j = 1 : 3™
tivermos:
E() N (S(Ry,dy) x ®) € EQTIwp)  (31)

Para « € S(Rj,d;), de (16), (23), pode ser verificado
que E(A"1W ) corresponde ao poliedro:

T

[ GA; —w | [ ] < —Gp; —¢ (32)

€

De (14), (15), (22), pode-se verificar que E(¥) N
(S(Rj,d;) x R) corresponde ao poliedro:

G —w —c
R] 0 x dj
0 -1 0

concluindo a prova. O

O Corolério a seguir é uma formulagao primal de pro-
gramagao linear da Proposicao 3.3 (Bazaraa et al, 1990).

Coroldrio 3.1: Uma FLP positiva definida ¥(x) (17),
(18), é uma fungdo de Lyapunov para (13), na bola
U(z) <1, se e somente se existe 0 < \ < 1 tal que:

max{c}} <0 (34)
1’7]

1< <r ;

)

1<j<3m

onde o7} sao obtidos resolvendo os seguintes programas

lineares independentes factiveis:

0} = n;aexgiij — Aw;€ + gipj + ¢

Gr —we < —c

0<e<1

onde ¢°, ¢;, w;, sdo iésimas linhas de G, ¢, w, respecti-
vamente e R;, d;, A;j, p; sdo relacionadas as regioes de
saturagdo e modelos lineares por partes (14)-(16). Se-
jam €}, x solugdes 6timas relacionadas a um o > 0.
Isto indica que xg», 6;» € £(¥) estao fora da iésima face
de EAT1Wy) (23), (24) na jésima regiao de saturagao:

g Ajr — dwiel, < —g'pj — ¢ (36)
Prova: Inspecionando (25), (26), pode-se verificar que
a Proposigao 3.3 é satisfeita se e somente se

g Ajr — dwie; < —g'pj — ¢
(37)
j=1:3"; i=1:r

vale para todos €;, x que satisfazem (26). Em outras
palavras,

max(g'A;x — Mwie + g'p; + ¢;) <0 (38)
G —w . —c
R, 0 |4
0 1 - 1
0 -1 ‘ 0

tem que valer parai=1:7rej =1:3™. Pode-se verifi-
car que os programas lineares (38) sdo equivalentes aos
programas (34), (35). Sejam 0§ eé, xg», respectivamente,
indice de desempenho e solugoes 6timos dos programas
lineares (38). De (31),(38) pode-se também verificar que
oi > 0 indica que %, €; € £(V) estdo fora da iésima
face de E(A"'¥y) na jésima regido de saturagao (36),
concluindo a prova. O

E oportuno enfatizar que o Corolério 3.1 é computaci-
onalmente muito eficiente, capaz de tratar efetivamente
problemas de grande porte. Ele corresponde a um con-
junto de problemas de programacao linear convencionais
para os quais existem poderosas ferramentas computa-
cionais (Bazaraa et al, 1990).

4 RE,GIGES DE ESTABILIDADE ASSIN-
TOTICA LOCAL

A seguir, uma FLP ¥(z) (17), (18), serd representada
como Y[G, ¢, w].

Dentro da regido de comportamento linear S(R;,d;) do
sistema (13), o supremo poliedro A-contractivo Gjz < wy
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contido em S(R1,d;) é uma regido poliedral de estabi-
lidade assintdtica local. A funcao de Lyapunov associ-
ada é o caso particular de FLP ¥[G/, 0, w;] chamada de
funcdo de Minkowski (ver Defini¢ao 2.1, Definicdo 2.5,
Coroldrio 2.2). Métodos eficientes para obtengao de po-
liedros A-contractivos supremos sdo dados em (Dérea e
Hennet, 1999).

Considere agora uma FLP definida positiva cuja bola
unitaria tem interseccao com a regiao de controle nao
linear do sistema (13). De acordo com a Proposigao 3.2,
U[G, ¢, w] é uma fungdo de Lyapunov para o sistema
(13) se e somente se os epigrafos (22), (23), satisfazem
a relagdo de inclusao £(¥) C E(A"1Vy) ou equivalente-
mente

EW)NENITy) = E(D) (39)

Se (39) néo for satisfeita, a préxima candidata a fungao
de Lyapunov deveria ser a FLP derivada da interseccao
E(W)NEA1Ty). Contudo, devido & ndo linearidade da
lei de controle saturada (12), o epigrafo E(A™1W ;) (23)
nao é convexo. Portanto, nao é possivel garantir a conve-
xidade do conjunto intersecgao resultante, complicando
a obtencgao da FLP. Para contornar esta dificuldade, ba-
seado na Proposicao 3.2 e Corolario 3.1, o seguinte pro-
cedimento computacional é proposto para determinagao
de uma funcdo de Lyapunov FLP para o sistema (13),
cuja correspondente regiao de estabilidade assintética lo-
cal tem interseccao com a regiao de controle nao linear.
Grosso modo, a seguinte tarefa é executada recursiva-
mente: dada a funcdo de Lyapunov U[G, ¢,, w,] e sua
FLP “expandida” ¥[G,, ¢4, dw,], obter a fungéo de Lya-
punov ¥U[G,c,w] tal que ¥[Gy, cq, wa] > Y[G, c,w] >
U[G,, cq, 0w,]. Para obtencao de U[G, ¢, w], comegar
com VU[G,c,w] = PU[G,, cq, 0w,] € recursivamente atu-
alizar U[G, ¢, w|, fazendo a itersecgdo de seu epigrafo
E(P) = S(G,c,w) (22) com planos de corte relaciona-
dos as faces do epigrafo E(A1Wy) (23) que nao satis-
fazem ao Corolario 3.1. Para uma descri¢do detalhada,
ver Procedimento 1 no Apéndice.

5 EXEMPLO NUMERICO

Considere o seguinte sistema com controle em malha
fechada saturdvel, considerado em (Tarbouriech e Silva
Jr., 1997):

z(k+1) = Az(k) + Bu(k)

(40)

u=0=70; F=/[0.288 —1.8350 |
Sejam:

o )\ = .998: indice de convergéncia;

o UG, 0,w]: fungdo de Lyapunov do tipo
Minkowski, associada ao supremo poliedro M-
contractivo com respeito a (40), contido na regido
de controle linear;

e U[G,,,0,wy]: fungdo de Lyapunov do tipo Min-
kowski, obtida pelo Procedimento 1 no Apéndice,
com coeficiente de expansao § = 1.5, comecando de
U[Gy, 0, w] e forgando ¢ = 0;

o U[Gpu, Cpw, Wpw): fungdo de Lyapunov do tipo
FLP, obtida pelo Procedimento 1 no Apéndice, com

coeficiente de expansao 6 = 1.5, comecando de
(G, 0, wy;
® S, Sm e Spyw: regides de estabilidade assinté-

tica locais correspondentes as bolas unitarias das
fungdes de Lyapunov U[G;,0,w;], U[Gpm,0,wy] e
U[Gpuw, Cpw, Wpw|, respectivamente.

30
Spw

20 b

-30 L L 1 I I
-60 -40 -20 0 20 40 60

Figura 1: Bolas unitarias de fungoes de Lyapunov

Pode ser verificado na Figura 1 que S,, e Sy, construi-
das pelo Procedimento 1, sao bem maiores que a regiao
de partida S;, mostrando assim a eficicia do procedi-
mento de construgao proposto. A Regiao Sp,, € estrita-
mente maior que a regiao S,,, mostrando que fungoes de
Lyapunov do tipo FLP podem efetivamente dar resulta-
dos menos conservativos que as fungoes de Minkowski.

As Figuras 2 e 3 mostram as superficies de nivel das
funges de Lyapunov ¥[Gpw, Cpws Wpw] € Y[Gm, 0, Wy,
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T2

25 L L L L L I I
-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40

Figura 3: Superficies de nivel de U[G,,, 0, wy,)

respectivamente. A forma varidvel das superficies de ni-
vel de ¥[Gpw, Cpw, Wpw), comparada com a forma fixa
das superficies de U[G,,, 0, w,,], mostra que as FLPs
sao naturalmente mais flexiveis e melhor adaptadas que
as fungoes de Minkowski, ao comportamento dinamico
radialmente varidvel dos sistemas saturados. Pode tam-
bém ser verificado nessas figuras que o melhor resultado
da FLP é obtido as custas de representacao mais com-
plexa: a FLP ¥[Gpu, Cpw, Wpw) tem mais faces que a
funcdo de Minkowski U[G,y,, 0, wy).

6 CONCLUSAO

Este trabalho tratou de FLPs como candidatas a fun-
coes de Lyapunov de sistemas discretos no tempo com
controle em malha fechada saturdvel. Foram obtidas

novas condigbes necessérias e suficientes para uma FLP
ser funcao Lyapunov. Baseado em uma formulacao de
programacao linear dessas condi¢oes, um procedimento
computacional efetivo, pouco conservativo, foi proposto
para determinacao de funcoes de Lyapunov do tipo FLP
e suas correspondentes regides de estabilidade local as-
sintética. O exemplo numérico mostrou que fungoes de
Lyapunov do tipo FLP, apresentam desempenho estri-
tamente melhor que fungdes de Lyapunov do tipo Min-
kowski, na andlise de estabilidade do comportamento
nao linear de sistemas discretos no tempo, com contro-
les saturdveis. O melhor desempenho ocorre porque as
FLPs sao naturalmente mais flexiveis e melhor adap-
tadas ao comportamento dindamico radialmente varidvel
dos sistemas saturados.
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e A eliminagdo de desigualdades redundantes no
passo 2 é recomendada, nao somente para obter
uma representacao concisa de ¥[G, ¢, w], mas tam-
bém para a eficiéncia global do procedimento.

e Pode-se verificar que a iteragdo dos passos 2 ao 5
fornece uma sequéncia de fung¢ées de Lyapunov mo-
notonicamente decrescente e convergente. A razao
de convergéncia nao é facilmente determindvel de-
vido a natureza nao linear e nao convexa do pro-
blema.
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