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Resumo Este artigo tem dois objetivos principais. Em
primeiro lugar, ele aborda a identificação de sistemas não-
lineares de forma introdutória, provendo literatura específica
para um estudo mais detalhado. O segundo objetivo é
apresentar alguns novos resultados úteis na seleção da estrutura
de modelos NARMAX polinomiais (os quais são lineares nos
parâmetros). Especificamente, discute-se como certo tipo de
conhecimento prévio sobre o sistema pode ser utilizado na
determinação de uma representação adequada e na análise de
modelos identificados. O artigo inclui dois exemplos (um com
dados simulados e outro com dados reais) para ilustrar o uso de
ferramentas e os novos resultados.

Abstract.  The aim of this paper is twofold. First, the
fundamentals of nonlinear system identification are briefly
reviewed and a list of specific references are provided for
further reading. Secondly, this paper presents some novel
results concerning structure selection of NARMAX polynomial
models. It is shown how a certain type of prior knowledge
about the system can be used to determine a proper model
structure. The paper also discusses how some new results can
be used to analyze identified nonlinear models. Two numerical
examples are included which use both simulated and real data.
Such examples illustrate the use of standard identification tools
and also the use of new results.

1 INTRODUÇÃO

Um dos grandes desafios na história da ciência tem sido obter
sistemas análogos aos processos e fenômenos observados no
universo. Por sistema análogo entende-se um sistema capaz de
reproduzir algumas características do fenômeno observado,
assim como uma maquete reproduz as escalas, proporções,
cores, etc. de uma construção real. Quando o análogo é um
sistema matemático, ele constitui um modelo matemático do
fenômeno observado.

Com a crescente disponibilidade de computadores, o uso de
modelos matemáticos tem aumentado em praticamente todas as
áreas do conhecimento humano. Além disso, tem-se observado
uma mudança no tipo de modelos utilizados. Mais
especificamente, tem havido um crescente interesse por
representações não-lineares para caracterizar sistemas e
fenômenos reais. Na medida em que as representações lineares
são substituídas em algumas aplicações por seus
correspondentes não-lineares, torna-se possível analisar e
reproduzir certos fenômenos e comportamentos dinâmicos
mais complexos (Aguirre, 1996). Por outro lado, a obtenção de
modelos não-lineares é significativamente mais trabalhosa do
que para modelos lineares e, além disso, há algumas etapas na
modelagem de sistemas não-lineares que ainda não estão bem
estabelecidas.

De forma geral, é possível agrupar as técnicas de modelagem
em duas grandes categorias, a saber: modelagem pela física do
processo e modelagem a partir de testes. A segunda categoria é
normalmente conhecida por identificação de sistemas (Ljung,
1987). As diferenças entre as duas abordagens são muitas, bem
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como as diferenças no tipo de  modelos obtidos em cada caso.
Entretanto, o que provavelmente mais diferencia essas duas
abordagens é a quantidade de conhecimento sobre o processo
real utilizado na obtenção dos modelos. Na modelagem pela
física do processo, o modelo é desenvolvido a partir de toda
informação disponível sobre o processo. Por outro lado,
métodos de identificação normalmente não pressupõem
qualquer conhecimento prévio do sistema, justificando o nome
"identificação caixa-preta" (Sjöberg et al., 1996).

Ultimamente, tem havido algum interesse em desenvolver
métodos que permitam incorporar alguma informação que se
tenha sobre o sistema durante a sua identificação (Lindskog e
Ljung, 1994). Procedimentos com esta característica são
denominados métodos de "identificação caixa-cinza" e são
especialmente interessantes porque não exigem do usuário um
profundo conhecimento "a priori" do processo, mas permitem a
utilização de conhecimento prévio. Isso normalmente resulta
em modelos melhores e, principalmente, modelos fisicamente
mais significativos.

A escolha de qual representação utilizar na modelagem de
sistemas não-lineares ainda é uma questão que parece não ter
uma resposta definitiva. A opinião dos autores sobre este
assunto é que o volume e o tipo de informação "a priori"
disponível sobre o sistema poderá vir a ser um elemento
determinante na escolha da representação. Assim,
representações que permitirem incorporar informação prévia
com maior facilidade serão preferidas na identificação do tipo
"caixa-cinza", enquanto outras representações continuarão a ser
usadas em problemas de identificação do tipo "caixa-preta".

O objetivo do presente trabalho é rever alguns dos pontos mais
importantes na identificação de sistemas não-lineares
utilizando modelos polinomiais. Textos em identificação de
sistemas são escassos e normalmente cobrem apenas os
sistemas lineares (Norton, 1986; Ljung, 1987; Söderström e
Stoica, 1989). Apesar de não se pretender aqui produzir um
texto autocontido sobre identificação de sistemas não-lineares,
espera-se prover o leitor com um conjunto básico de
ferramentas matemáticas e referências bibliográficas para
trabalhar na área. Um segundo objetivo é apresentar alguns
novos resultados referentes ao uso de conhecimento "a priori"
na identificação de modelos não-lineares polinomiais. As
principais idéias são ilustradas com dois exemplos numéricos.

O artigo está organizado da seguinte forma: na seção 2 é feita
uma revisão sobre técnicas básicas de identificação de modelos
não-lineares polinomiais. A seção 3 faz uma revisão do
conceito de agrupamento de termos e coeficiente de
agrupamentos. Estes conceitos são úteis na determinação da
estrutura de modelos não-lineares polinomiais, assunto esse
discutido na seção 4. Alguns novos resultados sobre a estrutura
de modelos polinomiais na presença de constante de tempo e
ganho variáveis são apresentados na seção 5. Dois exemplos
são discutidos na seção 6 e, finalmente, algumas observações
finais são apresentadas na seção 7.

2  IDENTIFICAÇÃO DE SISTEMAS NÃO-
LINEARES

O problema de identificação de sistemas pode ser dividido em
cinco etapas principais (Ljung, 1987): (i) obtenção de dados de
experimentação do sistema que se deseja modelar; (ii)
aplicação de testes aos dados obtidos para detecção de não-
linearidades; (iii) escolha da estrutura que será utilizada para

representar o modelo; (iv) estimação dos parâmetros do
modelo; (v) validação do modelo obtido.

O procedimento descrito acima é empregado na identificação
tanto de sistemas lineares quanto sistemas não-lineares. As
principais diferenças se devem à maneira como cada passo é
implementado, conforme será descrito nas subseções seguintes.

O objetivo primordial dessa seção é apresentar uma revisão dos
principais tópicos relacionados à identificação de sistemas não-
lineares utilizando estruturas conhecidas como modelos
NARMAX polinomiais.

2.1 Experimentação do Sistema e
Detecção de Não-Linearidades

Nessa etapa do procedimento de identificação, o sistema deve
ser experimentado através da aplicação de entradas adequadas
e da observação das saídas correspondentes (e/ou das variáveis
de estado observáveis). Os dados de identificação assim
obtidos serão utilizados na detecção de não-linearidades e no
ajuste dos parâmetros do modelo escolhido.

Os dados utilizados na identificação devem conter informações
sobre o sistema que será modelado. Assim, o sinal de excitação
deve apresentar espectro suficientemente amplo em frequência
e amplitude de tal forma que excursione o sistema pelos
regimes dinâmicos de interesse. No caso de sistemas não-
lineares, isto requer que os efeitos não-lineares sejam excitados
por tais sinais e estejam presentes nos dados. A escolha da
excitação adequada para a identificação de sistemas não-
lineares é abordada formalmente em (Leontaritis e Billings,
1987).

O procedimento de identificação geralmente deriva modelos
dinâmicos discretos a partir de dados amostrados. Existem
vários métodos práticos para a determinação do período
adequado para a amostragem de um sinal. Aguirre (1995)
apresenta um método de seleção de período de amostragem que
utiliza a auto-correlação e uma correlação não-linear para
detectar o tipo de interações presentes naquele sinal. A
motivação básica do método é simples: se os dados tiverem
sido amostrados a uma taxa superior do que a necessária,
haverá redundância entre amostras vizinhas. A fim de
quantificar tal ‘redundância’ utilizam-se funções de auto-
correlação. A novidade em (Aguirre, 1995) reside no fato de
que é mostrado que se os dados tiverem informação não linear
presente, a função de autocorrelação linear em alguns casos é
insuficiente para quantificar a ‘redundância’ mencionada acima
e consquentemente torna-se inadequada na escolha do tempo
de amostagem. A fim de contornar o problema, foi sugerido
usar, além da função de auto-correlação linear, a seguinte
função
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onde y(t) é o sinal de saída do sistema analisado e E indica
esperança matemática. O procedimento completo pode ser
enunciado como se segue: i) calcular a função de auto-
correlação linear e a função (2.1), ii) determinar os atrasos, τ,
para os quais tais funções passam pelos primeiros mínimos
locais, iii) define-se τm como o menor valor entre os valore

calculados em ii), iv) finalmente, o período de amostragem Ts

deve ser escolhido de forma a satisfazer:
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Os algoritmos de detecção de não-lineridades são utilizados
para quantificar o nível de interações não-lineares encontradas
nos dados de identificação (Billings e Voon, 1983; Haber,
1985; Haber e Unbehauen, 1990).

Billings e Voon (1983, 1986) mostraram que a relação
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( 2.3 )

é válida se e somente se o sistema original for linear. Os limites

de um intervalo de confiança de 95% são: ±1 96, N , onde N
é o comprimento do registro de dados disponíveis. A função de
correlação (2.3) pode ser estimada utilizando os dados de
identificação disponíveis. O sistema que gerou os dados deverá
ser representado por uma modelo não-linear quando a
correlação calculada não permanece dentro do intervalo de
confiança. Nesse caso, as interações não-lineares nos dados de
identificação são consideráveis e devem ser modeladas.

2.2 Representações Matemáticas para
Sistemas Não-Lineares

Na modelagem, uma importante questão é a escolha da
estrutura que deverá representar o comportamento de um
sistema dinâmico. Algumas representações utilizadas na
modelagem de sistemas não-lineares são: (i) redes neurais
(Elsner, 1992; Masri et al., 1993); (ii) funções de base radial,
RBF (Casdagli, 1989); (iii) séries de Volterra (Billings, 1980);
(iv) "wavelets" (Strang, 1989); (v) funções polinomiais e
racionais (Chen e Billings, 1989; Haber e Unbenhauen, 1990;
Foss e Johansen, 1992; Noshiro et al., 1993; Jang e Kim,
1994); (vi) equações diferenciais polinomiais (Gouesbet e
Letellier, 1994). Destaca-se que os conhecidos modelos
bilineares constituem uma classe especial dos modelos
polinomiais não-lineares (Ljung, 1987; Chen e Billings, 1989).

Este trabalho mostra a aplicação de estruturas "não-lineares
auto-regressivas com média móvel e entrada exógena"
NARMAX ("non-linear auto-regressive with moving average
and exogenous inputs"). Propriedades gerais deste tipo de
modelos, que constituem uma representação natural para uma
grande classe de sistemas não-lineares (Chen e Billings, 1989),
podem ser encontradas em (Leontaritis e Billings, 1985a e
1985b). A estrutura de um modelo NARMAX monovariável
com período de amostragem normalizado é:
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onde t=1,...,N. F 
l é uma função não-linear qualquer. y(t), u(t),

e(t) são saída, entrada e ruído aditivo do sistema, cujos atrasos
máximos são representados por ny, nu, ne. d representa o
retardo ou tempo morto do sistema.

A forma da função F 
l normalmente não é conhecida "a priori".

Assim, a dinâmica do sistema deve ser reconstruída utilizando-

se uma aproximação para representar F 
l. Possíveis

aproximações para esta função são os modelos polinomiais e
racionais (Chen e Billings, 1989). A aproximação polinomial
de grau l para o modelo (2.4) apresenta a seguinte estrutura
(Chen e Billings, 1989):
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onde:
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As constantes θi são parâmetros que devem ser estimados para
ajustar a estrutura escolhida aos dados de identificação.

Os modelos polinomiais apresentam algumas vantagens sobre
as demais representações para dinâmicas não-lineares.
Geralmente, é possível obter modelos NARMAX polinomiais
que ajustem dados com boa exatidão desde que estes dados não
apresentem variações abruptas. Outra vantagem da
representação polinomial é a facilidade com que a informação
analítica sobre a dinâmica do modelo pode ser obtida (Aguirre
e Mendes, 1996). Por fim, os polinômios não-lineares são
funções lineares nos parâmetros, o que permite a utilização de
algoritmos de estimação de parâmetros para modelos lineares
(Davis e Vinter, 1985; Korenberg et al., 1988; Chen et al.,
1989).

Por outro lado, modelos lineares nos parâmetros (muitas vezes
chamados de modelos com não linearidade fraca) requerem
mais parâmetros do que modelos que são não lineares nos
parâmetros (chamados de modelos com não linearidade forte).
Entretanto, o que vai determinar o número de parâmetros
necessários num modelo linear nos parâmetros é o tipo de
regressores incluídos no modelo. Se regressores adequados
forem usados, mesmo um modelo linear nos parâmetros com
poucos coeficientes poderá modelar a dinâmica não linear
satisfatoriamente. Determinar os ‘regressores adequados’
entretanto é um problema não trivial e que está longe de ser
satisfatoriamente resolvido. Acredita-se que alguns dos
resultados descritos no presente artigo são uma importante
contribuição ao estudo desse problema. Uma clara limitação de
modelos polinomiais lineares nos parâmetros é na modelagem
de sistemas com não linearidade estática que não possa ser
adequadamente aproximada por polinômios de baixa ordem
(Aguirre, 1997a).

A identificação de modelos NARMAX multivariáveis foi
analisada em (Billings et al., 1989), enquanto que diversas
representações não-lineares para séries temporais (incluindo
redes neurais e modelos NARMA) foram comparadas por
Çinar (1995).
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2.3 Detecção de Estrutura de Modelos

NARMAX Polinomiais

O número de termos possíveis em modelos polinomiais cresce
bastante com o aumento do grau de não-linearidade l e dos
atrasos máximos n n ny u e, , .  De fato, esse número pode ser

determinado para modelos monovariáveis através da seguinte
expressão (Korenberg et al., 1988):

, 1+= Mnθ ( 2.6 )

onde  nθ é o número total de termos no modelo e
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A união de todos os termos possíveis em um modelo
polinomial é denominado conjunto de termos candidatos, o
qual possui normalmente muitos elementos. Entretanto,
representações polinomiais concisas podem ser obtidas para
uma grande diversidade de sistemas não-lineares garantindo-se
que os termos importantes no modelo possam ser corretamente
encontrados. O procedimento de seleção dos termos a serem
incluídos em um modelo é denominado detecção de estrutura.

Çinar (1995) comenta que a utilização de uma estrutura não
compatível com os tipos de não-linearidades existentes nos
dados tem um efeito significativo sobre o esforço de
identificação e a qualidade do modelo gerado. Assim, o
processo de detecção da estrutura de um modelo dinâmico para
sistemas não-lineares deve receber uma atenção especial
durante o procedimento de identificação. Destaca-se também
que modelos não-lineares sobreparametrizados podem
apresentar regimes dinâmicos espúrios (Aguirre e Billings,
1995a).

O uso de algoritmos genéticos para detecção de termos em
modelos não-lineares foi investigado por Fonseca et al. (1993).
Outro método utilizado para a detecção de estrutura de
modelos não-lineares é o "zeroing-and-refitting" (Kadtke et al.,
1993). Neste método, os termos cujos parâmetros apresentam
valores absolutos reduzidos em relação aos demais são
eliminados do conjunto de termos candidatos e um novo
modelo é reestimado. Thouverez e Jezequel (1996) propuseram
um procedimento de seleção de estrutura de modelos
NARMAX baseado em análise modal, enquanto que Wang e
Cluett (1996) utilizaram uma ferramenta estatística (os resíduos
PRESS) para avaliar a qualidade de uma estrutura não-linear.

A taxa de redução do erro ("error reduction ratio" ou ERR) é
um critério utilizado na detecção de estrutura de modelos
NARMAX polinomiais (Korenberg et al., 1988; Billings et al.,
1989; Chen et al., 1989). O ERR de cada termo candidato é um
número que indica a melhoria obtida na representação do
sistema através da sua inclusão no modelo. O critério do ERR
será definido formalmente na seção seguinte.

2.4 Estimação de Parâmetros

Determinada a estrutura do modelo, deve-se estimar seus
parâmetros para aproximar o comportamento dinâmico
apresentado pelo sistema original. Conforme mencionado
anteriormente, os modelos NARMAX polinomiais são
estruturas lineares nos parâmetros. Assim, estes parâmetros
podem ser estimados através do algoritmo de mínimos
quadrados lineares (Billings e Voon, 1984; Chen et al., 1989;
Zhu e Billings, 1996).

A estrutura mostrada em (2.5) pode ser representada na forma
do erro de predição:
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onde os regressores p ti ( )  do modelo correspondem aos
diferentes termos no polinômio e os θi são os respectivos
parâmetros. O símbolo "^" sobre variáveis indica valores
estimados e o resíduo de identificação ξ(t,θ) é definido como:
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O vetor de resíduos {ξ(t), t=1,...,N} representa os erros de
modelagem, o ruído aditivo do sistema e incertezas de ordem
qualquer. A equação (2.9) é denominada preditor de "um-
passo-a-frente" e �( )y t  é a predição de "um-passo-a-frente" de

y(t).

Os parâmetros θi do modelo podem ser escolhidos, dentro de
um espaço de busca, de modo a minimizar a função de custo do
algoritmo de mínimos quadrados:
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O vetor de parâmetros estimados será omitido na representação
dos resíduos de identificação e da saída predita do modelo para
simplificação de notação. A equação (2.7) pode ser apresentada
em notação matricial:
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e T  indica transposição da matriz ou vetor. A matriz P é
denominada matriz de regressores do modelo e Θ indica o
vetor de parâmetros nominal. A solução em batelada do
problema de mínimos quadrados é dada por (Golub e Van
Loan, 1989):
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A matriz PTP é denominada matriz de informação ou matriz
normal. Esta matriz é simétrica e positiva definida quando P
tem posto pleno de colunas e positiva semidefinida em caso
contrário. Entretanto, ela pode perder essa propriedade em
casos de mal-condicionamento numérico grave. A equação

(2.12) é denominada equação normal. A solução �ΘLS da
equação normal existe e é única desde que PTP seja não-
singular.

A estimativa obtida é dita não-polarizada (E LS{ � }Θ Θ=  )  se
os resíduos {ξ(t), t=1,...,N} forem brancos e não apresentarem
correlação com os regressores (Davis e Vinter, 1985). Quando
isso não é verificado, os resíduos apresentam alguma dinâmica
que não foi devidamente explicada pelo modelo. Nesse caso,
novos termos devem ser incluídos neste modelo para que as
estimativas se tornem não-polarizadas e toda a dinâmica dos
dados seja absorvida pelo modelo.

A formação de PTP torna-se sujeita a problemas numéricos
quando P é mal-condicionada. Estes problemas podem afetar a
estabilidade do algoritmo de mínimos quadrados e inviabilizar
a sua solução através da equação (2.12) (Chen et al., 1989).
Uma alternativa para aliviar tais problemas é a ortogonalização
da matriz P. Nesta situação, as colunas de P serão não-
correlacionadas e formarão uma base ortogonal para o espaço
imagem de P. Após a ortogonalização da matriz de regressores,
o problema de mínimos quadrados pode ser solucionado
através do procedimento de Gram-Schmidt (clássico ou
modificado) ou do método da transformação de Householder.
Estes métodos foram desenvolvidos e comparados no contexto
de sistemas não-lineares por Chen et al. (1989). Neste trabalho,
os autores apresentam ainda um algoritmo de estimação
ortogonal baseado na decomposição em valores singulares da
matriz de regressores P. Este algoritmo pode ser utilizado para
solucionar o problema de mínimos quadrados em casos onde a
matriz de regressores P não tem posto pleno de colunas e a
matriz PTP é singular.

No procedimento de Gram-Schmidt, uma matriz P com posto
pleno de colunas é decomposta em duas submatrizes:

, WAP =  ( 2.13 )

onde A (nθ×nθ) é uma matriz triangular superior com a diagonal

unitária e W é uma matriz ortogonal (WTW=D, sendo D uma
matriz diagonal de dimensão N×nθ). Define-se então:

, Θ= Ag ( 2.14 )

Aplicando (2.13) e (2.14) na equação (2.11):

,  Ξ+= WgY ( 2.15 )

onde as colunas de W constituem os novos regressores
ortogonais do problema e g é o vetor de parâmetros para este
conjunto de regressores. A solução do problema de mínimos
quadrados ortogonais (2.15) é (Korenberg et al., 1988; Billings
et al., 1989; Chen et al., 1989):

, ˆ 1 YWDg T−=  .ˆˆ 1gALS
−=Θ ( 2.16 )

O critério do ERR foi mencionado na seção anterior e pode ser
formalizado através da estrutura do modelo ortogonal (2.15). A
variância dos resíduos de identificação ξ(t) é igual ao erro
quadrático médio da saída y(t) quando nenhum termo é
incluído no modelo (2.15). A cada novo termo colocado neste
modelo, a variância de ξ(t) é decrescida de um fator

1 2N g w wi i
T

i( ), onde wi indica o termo incluído e gi o seu
respectivo parâmetro. Assim, o ERR de cada termo é  definido
formalmente como:

. 1    ,   ][
2

θni
YY

wwg
ERR

T
i

T
ii

i ≤≤=
( 2.17 )

O ERR indica a porção da variância da saída explicada pela
inclusão de um novo termo no modelo. Ele pode ser utilizado
na detecção de estrutura de modelos não-lineares polinomiais.
Escolhe-se o número de termos desejados para o modelo e
considera-se aqueles que possuírem os maiores valores de ERR
(Korenberg et al., 1988; Billings et al., 1989).

Nos algoritmos mencionados nessa seção, a estimação de
parâmetros é feita em batelada (ou seja, de maneira "off-line").
Algoritmos de estimação recursiva ("on line") também podem
ser utilizados. Por fim, existem algoritmos para detecção de
estrutura e estimação de parâmetros "on-line", também
baseados na ortogonalização da matriz de regressores do
modelo (Luo et al., 1994). No entanto, tais algoritmos são
sensivelmente mais complexos do que aqueles disponíveis para
a detecção "off-line" e sua utilidade prática ainda precisa ser
estabelecida. Na prática, a detecção de estrutura de modelos
não-lineares é feita de maneira "off-line", enquanto que a
estimação de parâmetros pode ser feita "on-line" (Pröl e Karim,
1994).

O procedimento descrito nesta seção pode ser resumido da
seguinte forma (Mendes e Aguirre, 1995)1

1. Formar a equação matricial (2.11) com os M possíveis
termos candidatos.

2. Supondo que se deseje um modelo com nθ  termos, para

k = 1 e para i= 1,...,M  faça

• i
i pw =1 . Tome o i-ésimo regressor original para

compor o 1° regressor ortogonal.

• 
)()(

)(

11

1
1 iTi

Ti
i

ww

Yw
g = . Estime por mínimos quadrados o

respectivo coeficiente.

• . 1    ,   ][
2

θni
YY

wwg
ERR

T
i

T
ii

i ≤≤= . Usando a

definição (2.17) determine o ERR de cada possível
regressor, candidato ao 1° regressor ortogonal.
Então faça:

                                                          

1 No procedimeno abaixo, após as fórmulas decreve-se em palavras
aquilo que é feito no respectivo passo.
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3. . 1    ,   ][
2

θni
YY

wwg
ERR

T
i

T
ii

i ≤≤= . Escolha para ser o

1° regressor ortogonal, aquele com maior ERR. O índice
de tal regressor é h1. Portanto,

4. 
1

1
11 h
h pww == . Chame de w1  o 1° regressor ortogonal,

que é a primeira coluna de W.

5. Agora, para θnk ,,2�=  e para i=

1,...,M, 11 ,, −≠≠ khihi �   (ou seja, até completar o

número de termos desejado no modelo, para todos os
regressores que ainda não foram escolhidos) faça

• kj
ww

pw

j
T

j

i
T

ji
jk <≤= 1  ,

)()(

)(
α . Estime por mínimos

quadrados os coeficientes (que são os elementos da
matriz A em (2.13)) dos regressores ortogonais
escolhidos até a presente iteração (k) .

• ∑
−

=
−=

1

1

k

j
j

i
jki

i
k wpw α . Determine o próximo

regressor ortogonal (candidato) eliminando de um
regressor original o efeito dos  k-1 regressores
ortogonais escolhidos até o presente.

•  
)()(

)(
i
k

Ti
k

Ti
ki

k
ww

Yw
g = . Calcule o coeficiente do

regressor ortogonal determinado no passo anterior.
E, finalmente

• . 1    ,   ][
2

θni
YY

wwg
ERR

T
i

T
ii

i ≤≤= . Determine o

valor do respectivo ERR.

• . 1    ,   ][
2

θni
YY

wwg
ERR

T
i

T
ii

i ≤≤= . Escolha para ser

o k-ésimo regressor ortogonal aquele regressor
ortogonal, dentre os restantes, com maior ERR.
Finalmente,

• ∑
−

=
−==

1

1

k

j
j

h
jkh

h
kk wpww k

k

k α . Chame de wk o k-

ésimo regressor ortogonal, que é a k-ésima coluna
de W.

É interessante notar que os índices h h hn1 2, , ,�
θ

indicam

quais os regressores, ou seja, quais as colunas de P que devem
ser incluídas nos modelo. Também, de acordo com a equação
(2.14), pode-se obter o vetor Θ a partir do vetor de parâmetros

estimados g g g gh h
n

h Tn= [ ]1 2
1 2   �

θ

θ . Portanto, o modelo da

equação (2.7) está totalmente determinado.

2.5 Critérios de Informação

No âmbito da identificação de sistemas, existem diversos
procedimentos que permitem estimar a ordem de modelos
dinâmicos a partir de dados medidos. Entre tais procedimentos,
destacam-se os critérios de informação de Akaike ou AIC

(Akaike, 1974), Bayes ou BIC (Kashyap, 1977), Schwarz
(Crutchfield e McNamara, 1987), "entropia do modelo" (Mees,
1993) e ocritério de Rissanen (Rissanen, 1978). O trabalho
(Gooijer et al., 1985) apresenta alguns métodos estatísticos
para determinar a ordem de modelos lineares auto-regressivos.

O critério de informação de Akaike (1974) é um dos métodos
mais utilizados para estimar o número de termos em modelos
dinâmicos. De acordo com o critério de Akaike, o número
ótimo de termos deve minimizar a seguinte função de custo:

J N Var t n= +log( { ( )})ξ 2 p  , ( 2.18 )

onde N é o comprimento dos registros de dados e np é o número
de termos de processo no modelo. A função de custo de Akaike
estabelece um compromisso entre a qualidade do ajuste aos
dados de identificação (quantificada pelo primeiro termo de
(2.18)) e a procura por representações parcimoniosas
(quantificada pelo segundo termo de (2.18)).

A utilização dos critérios de informação no contexto de
sistemas não-lineares foi discutida em (Aguirre, 1994b). É
importante ressaltar que o uso de critérios de informação
pressupõe que o conjunto de termos candidatos esteja pré-
ordenado segundo uma certa hierarquia. No caso de modelos
não-lineares polinomiais, esta hierarquia entre os termos
possíveis pode ser definida através do critério do ERR.

2.6 Validação de Modelos

Uma vertente da validação de modelos dinâmicos utiliza
funções de correlação para detectar possíveis dinâmicas não-
modeladas nos resíduos de identificação. Tratando-se de
sistemas lineares, a validação deve verificar se os resíduos ξ(t)
são brancos e não-correlacionados com a entrada. Esta
verificação pode ser feita calculando-se as funções auto-
correlação dos resíduos e correlação cruzada dos resíduos com
a entrada (Box e Jenkins, 1976; Ljung, 1987). Tratando-se de
sistemas não-lineares, esses testes não são suficientes pois eles
falham em detectar certos tipos de dinâmica não-modelada.
Nesse caso, é importante verificar se os resíduos de um
determinado modelo são (linear e não linearmente) brancos
com respeito à entrada, à saída e não autocorrelacionados. A
fim de se fazer isso é necessário avaliar se existem correlações
estatisticamente significativas nos resíduos. As seguintes
funções de correlação foram projetadas com esse fim. Portanto,
se tais identidades podem ser verificadas então aceita-se a
hipótese de que os resíduos de modelagem são brancos. Os
referidos testes são  (Billings e Voon, 1986; Billings e Tao,
1991):

,  )()}()({)( τδτξξτξξ =−=Φ ttE ( 2.19 )

,   0)}()({)( ττξτξ ∀=−=Φ tutEu , ( 2.20 )

,    0)}()()({)( τττξξτξξ ∀=−−=Φ tuttEu , ( 2.21 )

,    0)}()})({)({()( 22
’2

ττξτ
ξ

∀=−−=Φ ttuEtuE
u

, ( 2.22 )

,    0)}()})({)({()( 222
2’2

ττξτ
ξ

∀=−−=Φ ttuEtuE
u

, ( 2.23 )
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,    0)}()()({)( τττξξτξξ ∀=−−=Φ tuttEu , ( 2.24 )

,    0)}()()({)( τττξξτξξ ∀=−−=Φ tuttEu , ( 2.25 )

,    0)}()()({)( τττξξτξξ ∀=−−=Φ tuttEu , ( 2.26 )

,    0)}()()({)( τττξξτξξ ∀=−−=Φ tuttEu , ( 2.27 )

    ,0)})}({)()})(()({)()({()( 1
2

1
2

1)( ,2, ττξξτξ ∀=−−−=Φ tuEtuttyEttyEuy

,
( 2.28 )

onde δ(τ1) é a função delta de Dirac e o apóstrofe indica que a
média foi subtraída dos sinais. Essas equações procuram
determinar possíveis correlações não lineares existentes nos
resíduos. Se tais correlações não forem detectadas, então diz-se
que os resíduos são (linear e não linearmente) brancos.

O procedimento descrito acima é denominado validação
estatística de um modelo dinâmico. Esta validação garante
apenas que não existem correlações não-modeladas nos
resíduos de identificação. Um modelo estatisticamente válido
pode não reproduzir uma ou mais propriedades dinâmicas do
sistema original (Aguirre e Billings, 1994; Aguirre e Billings,
1995a). Por esse motivo, um procedimento de validação
dinâmica deve estar sempre associado com a validação
estatística. Esta validação dinâmica deverá verificar se o
modelo identificado reproduz as principais características
dinâmicas originais. Algumas propriedades dinâmicas que
podem ser utilizadas para validar modelos são (Aguirre e
Billings, 1994, Fiedler-Ferrara e Prado, 1994; Letellier e
Gouesbet, 1995): (i) expoentes de Lyapunov; (ii) mapas e
seções de Poincaré;  (iii) dimensão de correlação; (iv)
diagramas de bifurcação; (v) características topológicas de
atratores reconstruídos; (vi) constantes de tempo, ganhos e
características estáticas conhecidas "a priori".

Na literatura, existem técnicas para a validação de modelos que
não se encaixam em nenhum dos dois procedimentos de
validação mencionados acima. Por exemplo, Brown e outros
sugeriram a utilização do princípio da sincronização para
validar modelos reconstruídos (Brown et al., 1994). De acordo
com este princípio, um modelo válido é capaz de entrar em
sincronia com uma série temporal gerada pelo sistema original.
Em outro trabalho, Parameswaran e Raol derivaram modelos
para os resíduos da identificação na tentativa de validar uma
dada representação (Parameswaran e Raol, 1994).

3 AGRUPAMENTOS DE TERMOS E
COEFICIENTES DE AGRUPAMENTOS

O modelo NARMAX polinomial foi definido na equação (2.5).
A parte determinística (que não envolve termos contendo o
ruído ξ(t)) do modelo polinomial pode ser reescrita como
(Peyton-Jones e Billings, 1989):
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onde:
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 Os monômios da equação (2.5) são agrupados de acordo com
sua ordem m (0 ≤ m ≤ l, onde l é o grau de não-linearidade do
modelo). Cada termo de ordem m contém p fatores
multiplicativos em y t i( )−  e m p−  fatores multiplicativos

em u t j( )− . Os parâmetros destes termos são representados

pelas constantes c n np m p m, ( , , ),− 1 �  onde n nm1, ,�  indicam

os atrasos de cada fator constituinte do monômio considerado.
O período de amostragem Ts  foi omitido na expressão (3.1)
por questões de coesão e simplicidade.

O primeiro somatório da equação (3.1) faz referência aos
monômios de (2.5), separando-os de acordo com sua ordem. O
segundo somatório referencia o número de fatores em y t i( )−
no termo considerado. Dentro do conjunto de termos de ordem
m,  um termo qualquer pode ser acessado através do ajuste do
valor de p adequado. Por fim, o último somatório permite que
seja feita a distinção entre os termos de (2.5) através do ajuste
dos atrasos de cada um dos fatores constituinte do termo.

Se o período de amostragem Ts é escolhido suficientemente
pequeno (Ts → 0):
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Aplicando (3.2) na equação (3.1):
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O conjunto de termos da forma y t i u t jp m p( ) ( )− − −  é
denominado agrupamento de termos ("term cluster" em
Aguirre e Billings, 1995b). Os agrupamentos de termos serão
representados por Ω

y up m p −  (m = 0,⋅⋅⋅,l e p = 0,⋅⋅⋅,m). A

constante c n np m p mn n
n n

m

y u
,,

, ( , , )−∑ 11
� 

  é o coeficiente do

agrupamento de termos Ω
y up m p −  ("cluster coefficient" em

Aguirre e Billings, 1995b) e será representada por 
y up m p −∑ .

Todos os termos pertencentes a um dado agrupamento de
termos explicam o mesmo tipo de não-linearidade no modelo.

As aproximações na equação (3.2) foram utilizadas para efeito
de exposição. Na prática, as definições de agrupamentos de
termos e coeficientes de agrupamento continuam válidas para
os valores usuais de Ts e ny (Aguirre e Billings, 1995b; Aguirre
e Mendes, 1996). A seguir, será apresentado um exemplo que
ilustra as definições acima.

Exemplo 3.1 (Rodrigues, 1996):

Seja o modelo NARMAX polinomial:

 ).3()3(00056,0+)2()2(78831,0+            

)3(16796,0)1()3(31720,1)1()1(00867,0            

)1(64166,0+)2(39978,0)2(57773,0+)1(44551,0  )(

2

322

−−−−

−−−−−−−−

−−−−−=

tutytuty

tytutututy

tututytyty

( 3.4 )
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O modelo acima foi obtido com l = 3, ny = nu =3. Os nove
termos do modelo foram escolhidos pelo critério do ERR
dentre um conjunto de oitenta e quatro termos candidatos.

Expressando o modelo (3.4) como em (3.1):
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onde:
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O modelo NARMAX polinomial (3.4) possui seis

agrupamentos de termos distintos. Os agrupamentos do modelo

e seus coeficientes são:
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4 SELEÇÃO DE ESTRUTURA DE
MODELOS NÃO-LINEARES

Conforme descrito na seção 2.4, a seleção da estrutura de
modelos não-lineares polinomiais pode ser implementada
utilizando o critério do ERR. Entretanto, o ERR é um critério
estatístico e não apresenta relações claras com aspectos
dinâmicos do sistema a ser modelado. Além disso, o
desempenho do ERR cai com o aumento do ruído nos dados de
identificação.

O conceito de agrupamentos de termos (seção 3) possui
características que permitem relacionar a estrutura de um
modelo com algumas de suas características dinâmicas. Assim,
este conceito pode ser utilizado para incrementar o
desempenho do ERR na seleção da estrutura de modelos
NARMAX. Um algoritmo de seleção de estrutura que utilize a
idéia de agrupamentos de termos deverá ser capaz de
determinar quais são os agrupamentos que devem compor um
modelo para reproduzir um dado comportamento dinâmico.
Após a determinação dos agrupamentos importantes, os termos
do modelo poderão ser escolhidos através do critério do ERR.

Um agrupamento é dito espúrio quando os seus termos não são
necessários para representar a dinâmica do sistema original.
Por outro lado, um agrupamento de termos efetivo é essencial

para modelar aquela dinâmica. A importância de um
agrupamento de termos em um modelo NARMAX pode ser
quantificada pelo seu coeficiente de agrupamento. Aguirre e
Billings (1995b) mostraram que os coeficiente dos
agrupamentos de termos espúrios normalmente possuem
valores reduzidos em relação aos coeficientes dos
agrupamentos de termos efetivos. Além disso, o coeficiente de
um agrupamento espúrio é muito sensível ao número de termos
do modelo. Destaca-se ainda que existe uma situação na qual
um pequeno valor de um coeficiente de agrupamento não
indica que tal agrupamento é espúrio (Jácome, 1996).

Os modelos NARMAX polinomiais são bastante sensíveis à
sobreparametrização de sua estrutura (Aguirre e Billings,
1995a). Um modelo com termos pertencentes a agrupamentos
espúrios pode apresentar regimes dinâmicos não refletidos nos
dados de identificação. Portanto, os modelos identificados a
partir do conjunto de agrupamentos efetivos têm melhores
chances de reproduzir as propriedades dinâmicas do sistema
original.

4.1 Análise de Propriedades Dinâmicas
Utilizando Agrupamentos de Termos

Os agrupamentos de termos permitem relacionar estrutura e
características dinâmicas de modelos NARMAX polinomiais.
A seguir serão mencionadas algumas relações verificadas entre
agrupamentos de termos e propriedades dinâmicas de um
sistema não-linear.

Agrupamentos e pontos fixos: A análise de um modelo
dinâmico não-linear geralmente começa com a determinação
da localização, estabilidade e simetria de seus pontos fixos
(Guckenheimer e Holmes, 1983). Tais propriedades dos pontos
fixos de um modelo não-linear podem ser determinadas a partir
dos agrupamentos de termos que compõem a sua estrutura
(Aguirre e Mendes, 1996). Pode ser demonstrado que o número
de pontos fixos de um modelo poderia ser diferente do número
original se todos os agrupamentos possíveis fossem incluídos
na estrutura. Todo conhecimento "a priori" sobre o número e a
simetria dos pontos fixos da dinâmica de um sistema pode ser
utilizado para definir uma estrutura adequada para representá-
la (Aguirre et al., 1997). Vale a pena ressaltar que existem
algoritmos que permitem estimar localização de pontos fixos a
partir de uma massa de dados (Glover e Mees, 1992).

Agrupamentos e características estáticas de mapas: O
conceito de agrupamentos de termos permite derivar uma
representação de análise para um modelo NARX qualquer na
forma y k f y k( ) ( ( ))= −1 . Se o polinômio ƒ fosse agrupado
(usando-se a teoria da seção 3), o resultado é uma equação
algébrica que descreve a não linearidade estática do mapa em
questão. Nesse caso, cada agrupamento de termos do modelo
original gera um monômio em ƒ cujo parâmetro é dado pelo
coeficiente do agrupamento correspondente. Essa formulação
permite observar que os agrupamentos de termos efetivos num
modelo são aqueles necessários para reproduzir a característica
estática original (Aguirre, 1997a) e consequentemente qualquer
conhecimento a priori da não linearidade estática pode ser
usada para definir quais agrupamentos de termos considerar na
etapa de determinação da estrutura do modelo. Uma extensão
desses resultados para o caso de modelos não autônomos é
apresentada na próxima seção.

Agrupamentos e análise espectral de ordem elevada:
Observou-se a existência de uma relação clara entre o
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agrupamento de termos Ω
y2  e o biespectro bem como entre o

agrupamento Ω
y3  e o triespectro (Aguirre, 1997b). Algumas

relações semelhantes foram estabelecidas entre espectros
cruzados e agrupamentos mistos de termos do processo. O
conhecimento destas relações pode simplificar a seleção "a
priori" dos agrupamentos de termos efetivos na modelagem de
um dado sistema não-linear.

5 USO DE CONHECIMENTO "A PRIORI"
NA SELEÇÃO DE ESTRUTURAS

A seleção da estrutura dos modelos é uma das etapas mais
importantes do procedimento de identificação de sistemas não-
lineares. Por esse motivo, seria interessante que qualquer
conhecimento prévio do sistema pudesse ser utilizado para
reduzir o conjunto de termos candidatos na identificação. Esta
eliminação de termos aumentaria as chances de obter modelos
NARMAX polinomiais concisos e dinamicamente válidos.
Esta seção apresenta um procedimento que permite utilizar
conhecimento prévio na seleção da estrutura de modelos
dinâmicos quando as não-linearidades presentes surgem em
função da variação do ganho e da constante de tempo do
sistema (Jácome, 1996).

5.1 Análise de Modelos Discretizados

Seja um sistema representado por um modelo de primeira

ordem no domínio de Laplace:

Y

U

K( )

( ) ( )

s

s s
=

+τ 1
,

( 5.1 )

onde τ é a constante de tempo do sistema. O objetivo da
presente seção é verificar quais agrupamentos de termos
aparecem na estrutura de um modelo discreto correspondente
ao modelo (5.1) quanto este é discretizado e quando seu ganho
e/ou constante de tempo são variáveis, isto é, dependem de
alguma outra variável do sistema. Para atingir este fim,
assume-se que o ganho e a constante de tempo do sistem
dependem de variáveis do processo de forma conhecida (ver
equações (5.2) e (5.3) abaixo) e tais

Nessa análise, considerar-se-á que a constante de tempo e o
ganho estático do modelo (5.1) variam de modo que:

K x x K K xre k k i k
i

n

nt i

t

(
1 0 1

1
, , ) ,� = +

=
∑ ( 5.2 )

τ τ ττ τ τ( , , ) ,x x x
nt i

t

i
i

n

1 0 1
1

� = +
=
∑ ( 5.3 )

onde K K i i0 1 0 1, , ,τ τ  são constantes e xki
 e x

iτ  são variáveis

que afetam o ganho e a constante de tempo do sistema original
(i nt= 1 2, , ,� ). Estas variáveis podem ser expressas na forma

de polinômios com nt  termos relativos a sinais do processo.
Destaca-se que estas duas variáveis não precisam ser iguais.

A equação (5.1) pode ser discretizada pela aplicação da

transformação de Euler:

),1(K)1())1()(( −=−+−− tuTtyTtyty ddτ (5.4)

onde Td  é o tempo de discretização utilizado. Substituindo as
relações (5.2) e (5.3) em (5.4), obtém-se:
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As equações (5.4) e (5.5) podem ser rescritas, respectivamente,
como:
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onde n é a ordem do modelo, e
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Apesar da última equação não estar na forma preditiva, ela
serve para ilustrar como é que os diversos agrupamentos de
termos ser formam num modelo NARMAX como
consequência das não linearidades do sistema. Por exemplo,
além dos termos  lineares de entrada e de saída, a última
equação possui termos pertencentes aos
agrupamentos Ω x y

iτ
(induzidos em função da variação da

constante de tempo) e os agrupamentos  Ω x uki
, (consequentes

da variação e do ganho do modelo). A tabela abaixo mostra os
agrupamentos de termos que podem estar presentes em
modelos não-lineares para refletir variações de ganho e
constante de tempo, de acordo com a equação (5.7).

Tabela 5.1. Agrupamento de termos em modelos não-lineares.

Tipo de

dependência

Agrupamento de

termos possíveis

Agrupamento de

termos indesejados

Constante de

Tempo

yxuy
iτ

ΩΩΩΩ   ,  , ,0 Ωx u
iτ

Ganho uxuy
ik

ΩΩΩΩ   ,  , ,0 Ω x yki

A análise de modelos de ordens superiores feita por Jácome
(1996) confirma a generalidade dos resultados apresentados na
tabela 5.1. A última afirmativa pode ser verificada notando-se
que as svariáveis xki

 e x
iτ  podem ser (e normalmente são)

termos de ordem mais elevada. Por exemplo, supondo que
xki

=y(t-1)y(t-2)u(t-3)2̂ , então Ω x uki
=Ω

y u2 3 . Se no presente

caso o modelo for de quarta ordem em vez de segunda e,
digamos, xki

=y(t-1)y(t-4)u(t-3)2̂, o agrupamento de termos

Ω x uki
 ainda é Ω

y u2 3 . Este simples exemplo revela que a

tabela 5.1 independe da ordem do modelo.
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5.2 Análise de Modelos NARX com Ganho
e Constante de Tempo Variáveis

A fim de generalizar os resultados da seção anterior adotar-se-á
o seguinte procedimento. O ponto de partida será um modelo
de terceira ordem (equação (5.8)). Tal modelo pode ser rescrito
no mesmo formato da equação (5.6). Por analogia, então, o que

estiver fora do colchetes pode ser igualado a 
Td

τ
. Por outro

lado, com à exceção do termo y(t-n) dentro do colchetes, o
restante pode ser relacionado com a parcela Ku(t-1) na equação
(5.6) de onde pode ser obtida uma expressão para o ganho K.
Procedimento semelhante foi proposto e utilizado anteriorment
na literatura (Haber e Keviczky, 1985; Haber e Unbehauen,
1990).

A equação seguinte representa um modelo NARX polinomial
de terceira ordem:
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( 5.8 )

Assume-se que a constante de tempo τ1  do modelo varia de

acordo com a equação (5.3), enquanto que τ τ2 3e  são
constantes. Por sua vez, o ganho K varia de acordo com a
equação (5.2).

O modelo (5.8) é bastante genérico pois os termos
x t y t

iτ ( ) ( )− 1  e x t u tki
( ) ( )−1  podem ser quadráticos, cúbicos

ou de ordens mais elevadas. Este modelo pode ser manipulado
e reescrito de forma semelhante à equação (5.6) (Jácome,
1996):
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Ao comparar as equações (5.9) em regime estático e (5.6),
obtêm-se as relações abaixo.

(i) para a variação da constante de tempo:
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(ii) para a relação estática saída/entrada:
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onde X
iτ  e Xki

 são os valores estáticos (em regime) das

variáveis xki
 e x

iτ .

O procedimento descrito pode ser generalizado na forma de
agrupamentos de termos e coeficientes de agrupamentos para
modelos de ordem n ≤ 3, derivando as seguintes relações:

(i) para a constante de tempo:
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(ii) para a relação estática, utiliza-se a equação (5.11)

(a qual já está na forma genérica desejada).

Os resultados apresentados nessa seção podem ser úteis na
recuperação de informações relativas à variação do ganho e de
constantes de tempo em modelos NARX. A próxima seção
apresentará um exemplo no qual estes resultados serão
utilizados para recuperar uma dada característica estática não-
linear.

6 EXEMPLOS DE APLICAÇÃO

Essa seção apresenta alguns exemplos que empregam as
técnicas de identificação apresentadas anteriormente para
derivar modelos matemáticos para sistemas não-lineares
conhecidos.

6.1 Recuperação de Características
Estáticas Não-Lineares

Esse exemplo pretende recuperar características estáticas de
modelos não-lineares polinomiais utilizando alguns dos novos
resultados descritos na seção 5. Nesse contexto, modelos
NARX polinomiais serão identificados a partir de dados
gerados por um modelo de Hammerstein (Billings e Fakhouri,
1982; Greblicki, 1996). Em seguida, tais modelos serão
processados para tentar recuperar analiticamente a
característica estática embutida na representação de
Hammerstein.

O exemplo será dividido em duas etapas. Primeiro, a
característica estática original deverá ser recuperada a partir de
modelos identificados utilizando algum conhecimento "a
priori" sobre o sistema. Em seguida, o mesmo sistema será
modelado utilizando técnicas usuais de identificação "caixa-
preta". Os modelos assim derivados serão empregados na
recuperação da característica estática original.

Uma representação possível para sistemas dinâmicos não-
lineares é formada por um modelo dinâmico linear em série
com uma característica estática não-linear (Billings e Fakhouri,
1982). A representação analisada nesse exemplo é constituída
por uma característica estática especial seguida de um modelo
dinâmico linear de primeira ordem com ganho e constante de
tempo unitários (K = =1 1, τ ). Esta representação é
denominada modelo de Hammerstein e apresentada na figura
6.1. A característica estática a ser recuperada é mostrada na
figura 6.2.
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Figura 6.1. Representação de Hammerstein.

Figura 6.2. Característica estática não-linear de um modelo de
Hammerstein.

A curva da figura 6.2 pode ser descrita pela seguinte equação:
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onde q é a saída, u é a entrada, enquanto que R e p são
parâmetros ajustados como R = 124 e p = 0,066 (Jácome e
Aguirre, 1996). Destaca-se que esta equação representa a
característica estática não-linear de diversos atuadores
presentes em processos industriais tais como válvulas de
controle (Shinskey, 1988). Por fim, a dinâmica da
representação de Hammerstein mostrada na figura 6.1 pode ser
modelada pela função de transferência:
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A figura 6.3 mostra um conjunto de dados entrada-saída
gerados pelo modelo de Hammerstein com a característica
estática descrita pela equação (6.1). O sinal de entrada é
aleatório e normalizado entre 0 1≤ ≤u , possuindo largura de
pulso igual a 40 amostras (figura 6.3(a)). Uma sequência de
ruído branco foi adicionada ao sinal de saída do modelo
gerando um novo sinal com relação sinal/ruído de 80 dB
(figura 6.3(b)).

O conjunto de dados apresentado na figura 6.3 será utilizado na
seleção de estrutura e estimação dos parâmetros de modelos
NARX polinomiais para a representação (6.2).

Na primeira etapa do exemplo, assume-se conhecida a forma
geral da característica estática original. O ganho do modelo
(6.2) é claramente variável com a entrada pois a inclinação da
reta tangente a sua característica estática varia com o ponto de
operação considerado. Observa-se que a característica estática
original possui um ponto de inflexão e, portanto, um modelo
NARX deverá possuir termos cúbicos para reproduzir a sua

forma. Como a característica estática está relacionada
diretamente com o ganho do sistema, o agrupamento de termos
Ω x uk

, relativo à variação do ganho deve ter grau cúbico

(conforme tabela 5.1).

A equação (5.2) mostra que Xk  é responsável pelas variações
de ganho estático em um dado sistema. Assim, a variação do
ganho do sistema (6.2) com o sinal de entrada (K f u= ( ) )

implica que Xk  também é função deste sinal; isto é

X g uk = ( ) . Observando que o agrupamento de termos Ω x uk

deve ter grau cúbico, percebe-se que Xk = U2. Essa

consideração não impede que Xk  dependa também de termos

com grau inferior a 2 e assim X g ck = ( 0
2,U,U ), onde c0  é

uma constante. Em resumo, o agrupamento Ω
u3  deve fazer

parte dos modelo NARX para representar a variação do ganho,
enquanto que os agrupamentos Ωu e Ω

u2  podem integrar o

modelo mas não são indispensáveis. A presença do
agrupamento constante Ω0 nos modelos também é necessária
pois a característica estática considerada não parte da origem
(vide figura 6.2). Por outro lado, a presença dos agrupamentos
Ω

y2 , Ω
y3 , Ω yu, Ω

y u2  e Ω
yu2  é indesejada pois o ganho do

sistema não depende do sinal de saída e a constante de tempo é
constante.

O conjunto de termos candidatos foi limitado pela análise da
forma da característica estática original. Em seguida,
utilizaram-se vários critérios de informação para estimar o
número ideal de termos em um modelo do sistema (6.2). Os
resultados obtidos são apresentados abaixo.

A figura 6.4 mostra que os critérios de informação sugerem um
número ideal de treze termos no modelo. Portanto, um modelo
NARX com treze termos de processo foi identificado a partir
do conjunto de termos candidatos reduzido. O modelo obtido é
(Jácome, 1996):

Figura 6.3. Dados de identificação gerados pela simulação de
um modelo de Hammerstein (a) sinal de entrada (b) sinal de

saída.
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Figura 6.4. Critérios de informação na estimação do número de
termos ideal em modelos NARX.
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A figura seguinte mostra a validação dinâmica do modelo
identificado. Na figura, t indica o número de amostras
coletadas.

A figura 6.5 mostra que o modelo de treze termos prediz os
dados de validação com boa exatidão. Portanto, este modelo
será utilizado para recuperar a característica estática não-linear
do modelo de Hammerstein original. Os coeficientes dos
agrupamentos de termos do modelo (6.3) são:

Σ Σ Σ Σ Σ

Ω Ω Ω Σ Σ Σ Σ
0 2 3= = = − = = −

= ∪ = = = = −

0 0091 0 8531 0 1026 0 5128 0 2644

0 5128 0 26442 3
1

2
2

3

, , , , ,

, , .

y u u u

x u u u x u u x u uki k k

Substituindo estes coeficientes na equação (5.11), obtém-se a
relação estática

.U8033,1U4908,3U6984,00618,0=Y 32 −+− ( 6.4 )

Figura 6.5. Predição de comportamento de modelo NARX
identificado.

Assim, a característica estática do modelo (6.3) pode ser
recuperada de forma analítica e direta através da atribuição de
valores para U na equação (6.4) obedecendo à faixa 0 1≤ ≤U .

A figura 6.6 mostra a característica estática recuperada dessa
maneira e também a característica estática original.

Em uma segunda etapa do exemplo, os modelos NARX para o
sistema (6.2) foram derivados através das técnicas de
identificação "caixa-preta". Observou-se que os melhores
modelos "caixa-preta" identificados não podem ser colocados
na forma y f u= ( )  pois eles possuem termos não-lineares em
y(t). Em outras palavras, eles possuem termos de agrupamentos
indesejados (vide tabela 5.1). Assim, a característica estática
destes modelos só pode ser recuperada por simulação ou pelo
cálculo dos seus pontos fixos (Jácome, 1996). Além disso, as
características estáticas recuperadas a partir dos modelos não
reproduziram a curva original com exatidão aceitável.

Figura 6.6. Característica estática recuperada a partir do
modelo (6.3).

Esse exemplo mostrou que apenas um modelo identificado
utilizando conhecimento prévio permitiu recuperar
analiticamente a característica estática mostrada na figura 6.2.
Nesse caso, a utilização de informações prévias sobre o sistema
original permitiu selecionar a estrutura adequada para
representar a sua dinâmica. Essa observação reitera a
importância de uma estrutura concisa e escolhida a partir de um
conjunto de termos candidatos efetivos.

6.2 Modelagem de um Forno Elétrico Real

Este exemplo mostra a modelagem de um forno elétrico real
utilizando modelos NARMAX polinomiais (Rodrigues, 1996).
O forno modelado é uma caixa metálica com um elemento de
aquecimento interno de 200W. O forno não é isolado
termicamente, de modo que variações na temperatura ambiente
afetam as constantes de tempo envolvidas.

Devido ao mecanismo interno de transferência de calor, o
processo é altamente não-linear e dependente da condição de
operação. Além disso, ele apresenta diferentes constantes de
tempo de aquecimento e resfriamento, caracterizando uma
dinâmica bilinear (Abreu, 1993). Estes fenômenos não-lineares
não podem ser reproduzidos por modelos lineares
convencionais.

A figura 6.7 apresenta dados de entrada e de saída do forno. A
variável de saída é a temperatura normalizada da superfície
externa do forno e a variável de entrada é o sinal de tensão
aplicado ao elemento de potência. O período de amostragem
foi determinado a partir do método mencionado na seção 2.1.
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Figura 6.7. Dados de identificação. (a) Massa de dados frq1 (b)
Massa de dados frq2.

Os dados de identificação do forno elétrico foram obtidos esco-
lhendo-se um a cada três pontos das massas de dados coletadas,
o que resultou em um período de amostragem final de Ts =
210s.

A massa de dados frq2 foi utilizada na detecção de estrutura
dos modelos e na estimação de seus respectivos parâmetros.
Por outro lado, os dados frq1 foram utilizados na validação dos
modelos obtidos. Os conjuntos de dados apresentados foram
obtidos em dias distintos, durante ensaios totalmente
independentes. Um ensaio para a aquisição de um conjunto de
dados com 250 amostras tem duração aproximada de 4 horas e
50 minutos.

O resultado do teste de detecção de não-linearidades (equação
(2.3)) mostrou um elevado nível de interações não-lineares
presentes nos dados, o que justifica a utilização dos modelos
não-lineares para descrever a dinâmica do sistema. O resultado
deste teste é apresentado na figura 6.8.

Os termos dos modelos foram escolhidos dentro de um
conjunto de 57 termos candidatos utilizando o critério do ERR
(equação (2.17)). Os parâmetros dos modelos foram estimados
através do algoritmo de mínimos quadrados ortogonal. Utili-
zou-se um modelo linear de ruído, com 17 termos, para
minimizar a polarização dos parâmetros. Alguns dos melhores
modelos identificados são apresentados a seguir. Outros
modelos NARMAX polinomiais para o forno elétrico são
apresentados em (Rodrigues, 1996; Rodrigues et al., 1996).

(i) modelo não-linear nl251
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(ii) modelo linear ml241
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−−−
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tytyty ( 6.6 )

Os algoritmos de identificação utilizados mostraram-se
bastante eficientes e robustos, pois estimaram bons modelos
discretos para o forno elétrico empregando uma quantidade
reduzida de dados (84 pontos). A relação sinal/ruído
(20 log( { ( )} { ( )})Var y t Var tξ ) das massas de dados
apresentadas variou entre 40 e 150 dB. As ordens dos modelos
apresentados são estatisticamente adequadas segundo o critério
de informação de Akaike (equação 2.18).

Os resultados dos teste de validação estatística (equações
(2.19)− (2.28)) indicaram que os modelos do forno elétrico
foram capazes de explicar adequadamente a dinâmica contida
nos dados, pois não foram detectadas correlações significativas
nos resíduos de identificação. No procedimento de validação
dinâmica, os modelos foram simulados com o sinal de entrada
da massa de dados frq1. A simulação foi implementada
utilizando a estrutura identificada para gerar predições do sinal
de saída "infinitos-passos-a frente" onde valores preditos pelo
modelo são reincorporados no modelo recursivamente para
obter novas predições. Esse procedimento é diferente das
predições de “um passo a frente” onde o modelo é sempre
inicializado com dados medidos. Consequentemente, o uso de
predições de “um passo a frente” na validação de modelos é
muito menos rigoroso do que o uso de predições "infinitos-
passos-a frente", como feito no presente artigo.

O modelo não-linear nl251 foi capaz de reproduzir, com
considerável exatidão, o sinal de saída da massa de dados frq1
quando simulado com o correspondente sinal de entrada. As
primeiras 17 amostras da massa de dados frq2 foram utilizadas
para inicializar o modelo.

Um modelo linear apresenta constantes de tempo de subida e
de descida idênticas. De fato, o modelo ml241 ajusta os
mesmos valores para as constantes de tempo de subida e

Figura 6.8. Detecção de não-linearidade nos dados do forno utilizando a função de
correlação (2.3). (a) dados frq1 (b) dados frq2.
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descida, na resposta ao degrau, com base na constante de
aquecimento do forno. Por sua vez, o modelo não-linear nl251
reproduz duas constantes distintas para o aquecimento e o
resfriamento do forno elétrico (conforme pode ser visto na
figura 6.9). Logo, o modelo não-linear prediz melhor a
dinâmica do forno que o modelo linear.

Figura 6.9. Predição de frq1 utilizando nl251.

Conforme mencionado na seção 2.6, a validação estatística de
um modelo dinâmico deve estar sempre conjugada com um
procedimento de validação dinâmica. O modelo linear ml241,
por exemplo, apresentou resíduos de identificação praticamente
brancos e não correlacionados com a entrada e a saída do
sistema. No entanto, este modelo falha em reproduzir
adequadamente a dinâmica do forno elétrico, o que pode ser
visto na figura 6.10.

Figura 6.10. Predição de frq1 utilizando ml251.

A figura 6.11 mostra a característica estática recuperada a
partir do modelo não-linear nl251. Esta característica estática
representa o ganho do modelo e só pode ser recuperada por
simulação ou pelo cálculo dos pontos fixos deste modelo (vide
seção 5). Essa curva é bastante parecida com a  característica
estática não-linear medida diretamente no forno elétrico
(Abreu, 93). O modelo linear não reproduz a forma da
característica original pois ele possui ganho constante
(independente do ponto de operação considerado). Por outro
lado, observou-se que o modelo não-linear reproduz a
característica estática do forno com considerável exatidão. Esse

fato confirma a qualidade do modelo não-linear nl251
identificado para representar a dinâmica do forno elétrico.

Figura 6.11. Características estáticas recuperadas a partir de
modelo identificado.

7 CONCLUSÕES

Esse trabalho disponibiliza um resumo teórico e experimental
sobre a identificação de sistemas dinâmicos não-lineares
utilizando modelos NARMAX polinomiais. O texto apresenta
alguns conceitos sobre a identificação e provê referências
atuais para aqueles que queiram estudar o assunto mais a
fundo. O trabalho também descreve um conjunto de
ferramentas de cunho prático que permitem operacionalizar as
diversas etapas do procedimento de identificação.

O artigo também apresenta alguns novos resultados na
identificação dos modelos NARMAX polinomiais. A seção 5
descreve relações existentes entre a estrutura de um modelo e
as características estáticas do sistema original. Observou-se que
certos agrupamentos de termos são essenciais para representar
uma dada característica, enquanto que outros agrupamentos
devem ser eliminados do conjunto de termos candidatos para
não distorcer a forma geral da mesma característica. Essa
análise permite reduzir o conjunto de termos candidatos na
identificação e facilita a obtenção de modelos polinomiais
concisos e dinamicamente válidos.

Dois exemplos foram apresentados para ilustrar as técnicas
descritas. O primeiro exemplo mostrou que a identificação tipo
"caixa-preta" foi incapaz de gerar um modelo que reproduzisse
a característica estática do sistema que gerou os dados. Esta
característica estática só foi recuperada com exatidão a partir
de um modelo identificado utilizando informação prévia. O
segundo exemplo mostrou a modelagem NARMAX de um
forno elétrico real. A constante de tempo do forno varia com o
ponto de operação e também com a derivada do sinal de saída.
Assim, a dinâmica do sistema não pode ser reproduzida por
modelos lineares convencionais. Por outro lado, alguns
modelos NARMAX polinomiais identificados reproduziram as
características do forno elétrico com boa fidelidade.
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