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Abstract— A limited frequency state dependent switching function is applied and experimentally validated
to the speed control of a DC motor fed by a buck-boost converter. This assembly is very useful in practical
applications mainly in power electronics domain and can be modeled as a discrete-time switched affine system.
The switching rule is derived from a general quadratic Lyapunov function, whose time variation is bounded above
by a concave-convex function with center determined by minimax theory. This rule is designed to assure that
the state trajectories converge to an invariant set of minimum volume containing the desired equilibrium point.
Experimental results are presented and discussed.
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Resumo— Uma função de comutação dependente do estado com frequência limitada é aplicada e experimen-
talmente validada para o controle de velocidade de um motor CC alimentado por um conversor buck-boost.
Este arranjo é muito útil em aplicações práticas principalmente na área de eletrônica de potência e seu modelo
pode ser escrito como um sistema afim com comutação a tempo discreto. A regra de comutação é baseada em
uma função de Lyapunov quadrática geral, cuja variação no tempo é limitada superiormente por uma função
côncava-convexa com centro determinado pela teoria minimax. Esta regra é projetada de forma a assegurar que
as trajetórias do estado convergem para uma região invariante de volume mı́nimo contendo o ponto de equiĺıbrio
desejado. Resultados experimentais são apresentados e discutidos.

Palavras-chave— Aplicação prática, sistema afim com comutação, domı́nio do tempo discreto, LMIs

1 Introdução

Montagens de conversores elétricos alimen-
tando máquinas elétricas estão presentes em vá-
rios trabalhos da literatura (Lyshevski, 2000). Ar-
ranjos como o de um conversor buck-boost contro-
lando a velocidade de um motor CC são comuns
na indústria e úteis para fins de automação, sendo
o foco de várias pesquisas nos últimos anos, veja
(Chen et al., 2017), (Linares-Flores et al., 2012) e
(Sira-Ramirez and Oliver-Salazar, 2013). Especi-
ficamente, este caso pode ser aplicado no contexto
de véıculos elétricos e h́ıbridos (Bailo-Camara
et al., 2008), (Castillo et al., 2010), o que repre-
senta um importante ponto de inovação tecnoló-
gica contemporânea. Como ficará claro a seguir,
este conjunto pode ser modelado como um sis-
tema afim com comutação apresentando desafios
de controle motivados por caracteŕısticas intŕınse-
cas desta classe de sistemas e pela sua alta aplica-
bilidade, principalmente na área de eletrônica de
potência, veja por exemplo (Cardim et al., 2009),
(Deaecto et al., 2010), (Garcia et al., 2009) e
(Scharlau et al., 2013).

Sistemas afins com comutação são caracteri-
zados pela presença de um termo afim, responsá-
vel pela existência de vários pontos de equiĺıbrio
que compõem uma região no espaço de estado.
O objetivo de controle é encontrar uma região
de pontos de equiĺıbrio e uma função de comuta-
ção capaz de governar as trajetórias do estado em
direção a um deles, escolhido pelo usuário. Em

geral, este ponto não coincide com os pontos de
equiĺıbrio dos subsistemas isolados. Logo, uma
alta frequência de comutação é necessária para
manter o estado fixo sobre ele assegurando, por-
tanto, estabilidade assintótica, veja (Bolzern and
Spinelli, 2004), (Deaecto et al., 2010) e (Scharlau
et al., 2014). Contudo, a existência de modos des-
lizantes estáveis é exigida e um fenômeno chamado
“chattering” geralmente ocorre. Este fenômeno é
indesejado, visto que pode causar danos a equipa-
mentos e perdas energéticas em geral. Ademais,
esta abordagem ignora pontos relevantes presen-
tes em sistemas reais como peŕıodo de amostra-
gem, tempo de resposta das chaves, entre outros.
Por esta razão existe um grande esforço da co-
munidade cient́ıfica em impor um limitante supe-
rior à frequência de comutação assegurando, por-
tanto, estabilidade prática, veja (Hetel and Frid-
man, 2013) e (Xu and Zhai, 2005). Este tipo de
estabilidade está associado à existência de uma re-
gião invariante contendo o ponto de equiĺıbrio de-
sejado para onde o estado é atráıdo. Dessa forma,
a minimização do volume desta região é um obje-
tivo de projeto razoável uma vez que, em regime
permanente, o estado é mantido o mais próximo
posśıvel do ponto desejado.

Este artigo foca na validação experimental da
função de comutação dependente do estado re-
centemente desenvolvida em (Deaecto and Ge-
romel, 2017) para sistemas afins com comuta-
ção a tempo discreto. Neste sentido, este traba-
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lho explora os resultados de (Deaecto and Gero-
mel, 2017) enfatizando aspectos importantes da
implementação prática desta teoria. Mais especi-
ficamente, esta técnica é aplicada ao controle de
velocidade de um motor CC alimentado por um
conversor buck-boost. Garante-se então estabi-
lidade prática e a convergência das variáveis de
estado para uma região invariante de volume mı́-
nimo obtida a partir da solução de equiĺıbrio de
um problema minimax. Esta técnica é comparada
ao controle via sinal modulado em largura de pulso
(PWM), muito comum na literatura e na área de
eletrônica de potência.

A notação utilizada é padrão. Para vetores
ou matrizes reais, (′) denota o trasposto. Para
matrizes simétricas, (•) denota cada bloco simé-
trico. Os śımbolos R e N denotam os conjuntos
dos reais e naturais, respectivamente. O conjunto
K = {1, · · · , N} é composto pelos N primeiros na-
turais. Para matrizes simétricas, X > 0 (X ≥ 0)
denota uma matriz (semi)definida positiva. A
combinação convexa de matrizes com a mesma di-
mensão é dada por Xλ =

∑

i∈K
λiXi com λ ∈ Λ

onde Λ := {λ ∈ R
N : λi ≥ 0,

∑

i∈K
λi = 1} é

o simplex unitário. Uma matriz quadrada é dita
Hurwitz (Schur) estável se os autovalores estão na
região Re(s) < 0 (|z| < 1) do plano complexo.

2 Resultados teóricos

Considere um motor CC de imã permanente
com seu circuito de armadura atuando como carga
de um conversor buck-boost como apresentado na
Figura 1. Uma fonte CC de tensão E e resistên-
cia interna Rs é utilizada na entrada do conver-
sor. Um indutor de indutância L e resistência RL,
um capacitor de capacitância C e duas chaves c1
e c2 integram o circuito do conversor. As cha-
ves apresentadas no circuito são acionadas alter-
nadamente e são responsáveis pela existência de
dois subsistemas enumerados como 1, quando c1
está fechada e 2, caso contrário. Seja ω a velo-
cidade rotacional do eixo do motor cujo modelo
é descrito por resistência e indutância de arma-
dura Rm e Lm, constantes elétrica Ke e mecâ-
nica Km, momento de inércia J e atrito não-linear
Tf (ω) := Tvω + Tcsign(ω). Assumimos que Lm é
suficientemente pequeno e portanto será despre-
zado. A força de atrito Tf (ω) que atua no eixo do
motor é composta por uma combinação de atrito
viscoso Tv e atrito de Coulomb Tc. Entretanto,
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Figura 1: Motor acoplado ao conversor CC-CC.

como a tensão vC na sáıda do conversor tem sem-
pre o mesmo sinal, o eixo do motor gira apenas
em um sentido e, portanto, podemos simplificar a
expressão do atrito como Tf(ω) = Tvω+Tc. Apli-
cando as leis de Kirchoff e a equação de Newton-
Euler, obtemos um sistema afim com comutação
a tempo cont́ınuo

dx(t)

dt
= Fσx(t) + gσ, x(0) = x0 (1)

onde x = [iL vC ω]′ é o estado, σ(t) é a função
de comutação que seleciona como ativo, a cada
instante de tempo, um dos N = 2 subsistemas
definidos pelas matrizes

F1 =





−(RL+Rs)
L

0 0
0 −1/(RmC) −Ke/(RmC)

0 −Km/(JRm) −TvRm−KmKe

JRm





F2 =





−RL/L −1/L 0
1/C −1/(RmC) −Ke/(RmC)
0 −Km/(JRm) −TvRm−KmKe

JRm





g1 =





E/L
0

Tc/J



 , g2 =





0
0

Tc/J





Os resultados utilizados no projeto de σ(t) são
apresentados a seguir para o caso geral, composto
de N subsistemas de ordem n e, posteriormente,
particularizados para o conversor buck-boost aco-
plado ao motor CC.

Nosso principal objetivo é encontrar uma fun-
ção σ(x(t)) dependente do estado cujo projeto
leve em consideração um limitante superior para a
frequência de comutação evitando, assim, a ocor-
rência de “chattering” e possibilitando a sua im-
plementação prática. Logo, a ideia é impor que
esta função deva permanecer constante durante
todo t ∈ [tk, tk+1) sendo T = tk+1 − tk > 0 o
peŕıodo de amostragem escolhido pelo projetista.
Para este caso é posśıvel obter um sistema afim
com comutação a tempo discreto equivalente com
representação em espaço de estado

x[k + 1] = Aσx[k] + bσ, x[0] = x0 (2)

onde x[k] = x(tk) = x(kT ) ∈ R
n para todo k ∈ N

comAi = eFiT , bi =
∫ T

0 eFiτdτ gi, ∀i ∈ K. Neste
contexto, σ(x(t)) deve ser projetada visando guiar
o estado x[k], k ∈ N, para um conjunto invari-
ante de atração contendo um ponto de equiĺıbrio
de interesse. Este ponto de equiĺıbrio é escolhido
dentro do conjunto

Xe :=
{

xe ∈ R
n : xe=(I−Aλ)

−1bλ, λ ∈ S
}

(3)

sendo S ⊂ Λ composto por λ ∈ Λ tal que Aλ é
Schur estável. De modo geral, um xe escolhido não
coincide com os pontos de equiĺıbrio dos subsiste-
mas isolados, dados por xei = (I − Ai)

−1bi, i ∈
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K. Dessa forma, modos deslizantes estáveis, con-
sequência de uma frequência de comutação arbi-
trariamente elevada, são necessários para manter
o estado fixo em xe. Uma vez que sistemas a
tempo discreto não podem apresentar este com-
portamento limite, asseguramos estabilidade prá-
tica, onde a convergência ocorre para um con-
junto tão pequeno quanto posśıvel contendo o
ponto de equiĺıbrio desejado. Uma vez escolhido
xe ∈ Xe, podemos definir a variável de estado au-
xiliar ξ[k] = x[k]− xe e reescrever (2) como

ξ[k + 1] = Aσξ[k] + ℓσ, ξ[0] = ξ0 (4)

com ℓi = (Ai − I)xe + bi, ∀i ∈ K. Assim, estudar
estabilidade da origem ξ = 0 é equivalente à do
ponto x = xe. Para isto, considere a função de
Lyapunov quadrática numa forma mais geral

v(ξ) =

[

1
ξ

]′ [

d h′

h P

] [

1
ξ

]

(5)

em que h ∈ R
n e 0 < P ∈ R

n×n devem ser
determinados e h′P−1h = d ∈ R. É fácil notar
que esta função é convexa e v(ξ) > 0 para todo
ξ 6= ξc = −P−1h e v(ξc) = 0. Além disso, ela
naturalmente nos leva à função de comutação do
tipo mı́nimo

σ(ξ) = argmin
i∈K

v(Aiξ + ℓi), (6)

adotada neste trabalho. Como apresentada em
(Deaecto and Geromel, 2017), a função (5) é a
melhor dentre todas as funções de Lyapunov qua-
drática no que se refere à minimização do volume
de uma região de convergência invariante como
definida a seguir.

Definição 1 (Deaecto and Geromel, 2017) Um
conjunto V ⊂ R

n é uma região de convergência
invariante do sistema (4), governado pela função
de comutação (6), se existir uma função de Lya-
punov v(ξ) tal que as seguintes condições são si-
multaneamente satisfeitas:

a) 0 ∈ V

b) Se ξ[k] /∈ V então ∆v(ξ[k]) < 0

c) Se ξ[k] ∈ V então ξ[k + 1] ∈ V

Note que, devido as condições a) e b), para qual-
quer ξ0 /∈ V , as trajetórias do estado evoluem
no tempo em direção à ξ = 0 mas podem nunca
atinǵı-lo visto que nada é imposto sobre ∆v(·) no
interior de V . Ademais, devido a c), uma vez que
o estado está dentro de V ele não mais deixa tal
região. Adotando (5) junto com (6), temos

∆v(ξ) = min
i∈K

v(Aiξ + ℓi)− v(ξ)

≤
∑

i∈K

λiv(Aiξ + ℓi)− v(ξ) (7)

onde o segundo membro de (7), definido como
f(ξ, h) =

∑

i∈K
λiv(Aiξ + ℓi) − v(ξ), é uma fun-

ção côncava-convexa, sendo côncava em relação a
ξ ∈ R

n e convexa (linear) em relação a h ∈ R
n

visto que Qλ > 0 com −Qi = A′
iPAi − P, i ∈ K.

Queremos então determinar h ∈ R
n da solução do

problema minimax

∆v(ξ) ≤ min
h∈Rn

max
ξ∈Rn

f(ξ, h) (8)

que garante o menor limitante superior para
∆v(ξ). A solução equiĺıbrio deste problema é
dada por ξ∗ = 0 e h∗ = (I − A′

λ)
−1cλ com

ci = A′
iPℓi, ∀i ∈ K, veja (Deaecto and Gero-

mel, 2017). A partir desta solução temos

∆v(ξ) ≤ f(ξ, h∗)

= −ξ′Qλξ +
∑

i∈K

λiℓ
′
iPℓi (9)

notando que xe ∈ Xe implica em ℓλ = 0. Neste
ponto, tendo h = h∗ o principal problema é en-
contrar P > 0 que minimize o volume de uma
região de convergência invariante V . Para a fun-
ção de Lyapunov (5), foi mostrado em (Deaecto
and Geromel, 2017) que o conjunto V da forma

V = {ξ ∈ R
n : v(ξ) ≤ r} (10)

com r > 0 igual a escolha ótima

r∗ = max
ξ∈X

v(ξ)

= inf
r>0

{r : v(ξ) < r, ∀ξ ∈ X} (11)

satisfaz a Definição 1, onde o conjunto X ⊂ R
n

atende as duas primeiras condições e é dado por

X =

{

ξ ∈ R
n : ξ′Qλξ ≤

∑

i∈K

λiℓ
′
iPℓi

}

. (12)

No teorema a seguir apresentamos o projeto da
regra (6) visando garantir estabilidade prática do
sistema em questão baseado na região de conver-
gência invariante com volume mı́nimo V∗.

Teorema 1 Considere o sistema afim com comu-
tação a tempo discreto (4). Seja um ponto de equi-
ĺıbrio desejado xe ∈ Xe associado a λ = λ(xe) ∈ S
e que determina ℓi, ∀i ∈ K. Da solução ótima
P∗ > 0 do problema

inf
P>0,W>0,β>0

−ln(det(P )) (13)

sujeito a ∑

i∈K

λiA
′
iPAi − P < −W, (14)

∑

i∈K

λi





1− βℓ′iPℓi −ℓ′iPAi(I −Aλ)
−1 0

• P P
• • βW



>0

(15)
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encontre h = h∗ e a função de Lyapunov (5). A
regra de comutação (6) garante que

V∗ = {ξ ∈ R
n : v(ξ) ≤ 1} (16)

é uma região de convergência invariante elipsoidal
de volume mı́nimo.

Prova: A prova está dispońıvel em (Deaecto and
Geromel, 2017). ✷

Note que, dado um β > 0, o problema se torna
convexo e expresso em termos de LMIs. Sua fun-
ção objetivo é não-linear porém convexa e seu gra-
diente é dado por d(−ln(det(P )))/dP = −P−1.
Logo, este problema é bem adaptado a ser resol-
vido através do algoritmo de Frank-Wolfe, veja
(Frank and Wolfe, 1956), adaptado a seguir.

Algoritmo 1 - Frank-Wolfe para

Minimização de Volume

Entradas: β > 0, ǫ > 0 suficientemente
pequeno, P0 = I
Sáıda: P∗

1: Faça s = 0. Resolva o problema do passo 3 e
faça Ps = Rs

2: repita

3: Resolva o problema de otimização

inf
Rs>0,Ss>0

−tr(P−1
s Rs)

sujeito a (14)-(15) com Rs → P e Ss → W .
Determine Rs.

4: se −tr(P−1
s (Rs − Ps)) < −ǫ então

Por busca unidimensional, encontre

αs = arg max
α∈[0,1]

ln(det(αRs + (1− α)Ps)

5: Ps+1 = αsRs + (1 − αs)Ps

6: senão Ps+1 = Ps fim

7: s = s+ 1
8: até −tr(Ps−1(Rs−1 − Ps−1)) ≥ −ǫ
9: P∗ = Ps

A otimização em relação a β é feita por busca
unidimensional. Em (Deaecto and Geromel, 2017)
uma restrição adicional

(ye − xe)
′W (ye − xe) <

∑

i∈K

λiℓ
′
iPℓi, (17)

é imposta para garantir que o conjunto V∗ con-
tenha o ponto de equiĺıbrio do sistema a tempo
cont́ınuo ye ∈ Ye, sendo

Ye :=
{

ye ∈ R
n : ye = −F−1

λ gλ, λ ∈ H
}

(18)

com H ⊂ Λ composto por todos λ ∈ Λ tais que Fλ

é Hurwitz estável. Note que este conjunto contém
os pontos de equiĺıbrio das condições de (Bolzern
and Spinelli, 2004; Deaecto et al., 2010; Deaecto
and Santos, 2015) e (Hetel and Fridman, 2013) de-
senvolvidas para sistemas afins com comutação a
tempo cont́ınuo. Ademais, Ye também representa
os pontos atinǵıveis pelo sistema médio, utilizando
a técnica do PWM, conhecida da literatura.

Figura 2: Conjunto do motor CC (esq.) e circuito
Buck-boot (dir.).

Quantidade Valor Unidade

C 2.200 [mF]
E 10.750 [V]
Ke 0.051 [V.s/rad]
Km 0.051 [N.m/A]
L 0.848 [mH]
RL 1.129 [Ω]
Rm 10.207 [Ω]
Rs 0.450 [Ω]
J 3.792 [g.m2]
TC 6.195 [mN.m]
Tv 76.220 [µN.m.s/rad]

Tabela 1: Dados utilizados no projeto da função
de comutação.

3 Resultados experimentais

Neste ponto, discutimos a validação experi-
mental da função de comutação apresentada na
seção anterior. As fotos da placa de circuito e do
motor CC são apresentadas na Figura 2 e os valo-
res numéricos utilizados são dados na Tabela 1.

Estes valores foram medidos ou estimados
através de ensaios experimentais. As chaves c1
e c2 são um par de IGBTs do CI h́ıbrido Interna-
tional Rectifier IRAMX20UP60A. Este CI integra
uma meia ponte H e os seus drivers de aciona-
mento. Um sensor de corrente baseado em efeito
hall, o Allegro ACS712, permite a aquisição de iL,
introduzindo uma impedância despreźıvel ao cir-
cuito. A velocidade ω é obtida através da medi-
ção asśıncrona da diferença de tempo entre dois
pulsos consecutivos de um encoder incremental
acoplado ao eixo do motor. Para a aquisição e
implementação de (6) foi utilizada uma dSPACE
DS1104 que executa uma aplicação em tempo real.
Seu conversor analógico-digital integrado adquire
os valores de vC e iL sob uma frequência fixa de
fs = 1/T = 1 [kHz], avalia a função de comutação
projetada e decide sobre o fechamento ou abertura
das chaves. Neste instante, o microcontrolador da
dSPACE envia o sinal apropriado para as entradas
do CI driver, diretamente para c1 e através de uma
porta NOT (a HD74LS04P) para c2. Tal porta ló-
gica tem atraso despreźıvel sob esta frequência de
amostragem.

Em um primeiro momento, a validação da
parte elétrica do modelo foi realizada substituindo
o motor por um resistor de R0 = 68 [Ω] e imple-
mentando o Algoritmo 1 com λ = [0.5339 0.4661]′
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Figura 3: Comparação entre as evoluções experi-
mental e teórica do modelo elétrico.

correspondente ao ponto xe = [iLe vCe]
′ =

[0.3915 4.0000]′. Após encontrar P∗ > 0, a regra
de comutação (6) foi implementada e uma compa-
ração entre a evolução teórica e experimental do
estado a partir de x0 = [0 0]′ pode ser observada
na Figura 3. Note que, nos primeiros instantes
a corrente no indutor real cresce mais lentamente
em relação à simulada. Esta diferença é devido
ao tempo de resposta da fonte e não se mostra
relevante após o regime transitório. Validada a
parte elétrica, o motor foi reinserido no sistema e
duas funções de comutação foram projetadas vi-
sando o controle de sua velocidade. Os projetos
levaram em conta uma velocidade de referência de
ωe = −40 [rad/s]. Perceba que para ωe desejado,
podemos escolher o vetor λ = [0.3171 0.6829]′ ∈ S
associado a xe = [0.5173 3.8744 −39.9493]′ ∈ Xe.

A primeira função de comutação σP (t) é um
sinal periódico dependente do tempo chamado
PWM,

σP (t) :=







1, 0 ≤ t < τTP

2, τTP ≤ t < TP

σP (t− TP ), t ≥ TP

(19)
em que τ ∈ [0, 1] é o seu duty-cycle e TP , o pe-
ŕıodo. O duty-cycle τ = 0.30 foi escolhido ba-
seado no sistema médio (veja (Middlebrook and
Cuk, 1976)) para fazer ω → ωe. O peŕıodo
TP = 2T assegura uma comparação justa com a
regra dependente do estado. A segunda função
de comutação, representada por σV(ξ), é definida
como (6) e projetada a partir da solução do pro-
blema de otimização do Teorema 1.

A evolução temporal de ω[k] é apresentada
na Figura 4. Note que, o sistema governado
por σP estabilizou o sistema a 5% do regime em
te(σP ) = 53.93 [s] enquanto que o tempo de esta-
bilização utilizando σV foi de te(σV ) = 14.30 [s].
Calculamos também o erro relativo médio em re-
gime, dado por ǭ = (ωe − ω∞)/ωe obtendo 2.97%
para a regra σP (t) e 0.05% para σV o que indica
que a regra dependente do estado possui um erro
em regime menor. Ademais, como visto na Fi-
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Figura 4: Trajetórias experimentais de ω(t) gover-
nadas por σP e σV (sup.) e λ̄1(t) (inf.).

Figura 5: Trajetória experimental do estado ξ go-
vernada por σV e conjuntos V e X .

gura 4, o comportamento não-linear da função de
comutação σV é evidente. Para explorar este fenô-
meno, definimos λ̄1(t) como a média relativa, so-
bre uma janela de 50 [ms], de quanto tempo a
regra escolhe o subsistema 1 como ativo e apre-
sentamos conjuntamente na mesma figura. Note
que, durante o transitório, λ̄ = [0.86 0.14]′ é prati-
camente constante e faz com que a regra conduza
ω(t) para ω̄e(λ̄) = −295.49[rad/s], entretanto, o
tempo de permanência no subsistema 1 se altera
quando a trajetória atinge a velocidade desejada
levando ao comportamento não-linear observado
na figura e a um tempo de estabilização reduzido.
Vale destacar que, adotando valores maiores para
T > 0, a velocidade em regime permanente pode
se distanciar de ωe e apresentar comportamento
oscilatório. Entretanto, o estado ξ sempre estará
dentro do conjunto invariante que, possuindo vo-
lume mı́nimo, garante que x se aproximará o má-
ximo posśıvel de xe. Por fim, a Figura 5 apresenta
a evolução da trajetória do estado ξ e os conjuntos
de atração V e X . Para este exemplo, o volume
do conjunto X foi 3.09% daquele do conjunto V .
Também, como esperado, o estado ξ não deixa o
conjunto V , uma vez no seu interior.

4 Conclusão

Neste trabalho, duas funções de comutação fo-
ram implementadas para controlar a velocidade
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de um motor CC alimentado por um conversor
buck-boost. Uma delas é baseada no método do
PWM e a outra, dependente do estado, baseia-se
na solução de equiĺıbrio de um problema minimax.
O arranjo motor CC/conversor buck-boost, muito
comum em contextos de automação na área de
eletrônica de potência, foi modelado como um sis-
tema afim com comutação a tempo discreto. Os
resultados experimentais mostraram que a função
de comutação dependente do estado é uma boa al-
ternativa ao método PWM de controle, muito co-
mum em aplicações práticas, apresentando melhor
desempenho em termos de tempo de estabilização
e erro em regime. De fato, sob a ação da função
dependente do estado proposta, a trajetória da
velocidade apresentou comportamento não-linear
tornando-se praticamente contante ao atingir o re-
gime permanente reduzindo, assim, o seu peŕıodo
transitório.
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