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Abstract— This paper deals with the co-design of a state dependent switching function and a set of state
feedback gains for discrete-time switched linear systems. The results are based on a new sufficient condition for
exponential stabilizability described in terms of linear matrix inequalities (LMIs) and take into account an H∞

performance index. Whenever the external input is available, a novel state-input dependent switching rule is
proposed. Compared to other available design procedures, the present one is more amenable for control synthesis
purposes and simpler from both theoretical and numerical viewpoints. Some examples borrowed from the recent
literature are used for comparison and illustration.
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Resumo— O objetivo deste artigo é o projeto simultâneo de uma regra de comutação dependente do estado e
de um conjunto de ganhos de realimentação de estado para sistemas lineares com comutação a tempo discreto.
Os resultados são baseados em uma nova condição suficiente para a estabilizabilidade exponencial descrita em
termos de desigualdades matriciais lineares (LMIs) e que assegura um índice de desempenho H∞. Sempre que
a entrada exógena for disponível, uma nova regra de comutação dependente também da entrada é proposta.
Comparado com outras técnicas da literatura, o método aqui apresentado é mais ameno para tratar problemas
de projeto de controle e mais simples tanto do ponto de vista teórico quanto numérico. Alguns exemplos recentes
da literatura são utilizados para comparação e ilustração.
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1 Introdução

Sistemas com comutação têm sido ampla-
mente estudados nas últimas décadas devido a
sua importância intrínseca tanto do ponto de vista
teórico como prático. Os livros (Liberzon, 2003;
Sun and Ge, 2005) e o artigo (Shorten et al., 2007)
são referências básicas sobre o assunto e colocam
em evidência problemas e novos aspectos teóricos
que, devido à falta de solução completa, motivam
o estudo sobre o tema.

Estes sistemas são constituídos por um nú-
mero finito de subsistemas e uma regra que or-
questra a comutação entre eles. A literatura
fornece condições suficientes para o projeto de
uma regra de comutação estabilizante (depen-
dente do estado ou da saída), conforme propostas
em (Deaecto et al., 2015) para sistemas lineares
com comutação e dados amostrados e (Deaecto
et al., 2011; Fiacchini et al., 2016; Zhai, 2001)
para sistemas lineares com comutação a tempo
discreto. Em alguns desses trabalhos a função de
comutação é do tipo mínimo e as condições são
baseadas nas desigualdades de Lyapunov-Metzler
definidas em (Geromel and Colaneri, 2006), que
por apresentar produto de duas variáveis matrici-
ais são difíceis de resolver para um número grande
de subsistemas. Neste ponto vale mencionar a im-
portância das condições suficientes propostas em
(Zhai, 2001) que apontou pela primeira vez a re-
levância da combinação convexa para o estudo de
estabilidade de sistemas lineares com comutação
a tempo discreto. Condições necessárias e sufici-

entes para estabilizabilidade no domínio do tempo
discreto foram propostas em (Fiacchini and Jun-
gers, 2014; Zhang et al., 2009) e a otimização de
desempenho em (Zhang et al., 2012).

Neste artigo os resultados de (Deaecto and
Geromel, submitted), que abordam exclusiva-
mente projeto de controle H2, são generalizados
para tratar projeto de controle H∞. As condições
são expressas por LMIs e, portanto, mais simples
de generalizar para projeto de controle via rea-
limentação de saída e síntese de filtros, quando
comparadas a outras técnicas da literatura. Como
ficará claro posteriormente, estas condições po-
dem ser interpretadas como uma versão variante
no tempo das desigualdades Lyapunov-Metzler,
descritas em termos de LMIs após uma escolha
particular da matriz de Metzler. Neste artigo
são propostas duas regras de comutação diferen-
tes, uma dependente somente do estado e outra,
mais geral, dependente também da entrada ex-
terna. Esta última é uma boa alternativa sempre
que esta entrada pode ser medida ou estimada. A
eficiência da técnica proposta é ilustrada através
de exemplos acadêmicos disponíveis na literatura.

A notação utilizada é padrão. Para vetores
e matrizes reais, (′) representa o transposto. O
conjunto dos números reais e naturais são repre-
sentados por R e N, respectivamente. Para uma
matriz simétrica real, X>0 (X ≥ 0) denota que
a matriz é positiva (semi)definida. O conjunto
K é definido como K= {1, · · · ,N}. O simplex
unitário denotado por Λ é composto por veto-
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res não negativos tais que
∑

j∈K
λj=1. As ma-

trizes Π = {πji} ∈ RN×N com as seguintes pro-
priedades πji ≥ 0 e

∑

j∈K
πji =1 compõem a sub-

classe das matrizes de Metzler denotada por M. A
norma ao quadrado de uma trajetória z(n), n ∈N,
é ‖z‖2

2 =
∑

n∈N
z(n)′z(n). O conjunto de todas

as trajetórias tais que ‖z‖2
2 < ∞ é denotado por

L2. O maior número inteiro menor ou igual a a é
⌊a⌋. Uma matriz quadrada é Schur estável se to-
dos os seus autovalores pertencem à região |z| < 1
do plano complexo.

2 Formulação do problema

Considere o sistema linear com comutação

x(n+1) =Aσx(n)+Bσu(n)+Eσw(n),x(0)=0 (1)

z(n) =Cσx(n)+Dσu(n) (2)

no qual x(·) ∈ Rnx , w(·) ∈ Rnw , u(·) ∈ Rnu e
z(·) ∈ R

nz , definidos para todo n ∈ N, são o es-
tado, a entrada exógena, a entrada de controle
e a saída controlada, respectivamente. A função
de comutação σ(n) seleciona a cada instante de
tempo um dos N subsistemas disponíveis. Nosso
objetivo é projetar simultaneamente uma função
de comutação σ(n)=v(x(n)) e uma lei de controle
u(n) = Lσx(n) que garanta estabilidade global e
assegure que a desigualdade

sup
w∈L2

‖z‖2
2 − ρ‖w‖2

2 < 0 (3)

seja satisfeita para um escalar ρ > 0 dado. Na ver-
dade, desejamos assegurar estabilizabilidade ex-
ponencial e, neste sentido, revisitamos a definição
apresentada em (Fiacchini et al., 2016).

Definição 1 O sistema linear com comutação
x(n+1)=Aσx(n) é exponencialmente estabilizável
se existirem constantes c ≥ 0, 0 ≤ µ < 1 e, para
cada x(0) ∈ Rnx , uma trajetória de comutação
{σ(n)}n∈N tal que ‖x(n)‖ ≤ cµn‖x(0)‖, ∀n ∈ N.

No contexto da estabilidade exponencial di-
ferentes funções de comutação {σ(n)}n∈N podem
ser adotadas para diferentes condições iniciais
x(0) ∈ Rnx . A próxima definição é mais rigorosa
pois impõe a existência de uma única trajetória
de comutação para todas as condições iniciais.

Definição 2 O sistema linear com comutação
x(n+1)=Aσx(n) é Schur estabilizável se existirem
constantes c ≥ 0, 0 ≤ µ < 1 e uma trajetória de co-
mutação {σ(n)}n∈N tal que ‖x(n)‖ ≤ cµn‖x(0)‖,
∀x(0) ∈ Rnx e ∀n ∈ N.

Se a estabilizabilidade Schur for garan-
tida para algum {σ(n)}n∈N, então ela também
será garantida para lei de comutação periódica
{σp(n)}n∈N com período κ ∈N grande o suficiente,
tal que cµκ < 1 e σp(n)=σ(n) para n ∈ [0,κ). Por-
tanto, a estabilizabilidade periódica definida em
(Fiacchini et al., 2016) também é assegurada.

3 Projeto de controle com comutação H∞

Considere o sistema (1)-(2) com u(n)=0, ∀n ∈
N. A sequência {mn}n∈N, com termo genérico
mn = κ⌊n/κ⌋, indica o índice do primeiro ele-
mento da (⌊n/κ⌋+1)-ésima subsequência de com-
primento κ no intervalo [0,n] para todo n ∈ N.

3.1 Estabilidade

O próximo teorema e corolário tratam exclusi-
vamente de estabilidade e, portanto, considera-se
w(n)=0, ∀n ∈ N.

Teorema 1 Assuma que exista um inteiro po-
sitivo κ ∈ N, vetores λ(n) ∈ Λ ⊂ RN , matrizes
P (n) > 0 e uma matriz S > 0 satisfazendo

∑

i∈K

λi(n)A′
iP (n+1)Ai < P (n) (4)

para todo n = 0,1, · · · ,κ − 1 com as condições de
contorno P (κ)=P (0)=S > 0. Então, a função de
comutação σ(n)=v(x(n))

v(ξ)=argmin
i∈K

ξ′A′
iP (n+1 − mn)Aiξ (5)

assegura que o sistema (1)-(2) com u(n) = 0 e
w(n)=0 é exponencialmente estabilizável.

Prova: Defina uma função de Lyapunov quadrá-
tica variante no tempo V (ξ,n)= ξ′P (n)ξ. No in-
tervalo de tempo n ∈ [0,κ), a desigualdade (4) com
σ(n)=v(x(n)) dada em (5) fornece

V (x(n),n)=x(n)′P (n)x(n)

>
∑

i∈K

λi(n)V (Aix(n),n+1)

≥min
i∈K

V (Aix(n),n+1)=V (Aσx(n),n+1)

com λ(n) ∈ Λ. Isso significa que existe ε > 0 pe-
queno suficiente tal que

V (x(n+1),n+1) ≤ (1 − ε)V (x(n),n) (6)

válido para todo n ∈ [0,κ). Considerando as con-
dições de contorno P (κ)=P (0)=S > 0 e P (n) =
P (n − mn), podemos concluir que P (n) > 0 e

V (x(n+1),n+1) ≤ µ2V (x(n),n) (7)

para todo n ∈ N e para algum µ2 =1 − ε ∈ (0,1).
Consequentemente, a função V (ξ,n) é uma fun-
ção de Lyapunov para o sistema. Aplicando
(7) recursivamente obtém-se que V (x(n),n) ≤
µ2nV (x(0),0) para todo n ∈ N e, portanto,
com c2 =1/min(n,m)∈[0,κ)×[0,κ) ‖P (n)‖‖P (m)−1‖
a condição da Definição 1 é satisfeita. ✷

O próximo corolário, que vai além dos resul-
tados de (Fiacchini et al., 2016), permite verificar
sob quais condições as desigualdades (4) admitem
uma solução.
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Corolário 1 Se o sistema (1)-(2) com u(n)= 0 e
w(n)=0 é Schur estabilizável, então as condições
do Teorema 1 são factíveis.

Prova: Considere que a Definição 2 é satisfeita.
Neste caso, existe κ ≥ 1 tal que A(0,κ−1) =
Aσ(κ−1) · · ·Aσ(1)Aσ(0) é Schur-estável, o que im-
plica que existe um S > 0 satisfazendo

S > A
′
(0,κ−1)SA(0,κ−1)+ε0I (8)

com ε0 > 0. Escolhendo ε0 > 0, · · · ,ε(κ−1) > 0 de
maneira adequada, podemos mostrar que P (κ)=
P (0)=S e P (j)=A′

(j,κ−1)SA(j,κ−1)+εjI, ∀j=κ−
1, · · · ,1 satisfazem a desigualdade (4), sempre que
λi(n) ∈ Λ for escolhido de tal forma que λi(n)=1
se i = σ(n) e λi(n) = 0 caso contrário, para cada
n=0, · · · ,κ − 1. ✷

Um ponto relevante é comparar as condições do
Teorema 1 com as desigualdades de Lyapunov-
Metzler conhecidas da literatura. Neste sen-
tido, o próximo lema fornece uma versão vari-
ante no tempo destas desigualdades baseada na
função de Lyapunov não convexa Vm(x(n),n) =
mini∈K x(n)′Pi(n)x(n), Pi(n) > 0, i ∈ K, n ∈ N.

Lema 1 Assuma que exista uma matriz de Metz-
ler Π(n) ∈ M e matrizes Pi(n) > 0 e Si > 0 satis-
fazendo

A′
iPpi(n+1)Ai < Pi(n), i ∈ K (9)

com Ppi(n+1) =
∑

j∈K
πji(n)Pj(n+1) para todo

n = 0, · · · ,κ − 1 e com as condições de contorno
Pi(0)=Pi(κ)=Si. Então, a função de comutação
σ(n)=v(x(n))

v(ξ)=argmin
i∈K

ξ′Pi(n − mn)ξ (10)

assegura que o sistema (1)-(2) com u(n) = 0 e
w(n)=0 é exponencialmente estabilizável.

Prova: Denote x(n)=x 6= 0 e considere que para
um instante arbitrário n ∈ N tem-se σ(n) = i. A
função de Lyapunov Vm(x(n+1),n+1) é dada por

Vm(Aσx(n),n+1)=min
j∈K

x′A′
iPj(n+1)Aix

=min
λ∈Λ

x′A′
iPλ(n)(n+1)Aix

≤ x′A′
iPpi(n+1)Aix

< Vm(x(n),n)

válida para todo n ∈ [0,κ), no qual Pλ(n)(n+1)=
∑

i∈K
λi(n)Pi(n+1) e a última desigualdade de-

corre de (9). A conclusão de que a diferença
∆Vm = Vm(x(n+1),n+1) − Vm(x(n),n) < 0 é vá-
lida para todo n ∈ N é consequência das condi-
ções de contorno Pi(κ)=Pi(0), i ∈ K, e seguem o
mesmo raciocínio da prova do Teorema 1. ✷

O resultado do Lema 1 é impossível de re-
solver, uma vez que as condições são variantes
no tempo e não convexas com relação ao produto
{πji(n),Pi(n)}, i ∈K e n ∈N. Entretanto, restrin-
gindo a matriz de Metzler àquelas com estrutura
Π(n)=λ(n)e′ ∈ M com e′ =[1 · · · 1] obtemos

A′
iPλ(n)(n+1)Ai < Pi(n), i ∈ K (11)

que é equivalente à (4). De fato, multiplicando
ambos os lado de (11) por λi(n) e somando
para todo i ∈ K obtemos (4) para P (n+1) =
Pλ(n)(n+1) e P (n) = Pλ(n)(n). Além disso, de
(4), definindo Pi(n) = A′

iP (n)Ai+ǫI, com ǫ > 0
suficientemente pequeno, tem-se que Pi(n) > 0 e
∑

i∈K
λi(n)Pi(n+1) < P (n) que, multiplicando à

direita por Ai à esquerda pela sua transposta for-
nece (11).

Assim, o resultado do Teorema 1 é equiva-
lente à versão variante no tempo das desigualda-
des de Lyapunov-Metzler após restringir a matriz
de Metzler àquelas com todas as colunas iguais.
A vantagem é que elas podem ser descritas em
termos de LMIs sendo mais simples de resolver.
Note que não é possível compará-las em termos
de conservadorismo com as desigualdades clássicas
de Lyapunov-Metzler definidas em (Geromel and
Colaneri, 2006). Embora estas últimas considerem
uma estrutura geral para a matriz de Metzler, elas
são invariantes no tempo e difíceis de resolver para
mais do que dois subsistemas.

3.2 Desempenho H∞

Considere o sistema (1)-(2) com u(n)=0, ∀n ∈
N, entrada exógena w ∈ L2 e defina

Li(P,ρ)=
[

A′
iP Ai+C′

iCi •
E′

iP Ai E′
iP Ei − ρI

]

(12)

Ni(P,ρ)=A′
iP Ai+C′

iCi+

+A′
iP Ei

(

ρI − E′
iP Ei

)−1
E′

iP Ai (13)

para todo i ∈ K e P > 0. O próximo teorema de-
termina um custo garantido H∞ para o sistema.

Teorema 2 Seja ρ > 0 dado. Assuma que exista
um inteiro positivo κ ∈ N, vetores λ(n) ∈ Λ ⊂ RN ,
matrizes P (n) > 0 e matriz S > 0 satisfazendo

∑

i∈K

λi(n)Ni(P (n+1),ρ) < P (n) (14)

E′
iP (n+1)Ei < ρI, i ∈ K (15)

para todo n=0,1, · · · ,κ−1 sujeito as condições de
contorno P (κ)=P (0)=S > 0. Então, a função de
comutação σ(n)=v(x(n))

v(ξ)=argmin
i∈K

ξ′Ni(P (n+1 − mn),ρ)ξ (16)

assegura que o sistema (1)-(2) com u(n)=0,∀n ∈
N, é exponencialmente estabilizável e a desigual-
dade (3) é válida.
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Prova: Considere x(n) = x, w(n) = w, z(n) = z e
ϕ=−z′z+ρw′w. Adotando a função de Lyapunov
V (ξ,n)=ξ′P (n)ξ e P (n)=P (n − mn), obtém-se

V(x(n+1),n+1)=
[

x
w

]′

Lσ(P (n+1),ρ)
[

x
w

]

+ϕ (17)

Considerando que ρI > E′
iP (n+1)Ei para todo i ∈

K e todo n ∈ N, a maximização do lado direito de
(17) com relação a w, coloca em evidência que

[

x
w

]′

Li(P (n+1),ρ)
[

x
w

]

≤ x′Ni(P (n+1),ρ)x (18)

para todo i ∈ K e w ∈ Rnw . Definindo ∆V =
V (x(n+1),n+1)−V (x(n),n) e usando (18) verifica-
se que as desigualdades

∆V ≤ x′
(

Nσ(P (n+1),ρ) − P (n)
)

x+ϕ

=min
i∈K

x′Ni(P (n+1),ρ)x− x′P (n)x+ϕ

≤
∑

i∈K

λi(n)x′
(

Ni(P (n+1),ρ)−P (n)
)

x+ϕ

<ϕ (19)

são válidas para todo n ∈ N. A primeira igual-
dade é consequência da regra de comutação (16),
a segunda desigualdade é devido ao fato de que
λ(n) ∈ Λ e a última decorre de (14). Além disso,
uma vez que A′

iP Ai+C′
iCi ≤ Ni(P,ρ) sempre que

ρI > E′
iP Ei para P > 0 e todo i ∈ K, pode-

se concluir do Teorema 1 que a estabilidade as-
sintótica é garantida. Somando todos os lados
de (19) de n = 0 até n → ∞, considerando que
V (x(0),0)=0 e que a estabilidade assintótica as-
segura que V (x(∞),∞)=0, a condição (3) é válida
concluindo, assim, a prova. ✷

O próximo corolário fornece uma função de
comutação mais geral na forma σ(x,w).

Corolário 2 Seja ρ > 0 dado. Assuma que exista
um inteiro positivo κ ∈ N, λ(n) ∈ Λ ⊂ RN , matri-
zes P (n) > 0 e uma matriz S > 0 satisfazendo

∑

i∈K

λi(n)Li(P (n+1),ρ) <

[

I
0

]

P (n)
[

I
0

]′

(20)

para todo n=0,1, · · · ,κ−1 sujeito as condições de
contorno P (κ)=P (0)=S > 0. Então, a função de
comutação σ(n)=v(x(n),w(n))

v(x,w)=argmin
i∈K

[

x

w

]′

Li(P (n+1−mn),ρ)
[

x

w

]

(21)

assegura que o sistema (1)-(2) com u(n)=0, ∀n ∈
N, é exponencialmente estabilizável e a desigual-
dade (3) é válida.

Prova: Adotando a mesma função de Lyapunov
V (ξ,n) e a regra de comutação (21) e utilizando

(17) obtemos

V (x(n+1),n+1)=

=min
i∈K

[

x
w

]′

Li(P (n+1),ρ)
[

x
w

]

+ϕ

≤
[

x
w

]′
(

∑

i∈K

λi(n)Li(P (n+1),ρ)

)

[

x
w

]

+ϕ

< V (x(n),n)+ϕ(n) (22)

a última desigualdade decorre de (20). A garan-
tia da desigualdade (3) segue o mesmo padrão do
Teorema 2, concluindo assim a prova. ✷

Este tipo de função de comutação foi pro-
posta em (Deaecto and Santos, 2015) para siste-
mas afins. Observa-se que a condição (20) é me-
nos conservadora do que (14)-(15), porque (20)
requer ρI >

∑

i∈K
λi(n)E′

iP (n+1)Ei e não ρI >
E′

iP (n+1)Ei para todo i ∈ K. Obviamente ambas
coincidem para Ei = E, ∀i ∈ K.

4 Controle via realimentação de estado

Considerando o sistema (1)-(2) na forma geral
com u(n)=Lσx(n). Para κ ≥ 1 dado e dos resul-
tados anteriores, em particular, do Teorema 2, o
problema a ser resolvido é

inf
{P (·),ρ>0,λ(·)∈Λ,S,Li,i∈K}

ρ (23)

sujeito a (14)-(15) com as seguintes substituições
ALi = Ai + BiLi → Ai e CLi = Ci + DiLi → Ci

para todo i ∈ K e as condições de contorno P (0)=
P (κ)=S > 0. Podemos notar que trata-se de um
problema não-convexo e, portanto, muito difícil de
resolver. Entretanto, podemos realizar uma sim-
plificação importante restringindo a variável λ(n)
ao conjunto dos vértices Λv de Λ. Assim, o pro-
blema pode ser reformulado como apresentado no
Teorema 3.

Para um dado κ ≥ 1 denota-se C(κ) o con-
junto obtido a partir do produto cartesiano de K

por ele mesmo κ vezes, isto é, C(n+1)=K×C(n)
começando de C(1)=K. Este conjunto possui Nκ

elementos, sendo cada um deles uma lista de κ
elementos de K. A notação Cℓ(κ) indica o ℓ-ésimo
elemento de C(κ) para cada 1 ≤ ℓ ≤ Nκ. Além
disso, i(n) ∈ Cℓ(κ) denota o n-ésimo elemento de
Cℓ(κ) para cada 0 ≤ n ≤ κ − 1.

Teorema 3 Seja κ ≥ 1 dado. O projeto de con-
trole com comutação (23) com Λ substituído por
Λv é equivalente a

min
1≤ℓ≤Nκ

inf
{P (·),S,ρ>0,Li,i∈K}

ρ (24)

s. a.











Li(n)(P (n+1),ρ) <

[

I
0

]

P (n)
[

I
0

]′

E′
iP (n+1)Ei < ρI, i ∈ K

(25)
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para todo n=0,1, · · · ,κ − 1, i(n) ∈ Cℓ(κ) e sujeito
as condições de contorno P (0)=P (κ)=S > 0.

Prova: Restringindo, sem perda de generalidade,
λ(n) ∈ Λv ⊂ Λ para todo n=0,1, · · · ,κ − 1, a ava-
liação da função objetivo do problema (23) é re-
alizada a partir da geração de todos os vértices
Λv. Podemos verificar que, para um dado κ ≥ 1,
eles constituem um conjunto Cℓ(κ). O conjunto
C(κ) é uma coleção de tais elementos, incluindo
todas as possibilidade obtidas através da variação
do contador ℓ no intervalo 1 ≤ ℓ ≤ Nκ. O valor mí-
nimo do critério calculado desta maneira fornece
a solução ótima do problema. ✷

Para projetar somente a função de comuta-
ção, impõe-se que Li =0, ∀i ∈ K. Para realizar o
projeto conjunto da função de comutação e da lei
de controle via realimentação de estado, as con-
dições (25) tornam-se LMIs após a realização de
uma mudança de variável adequada como apre-
sentada a seguir.

Corolário 3 Seja κ ≥ 1 dado. Considere o pro-
blema de projeto conjunto

min
1≤ℓ≤Nκ

inf
{X(·),R,ρ>0,Yi,i∈K}

ρ (26)

sujeito a









Gi(n) + G′
i(n)−X(n) • • •
0 ρI • •

Ai(n)Gi(n)+Bi(n)Yi(n) Ei(n) X(n+1) •
Ci(n)Gi(n)+Di(n)Yi(n) 0 0 I









>0 (27)

[

ρI •
Ei X(n+1)

]

> 0, i ∈ K (28)

para todo n=0,1, · · · ,κ − 1, i(n) ∈ Cℓ(κ) e com as
condições de contorno X(0) = X(κ) = R > 0. As
matrizes P (n)=X(n)−1 para todo n=0,1, · · · ,κ−
1, S = R−1 e Li(n) = Yi(n)G

−1
i(n)

para cada i(n) ∈
Cℓ(κ) formam uma solução subótima para o pro-
blema (24)-(25).

Prova: Iniciando de n = 0, a desigualdade (27)
com as condições de contorno X(0)=R > 0 impli-
cam que X(1) > 0 e, consequentemente, X(n) > 0
para todo n no intervalo de tempo [0,κ]. Assim,
a desigualdade de (De Oliveira et al., 1999)

G′
i(n)X(n)−1Gi(n) ≥Gi(n)+G′

i(n)−X(n)>0 (29)

é válida e Gi(n) é não singular. Definindo Li(n) =
Yi(n)G

−1
i(n), a desigualdade (27) indica que









X(n)−1 • • •
0 ρI • •

Ai(n)+Bi(n)Li(n) Ei(n) X(n+1) •
Ci(n)+Di(n)Li(n) 0 0 I









>0 (30)

também é válida. Aplicando o Complemento de
Schur com relação às duas últimas linhas e colunas
obtém-se (25) com P (n)=X(n)−1 satisfazendo as
condições de contorno P (0)=P (κ)=S=R−1. Por
outro lado, as desigualdades (28) e a segunda de
(25) são idênticas concluindo, assim, a prova. ✷

O problema ótimo (26)-(28) fornece o con-
junto C

∗
ℓ (κ) do qual são extraídos os ganhos de

realimentação de estado, Li para todo i ∈K, desde
que cada elemento de K apareça em C

∗
ℓ (κ) ao me-

nos uma vez. Se este não for o caso, os subsistemas
que nunca serão ativados pela estratégia de con-
trole são prontamente identificados. No Corolá-
rio 3 pode-se substituir (Gi(n),Yi(n))=(G,Y ) para
obter um ganho constante L=Y G−1. Da mesma
forma, substituindo (Gi(n),Yi(n)) = (G(n),Y (n))
obtemos ganhos variantes no tempo e independen-
tes da comutação dados por L(n)=Y (n)G(n)−1.
Esta última situação é teoricamente importante,
pois os resultados do Teorema 3 e do Corolário 3
tornam-se equivalentes. É importante frisar que
as condições de projeto para a obtenção de uma
função de comutação σ(x,w) são idênticas às do
Corolário 3 eliminando-se as desigualdades (28).

5 Exemplo

Três exemplos foram considerados, os dois pri-
meiros foram propostos em (Zhang et al., 2009) e o
terceiro foi inspirado no segundo exemplo de (Xie
and Wang, 2005). O primeiro é composto por dois
subsistemas de segunda ordem, nenhum deles es-
tabilizável isoladamente, com C1 =[1 2], C2 =[0 1],
D1 = D2 = 1, E1 = [1 0]′, E2 = [0 1]′, o segundo
composto por quatro subsistemas de quarta ordem
com C1 =C2 =[1 0 1 0], C3 =C4 =[0 1 0 1], Di =
1, i=1, · · · ,4, E1 =E2 =[0 0 1 0]′, E3 =[1 1 1 1]′

e E4 =2E3. No terceiro exemplo, as matrizes do
sistema a tempo contínuo (Aci,Bci), i ∈ {1,2}, fo-
ram discretizadas realizando-se

[

Ai Bi

0 I

]

= e
ΓiT

, Γi =

[

Aci Bci

0 0

]

(31)

para T = 0.1. Note que o par (Ai,Bi), i = {1,2}
não é controlável e não existe uma combinação
convexa Schur-estável das matrizes dos subsiste-
mas. Foram definidas C1 = diag{2,0}, C2 com
o elemento C2(2,1) = 4 e os demais nulos, D1 =
[0 1]′, D2 =2D1, E1 =[2 2]′ e E2 =(1/2)E1. A Ta-
bela 1 apresenta o custo garantido H∞ em função
de κ e as estruturas de controle L, Li(n) e L(n)
considerando o projeto de σ(x) e de σ(x,w) pro-
postas neste artigo. Para o terceiro exemplo, re-
solvemos as condições do Corolário 3, eliminando-
se a desigualdade (28) para considerar o caso
σ(x,w), com κ = 3 e obtivemos um custo ga-
rantido mínimo

√
ρ∗ = 27.47, correspondente a

sequência ótima C∗
ℓ = [2 2 1] e os seguintes ga-

nhos matriciais L∗
1 = [−1.8213 − 3.5637], L∗

2 =
[−0.2332 − 3.7302]. A Figura 1 apresenta as tra-
jetórias do estado, o esforço de controle, e σ(x,w)
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σ(x) σ(x,w)
κ 1 2 3 4 3 4

Ex. 1
L ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

Li(n) ∞ 3.35 6.32 3.35 5.02 2.22
L(n) ∞ 3.35 4.03 3.35 2.59 2.22

Ex. 2
L 3.41 3.41 3.41 3.41 3.41 3.41

Li(n) ∞ 3.33 3.41 3.33 3.37 1.89
L(n) 3.41 3.33 3.41 3.33 3.22 1.89

Ex. 3
L ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

Li(n) ∞ 43.66 37.00 43.66 27.47 28.77
L(n) ∞ 43.66 33.92 31.07 22.51 20.88

Tabela 1: Índice de desempenho H∞ (
√

ρ)
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)

v
(x

(n
))

n

Figura 1: Trajetórias do estado, lei de controle e
sequência de comutação - Exemplo 3

para w(n)=cos(2πn/5), n ∈ [0,30) e w(n)=0 caso
contrário.

6 Conclusão

Este artigo apresentou uma nova condição su-
ficiente baseada em LMIs para o projeto conjunto
de uma função de comutação e de ganhos de re-
alimentação de estado de forma a preservar esta-
bilidade e garantir um custo H∞ de desempenho.
Foram propostas duas funções de comutação, uma
dependente somente do estado e a outra, mais ge-
ral, dependente também da entrada externa. Esta
última é uma boa alterativa sempre que a entrada
externa pode ser medida ou estimada. A eficiência
e validade dos resultados foram ilustradas através
de exemplos disponíveis na literatura.
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