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Abstract— This paper aims a practical implementation of a discrete-time Hoo loop shaping controller in an
active suspension system manufactured by Quanser®. Sufficient LMIs conditions are derived in order to obtain
a static Hoo loop shaping controller that ensures the robust stability and performance to closed-loop system.
Differently from other works in the literature, the robust control formulation adopted in this study assumes that
the active suspension system is subject to nonparametric uncertainties described by left coprime factorization
and that the stabilizing controller is designed to maximize a measure of robustness, represented by an admissible
upper bound. The experimental results showed that the discrete-time Hoo loop shaping controller may be an
advantageous alternative for the control of mechanical systems.
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Resumo— Este artigo visa a implementagdo pratica de um controlador Heo com formatagdo de malha a
tempo discreto em um sistema de suspenséo ativa produzido pela empresa Quanser®. Condicoes suficientes em
LMIs s@o derivadas tendo em vista obter um controlador Ho com ganho estitico que garanta a estabilidade
robusta e o desempenho do sistema em malha fechada. Diferentemente de outros trabalhos na literatura, a
formulacdo de controle robusto adotada neste estudo supde que o sistema de suspensdo ativa estd sujeito a
incertezas nao-paramétricas descritas na forma de fatoragdo coprima & esquerda e que o controlador estabilizante
projetado maximize uma medida de robustez, representada por um limitante superior admissivel. Os resultados
experimentais mostraram que o controlador Hoo com formatagdo de malha a tempo discreto pode ser uma

alternativa vantajosa para o controle de sistemas mecéanicos.
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1 Introdugao

A metodologia de projeto Ho, com formatagao
de malha, proposta por McFarlane-Glover
(McFarlane and Glover, 1992) tornou-se cada
vez mais popular nos tultimos anos devido sua
aplicabilidade em vérios problemas de con-
trole (Hyde and Glover, 1993; Prempain and
Postlethwaite, 2005; Pereira and Kienitz, 2013).
Este procedimento compreende duas etapas
sequenciais: a primeira constitui no escalona-
mento da planta multivaridvel e na selecao dos
pré- e pés-compensadores utilizados para moldar
a resposta em frequéncia da planta. Assim, os en-
genheiros podem usar sua experiéncia e seu conhe-
cimento das caracteristicas da planta para obter
um compromisso entre desempenho e estabilidade
robusta (Pereira and Kienitz, 2015). Na segunda
etapa, o raio de estabilidade da planta formatada
ou moldada é otimizada em relagao a incerteza em
fatoragdo coprima. A razdo para usar esta classe
de incerteza é que esta inclui uma ampla classe de
incertezas nao-paramétricas com varias configu-
ragoes, por exemplo, na forma aditiva, multiplica-
tiva etc (Skogestad and Postlewaite, 2005).
Apesar deste procedimento ter sucesso em
muitas aplicagoes, sua principal desvantagem
reside na sintese de um controlador H., de
alta ordem, decorrente da insercao dos pré- e
pés-compensadores (Skogestad and Postlewaite,
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2005). Isso pode ser bastante critico com relagao
a sua implementagao pratica. Dessa forma, algu-
mas estratégias para reduzir sua ordem sao uti-
lizadas. Neste sentido, destacam-se os método
propostos por (Prempain and Postlethwaite, 2005)
e (Patra et al., 2008), onde um controlador H.,
com formatagao de malha possuindo apenas um
ganho estatico é fornecido. Em ambos métodos,
as condigoes de sintese do controlador H., sao
derivadas a partir de duas LMIs (Linear Matriz
Inequalities) acopladas que podem ser facilmente
implementadas em qualquer resolvedor.

Entretanto, até os recentes resultados de
(Pereira et al., 2017) nao existia nenhuma referén-
cia para sistemas a tempo discreto deste proced-
imento. Normalmente, um controlador H,, com
formatacao de malha a tempo continuo era proje-
tado e posteriormente discretizado usando algum
método de discretizacao (Ex. Tustin) para imple-
mentagoes praticas. Contudo, sabe-se que a sin-
tese direta de um controlador a tempo discreto
garante uma melhor estabilidade e desempenho
para o sistema em malha fechada do que uma
abordagem indireta que se baseia em métodos uti-
lizando discretizagao (Gene F. Franklin, 1995).

Neste contexto, a contribuicao deste artigo
consiste na investigacao pratica dos resultados
obtidos em (Pereira et al., 2017), que por sua
vez sao generalizados em novas condigoes sufi-
cientes para sistemas préprios. De forma semel-



hante aos resultados para sistemas a tempo con-
tinuo, apresenta-se também duas novas condigoes
de existéncia para a sintese do controlador H
com formatacao de malha a tempo discreto. A
eficicia do método é avaliada a partir da im-
plementagao préatica em um sistema de suspen-
sdo ativa produzido pela empresa Quanser® que
tém sido amplamente empregado em outros arti-
gos cientificos (Fazzolari et al., 2013; de Oliveira
et al., 2014).

Este trabalho estd organizado da seguinte
forma. Na secao 2, apresenta-se os resultados
preliminares. Na secao 3, é fornecido os princi-
pais resultados para a sintese de controladores H,
com formatagao de malha para sistemas proprios
a tempo discreto. Na secao 4, descreve-se as eta-
pas do projeto Hs com formatacao de malha para
o sistema de suspensao ativa e consequentemente
os resultados experimentais obtidos. Na secao 5,
apresenta-se a conclusao.

A notagao usada aqui serd: R™ " denota o
conjunto de matrizes reais n X m, I,, é uma matriz
identidade n xn. M > 0 (ou M < 0) significa que
M é simétrica e positiva (ou negativa) definida. A
A B
C D
sentar uma realizacao em funcdo transferéncia de
@G, dada por G := C(z1 — A)"'B+ D.

notagao G := [ é utilizada para repre-

2 Controle H,, com ganho estatico para
sistemas a tempo discreto via
realimentagao de saida

Considere o seguinte sistema linear invariante a
tempo discreto,

z(k+1) x(k)
z(k) =P | w(k) (1)
y(k) u(k)

sendo P uma planta generalizada dada por

A | B B
P:=| C Dy Dis |, (2)
Cs Doy Doy

xz(k) € R™ o vetor de estado, u(k) € R™ a en-
trada de controle, w(k) € RY a entrada exdgena,
z(k) € R? a safda controlada e y(k) € RP a saida
medida. Além disso, assume-se que a tripla (A,
Bs, C3) é estabilizdvel e detectavel de forma a ex-
istir um controlador capaz de estabilizar o sistema,
em malha fechada.

Como o sistema (1) é excitado por uma en-
trada exégena w(k) com energia finita, uma forma
de avaliar o seu desempenho ¢ utilizando a norma-
Hoo definida como (Francis, 1987):

k
sup [l 2( )||2’
lw(k) 220 [lw(E) [l

1Pl = w(k) e z(k) € lo.

3)
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Empregando o Bounded Real Lemma, um li-
mitante superior para a norma-H,, para a planta
generalizada P pode ser encontrado usando LMIs,
como mostrado no seguinte lema para sistemas a
tempo discreto.

Lema 1 (Gahinet and Apkarian, 1994; Gahinet,
1996) A planta generalizada P possui o desem-
penho Hoo, Se e somente se existir uma unica ma-
triz simétrica X > 0 tal que

X1 AT o o
A -X 0 By
o, 0 I Dy <0. (4
0 BlT DlT1 —~1

Neste sentido, o problema de controle H,
com ganho estatico a tempo discreto consiste ba-
sicamente em determinar uma matriz de ganho K
a partir da lei de realimentacao de safda u(k)
—Ky(k) tal que o sistema em malha fechada T,
garanta uma norma-H., menor que vy (Figura 1).
Desta forma, o seguinte lema fornece as condigoes
necesséarias e suficientes para a existéncia de um
controlador Ho, com ganho estatico a tempo dis-
creto via realimentacao de saida.

w—>

P

K

Figura 1: Diagrama de blocos do controle He a tempo
discreto com realimentacao de saida.

Lema 2 (Gahinet and Apkarian, 1994; Gahinet,
1996) Considere a planta generalizada (2). Ea-
iste um controlador Ho, com ganho estdtico a
tempo discreto via realimentacao de saida K tal
que | Towllo < v, se e somente se existir as ma-
trizes simétricas R > 0 e S > 0 que satisfazem
as condigoes (5), (6) e (7). Sendo Nr e Ng as
bases do espaco nulo de [BY DZL)] e [Cy Dail,
respectivamente.

3 Controle H,, com formatacao de malha

a tempo discreto

Considere uma planta GG, prépria de ordem n e m
entradas sendo estabilizdvel e detectavel,

o[

com A € R B € R*™*™ (C € RP*" e D €
RP*™_ Aqui, a planta G é considerada formatada
com pré- e pés-compensadores (G = WoGWY)

A

- ®)
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N 0 \7 ARAT — R ARCT | By N 0
( 0 [) CiRAT 41+ CRCT | Dy ( 5T ) <0 (5)
BT DT, =7
T [ ATSA-S ATSB, ct
< ]\és 0 > BTSA -1+ BTSB, ‘ DT, < ]\és 0 > <0 (6)
Cl Du | —’}/I
R=S"" (7)
sendo G a planta nominal seguindo o procedi-
mento de projeto MacFarlane-Glover. Neste pro- G,(A) .
cedimento de projeto a planta G4 pode ser repre- \ AN AM ;
sentada a partir de uma fatoragao coprima a es- : :
querda normalizada G5 = M !N, com f N
T N M
s A+HC | B+HD H ' :
' E-C | E-'D E-U | | trrrrmmemmeermommesemeeeeoeeeeen
9) K |=
sendo H = —(AQCT + BDT)(I + DDT +

CQCTY=1, ETE = I+ DDT +CQCT e Q a
solugao da equagao algébrica de Riccati a tempo
discreto (Gu et al., 2002; Gu et al., 2005),

Q" — Q — ®QCT (ETE)'cQ®” + BF'BT
=0
(10)
com®=A—-BF'DTCeF=1+D"D.

Desse modo, é possivel obter a planta ge-
neralizada P; para o procedimento de projeto
MacFarlane-Glover a tempo discreto (Gu et al.,
2005),

A —HE B
0 0 1

pe=| 2| 2| (11)
C E D

Assumindo as incertezas nao-paramétricas
AN e AM em fatores coprimos tal que
H[ AN AM ]Hoo < 1/, a planta formatada e
incerta a tempo discreto pode ser definida como

G (A) = (M + AM)_l (N + AN) . (12)

Assim, o problema de controle H,, com for-
matacdo de malha a tempo discreto (Figura 2)
resume-se em encontrar um ganho K que esta-
biliza o sistema em malha fechada satisfazendo
I T.0wll < v (McFarlane and Glover, 1992; Gu
et al., 2005; Skogestad and Postlewaite, 2005),

<1='y (13)

[5]0-earac] <2

o0

sendo € um limitante superior para as incertezas
nao-paramétricas e y para a norma-H., de ¢ a
[ ul YT ]T (Gu et al., 2005). Uma solugao
para resolver este problema é através das seguintes
condigoes em LMIs.
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Figura 2: Diagrama de blocos do controle Hoo com for-
matagao de malha a tempo discreto.

Teorema 1 FEziste um controlador Heo com for-
matacdo de malha a tempo discreto K que satisfaz
(13), sey > 1 e se existir uma unica matriz R > 0
que atenda as desigualdades (14) e (15).

Prova: Comparando a equagdo (2) com
(11) e escolhendo a base do espago nulo de

[ Ca, Day | como Ng = , obtém-se

1
—-E-lC
a partir da condi¢ao (6) e algumas manipulagoes
algébricas, a desigualdade

ATSA+ ATSHC + CTHTSA+ CTHTSHC
—5 —~CT(ETE)"'C < 0.
(16)
Usando o complemento de Schur e a transfor-
magao de congruéncia em (16) temos
)=0.

(.
(17)

Como S~! = R (condi¢ao para o ganho estatico
(7)) (Gahinet and Apkarian, 1994; Prempain and
Postlethwaite, 2005; Patra et al., 2008), esta
expressao torna-se (14), concluindo a primeira
parte da prova. De forma andloga, escolhendo
a base do espago nulo de [ BT, DI, ] como

S—l
A+ HC)S!

S~ A+ HO)T
S—l

I 0
Nr = | =BT —D7T | e utilizando a condicio
0 I

(5) obtemos a condigao (15), concluindo a prova
do Teorema 1.0J

Vale ressaltar que as condigoes em LMIs de-
senvolvidas aqui sao adaptagoes dos resultados
obtidos em (Pereira et al., 2017) para sistemas
préprios. Além disso, tais condigoes também sao
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R R(A+HC)T
( (A+ HC)R R )>0 .
ARAT — R —~yBBT ARCT — 4BDT —EH
_HTET ET -1

apenas suficientes devido a eliminagao do termo
quadritico —yCT (ETE)_1 C.
3.1

Obtendo o controlador Heo com ganho es-
tdtico a tempo discreto

Se existir uma solugao factivel para (14)-(15), en-
tao um controlador Ho, com formatagao de malha
a tempo discreto K pode ser encontrado a partir
da descricao do sistema em malha fechada:

A-BKC | —~HE-BKE
T. = ~KC —KE
C - DKC ~DKE+E

(18)

Empregando o Bounded Real Lemma (4), do
qual garante uma estabilidade interna e a norma-
Hs para o sistema em malha fechada, pode-se
determinar um controlador H., estatico com for-
matacao de malha resolvendo a seguinte desigual-
dade a partir da matriz R > 0 obtida em (14) e
(15),

;R‘l AT, . CL. 0
MF -R 0 Byr

< 0. (19
Cyrp 0 —yI Dy (19)
0 Blj\}F D]\T/[F -1

De forma semelhante (Gahinet and Apkar-
ian, 1994; Prempain and Postlethwaite, 2005; Pa-
tra et al., 2008), temos

QO-=2KT0 —vTK=ET <0 (20)

sendo que as matrizes €2, Z e ¥ sao definidas como

~R™' AT 0o CT 0
A -R 0 0 —HE
0= 0 0 —I 0 0
C 0 0 —I E
0 ETHT o ET  —AI
(21a)
='=(Cc 0 0 0 E) (21Db)
v=(0 BT 1 DT 0) (21c¢)

3.2  Procedimento de Projeto

1. Inicialmente, seleciona-se os pré- e pds-
compensadores W e W5 para definir a planta
formatada G5 = WoGW;. Entao, determine
@ > 0 a partir de (10) e depois calcule E para
obter o ganho do observador H.
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2. Resolva as LMIs (14) e (15) para encontrar
R > 0 com a maior margem de robustez
possivel v < 4 (Skogestad and Postlewaite,
2005). Se (14) e (15) nao forem factiveis, de-
fina novamente os pré- e poés-compensadores
W1 e Wy até encontrar a factibilidade.

. A partir da matriz de Lyapunov R > 0 encon-
trada, obtenha o controlador H., com ganho
estético K definido em (20).

Por fim, o controlador H,, com formatacao
de malha para implementacao pode ser en-
contrado fazendo Ky = W1 KWs (McFarlane
and Glover, 1992; Hyde and Glover, 1993;
Skogestad and Postlewaite, 2005; Gu et al.,
2005).

4 Projeto e resultados

Nesta segao, descreve-se um projeto de um con-
trolador Ho, com formatagdo de malha a tempo
discreto aplicado a um sistema de suspensao ativa.
Aqui, serd utilizado a planta didatica fabricada
pela empresa Quanser®, mostrada na Figura 3.
Maiores detalhes sobre a modelagem e a descrigao
do sistema vide (Quanser, 2009) e os trabalhos
(Fazzolari et al., 2013; de Oliveira et al., 2014).

Figura 3: Sistema de suspensdo ativa disponivel no Lab.
de Controle - UNIFEI (campus Itabira).

Como o método de controle H,, proposto é
baseado em sistemas a tempo discreto, uma dis-
cretizacao exata do modelo dinamico da suspensao
ativa via retentor de ordem zero (ZOH) ¢ utilizada
para um perfodo de amostragem Ts = 1[ms].
Desta forma, as matrizes que compoem o modelo



em espago de estados G a tempo discreto sao:

G z(k+1) = A,z (k) + Byu (k) (22)
T y (k) = Cra (k) + Dyu (k)
0,8517 —0,0633 —0,0251 —0,0286
L _ | 0,052 0,9979 —0,0008 —0,0009
0, 0010 0,0320 1 0
0,0003 0,0160 1
B,=10,0148 0,005 0 0]"
C, =1 16,40 12,66 —0,5694 —0,8859}
D, =0,4937

(23)

Neste projeto, a escolha dos compensadores se
deu a partir da tentativa e erro de forma a obter
um bom compromisso entre o desempenho e a es-
tabilidade. Desta forma, admitiu-se que os pré-
e pos-compensadores sao dados por: Wy = I e
Wy = 0, 3, respectivamente. Resolvendo as LMIs

(14) e (15), obtém-se a seguinte matrix de Lya-
punov,
0,1297 —0,1320 0,1005 —0,0485
R —0,1320 0,1473 —0,1168 0,0570
0,1005 —0,1168 0,0963 —0,0481
—0,0485 0,0570 —0,0481 0,0276
(24)

que garante uma margem de robustez de v =
3,5297. Esta medida representa que a estabili-
dade do sistema em malha fechada é garantida
assumindo 28,33% de incertezas nao-paramétricas
para a suspensao ativa descrita em fatores copri-
mos normalizados H[ AN AM ]HOO < 0,2833.
Finalmente, resolvendo a LMI (20), obtemos o
controlador ‘H,, com formatagao de malha K =
0,4908. Vale ressaltar, que tal procedimento re-
sultou em um tunico ganho estdtico responsavel
por garantir a estabilidade e o desempenho ro-
busto para a suspensao ativa. Este fato se deu aos
pré- e pés-compensadores nao possuirem dinami-
cas. Dessa forma, o controlador H,, com for-
matacao de malha para implementagao é dado por
K, =0,1472.

Uma outra forma de avaliar o desempenho
do método proposto consiste na verificagao da re-
sposta do sistema em malha fechada. Na Figura
4, apresenta-se a resposta do controlador H., com
formatagao de malha projetado a tempo discreto
para o sinal de referéncia, z,, representando a ir-
regularidade da pista.

Observa-se que o controlador H,, com
ganho estatico conseguiu obter um bom desem-
penho. Conseguindo rastrear os deslocamentos ou
posicoes zs € z,s para a posigao inicial. Contudo,
para a referéncia de 2[cm] observa-se a presenga de
um erro estacionario, justificado pelo atrito seco
que se manifesta intensamente no regime perma-
nente.

A Figura 5 apresenta uma comparagao entre
as aceleracoes medidas para o sistema em malha
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Deslocamentos[m]

—0.01} Yoo z

~0.02 i i i
6 8 10 12 14
Tenpo[ s]

Figura 4: Resposta em malha fechada do controlador Hoo
com formatacdo de malha projetado a tempo discreto para
o sinal de referéncia z,.

aberta e o sistema realimentado. Observa-se tam-
bém uma reducao nas amplitudes maximas da
aceleracao, possibilitando um melhor conforto e
seguranca ao sistema.

7

Aceleragdo[m/s

Sistema em Malha Fechada
Sistema em Malha Aberta

10 12 14

Figura 5: Comparagdo entre as aceleragoes medidas para
o sistema em malha fechada e malha aberta.

Por fim, apresenta-se o esforco de controle na
Figura 6. Vale ressaltar, que as especificagoes de
projeto tais como, erro estacionario para a entrada
ao degrau e rejeicao a distirbios nao foram o obje-
tivo deste projeto. Aqui, o intuito do projeto era
mostrar que a partir de apenas um ganho estatico
era possivel obtermos um bom desempenho para
o controle de uma suspensao ativa.

5 Conclusoes

Neste artigo, apresentou-se uma implementagao
préatica de um controlador H,, com formatacao
de malha a tempo discreto em um sistema de sus-
pensdo ativa produzido pela empresa Quanser®.
Além disso, novas condigoes suficientes em LMIs
para sistemas préprios foram derivadas a partir
dos resultados obtidos em (Pereira et al., 2017).
Esta estratégia conduz a resultados satisfatorios



0.8

0.6

0.4

0.2

o
-

Corrente[A]

6 8 10 14
Tenpo[ s]

Figura 6: Esforgo de controle para o rastreamento da refer-
éncia.

que facilmente podem ser obtidos através de qual-
quer resolvedor. Ademais, alguns ajustes com re-
lacdo ao pré-compensador podem ser necessarios
no intuito de evitar inapropriados sinais de con-
trole, disturbios e erros estacionarios. Finalmente,
os resultados experimentais obtidos mostraram
que o controlador H., com formatacao de malha
a tempo discreto pode ser uma alternativa vanta-
josa para o controle de suspensoes ativas.
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