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Abstract— This paper aims a practical implementation of a discrete-time H∞ loop shaping controller in an
active suspension system manufactured by Quanserr. Sufficient LMIs conditions are derived in order to obtain
a static H∞ loop shaping controller that ensures the robust stability and performance to closed-loop system.
Differently from other works in the literature, the robust control formulation adopted in this study assumes that
the active suspension system is subject to nonparametric uncertainties described by left coprime factorization
and that the stabilizing controller is designed to maximize a measure of robustness, represented by an admissible
upper bound. The experimental results showed that the discrete-time H∞ loop shaping controller may be an
advantageous alternative for the control of mechanical systems.

Keywords— Discrete-time systems, H∞ loop shaping control, LMI, Active suspension

Resumo— Este artigo visa a implementação prática de um controlador H∞ com formatação de malha a
tempo discreto em um sistema de suspensão ativa produzido pela empresa Quanserr. Condições suficientes em
LMIs são derivadas tendo em vista obter um controlador H∞ com ganho estático que garanta a estabilidade
robusta e o desempenho do sistema em malha fechada. Diferentemente de outros trabalhos na literatura, a
formulação de controle robusto adotada neste estudo supõe que o sistema de suspensão ativa está sujeito a
incertezas não-paramétricas descritas na forma de fatoração coprima à esquerda e que o controlador estabilizante
projetado maximize uma medida de robustez, representada por um limitante superior admisśıvel. Os resultados
experimentais mostraram que o controlador H∞ com formatação de malha a tempo discreto pode ser uma
alternativa vantajosa para o controle de sistemas mecânicos.

Keywords— Sistemas a tempo discreto, Controle H∞ com formatação de malha, LMI, Suspensão Ativa

1 Introdução

A metodologia de projeto H∞ com formatação
de malha, proposta por McFarlane-Glover
(McFarlane and Glover, 1992) tornou-se cada
vez mais popular nos últimos anos devido sua
aplicabilidade em vários problemas de con-
trole (Hyde and Glover, 1993; Prempain and
Postlethwaite, 2005; Pereira and Kienitz, 2013).

Este procedimento compreende duas etapas
sequenciais: a primeira constitui no escalona-
mento da planta multivariável e na seleção dos
pré- e pós-compensadores utilizados para moldar
a resposta em frequência da planta. Assim, os en-
genheiros podem usar sua experiência e seu conhe-
cimento das caracteŕısticas da planta para obter
um compromisso entre desempenho e estabilidade
robusta (Pereira and Kienitz, 2015). Na segunda
etapa, o raio de estabilidade da planta formatada
ou moldada é otimizada em relação à incerteza em
fatoração coprima. A razão para usar esta classe
de incerteza é que esta inclui uma ampla classe de
incertezas não-paramétricas com várias configu-
rações, por exemplo, na forma aditiva, multiplica-
tiva etc (Skogestad and Postlewaite, 2005).

Apesar deste procedimento ter sucesso em
muitas aplicações, sua principal desvantagem
reside na śıntese de um controlador H∞ de
alta ordem, decorrente da inserção dos pré- e
pós-compensadores (Skogestad and Postlewaite,

2005). Isso pode ser bastante cŕıtico com relação
a sua implementação prática. Dessa forma, algu-
mas estratégias para reduzir sua ordem são uti-
lizadas. Neste sentido, destacam-se os método
propostos por (Prempain and Postlethwaite, 2005)
e (Patra et al., 2008), onde um controlador H∞

com formatação de malha possuindo apenas um
ganho estático é fornecido. Em ambos métodos,
as condições de śıntese do controlador H∞ são
derivadas a partir de duas LMIs (Linear Matrix
Inequalities) acopladas que podem ser facilmente
implementadas em qualquer resolvedor.

Entretanto, até os recentes resultados de
(Pereira et al., 2017) não existia nenhuma referên-
cia para sistemas a tempo discreto deste proced-
imento. Normalmente, um controlador H∞ com
formatação de malha a tempo cont́ınuo era proje-
tado e posteriormente discretizado usando algum
método de discretização (Ex. Tustin) para imple-
mentações práticas. Contudo, sabe-se que a śın-
tese direta de um controlador a tempo discreto
garante uma melhor estabilidade e desempenho
para o sistema em malha fechada do que uma
abordagem indireta que se baseia em métodos uti-
lizando discretização (Gene F. Franklin, 1995).

Neste contexto, a contribuição deste artigo
consiste na investigação prática dos resultados
obtidos em (Pereira et al., 2017), que por sua
vez são generalizados em novas condições sufi-
cientes para sistemas próprios. De forma semel-
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hante aos resultados para sistemas a tempo con-
t́ınuo, apresenta-se também duas novas condições
de existência para a śıntese do controlador H∞

com formatação de malha a tempo discreto. A
eficácia do método é avaliada a partir da im-
plementação prática em um sistema de suspen-
são ativa produzido pela empresa Quanserr que
têm sido amplamente empregado em outros arti-
gos cient́ıficos (Fazzolari et al., 2013; de Oliveira
et al., 2014).

Este trabalho está organizado da seguinte
forma. Na seção 2, apresenta-se os resultados
preliminares. Na seção 3, é fornecido os princi-
pais resultados para a śıntese de controladores H∞

com formatação de malha para sistemas próprios
a tempo discreto. Na seção 4, descreve-se as eta-
pas do projeto H∞ com formatação de malha para
o sistema de suspensão ativa e consequentemente
os resultados experimentais obtidos. Na seção 5,
apresenta-se a conclusão.

A notação usada aqui será: R
n×m denota o

conjunto de matrizes reais n×m, In é uma matriz
identidade n×n. M > 0 (ou M < 0) significa que
M é simétrica e positiva (ou negativa) definida. A

notação G :=

[

A B
C D

]

é utilizada para repre-

sentar uma realização em função transferência de
G, dada por G := C(zI − A)

−1
B + D.

2 Controle H∞ com ganho estático para

sistemas a tempo discreto via

realimentação de sáıda

Considere o seguinte sistema linear invariante a
tempo discreto,





x(k + 1)
z(k)
y(k)



 = P





x(k)
w(k)
u(k)



 (1)

sendo P uma planta generalizada dada por

P :=





A B1 B2

C1 D11 D12

C2 D21 D22



 , (2)

x(k) ∈ R
n o vetor de estado, u(k) ∈ R

m a en-
trada de controle, w(k) ∈ R

q a entrada exógena,
z(k) ∈ R

v a sáıda controlada e y(k) ∈ R
p a sáıda

medida. Além disso, assume-se que a tripla (A,
B2, C2) é estabilizável e detectável de forma a ex-
istir um controlador capaz de estabilizar o sistema
em malha fechada.

Como o sistema (1) é excitado por uma en-
trada exógena w(k) com energia finita, uma forma
de avaliar o seu desempenho é utilizando a norma-
H∞ definida como (Francis, 1987):

‖P‖∞ = sup
‖w(k)‖

2
6=0

‖z(k)‖2

‖w(k)‖2

, w(k) e z(k) ∈ `2.

(3)

Empregando o Bounded Real Lemma, um li-
mitante superior para a norma-H∞ para a planta
generalizada P pode ser encontrado usando LMIs,
como mostrado no seguinte lema para sistemas a
tempo discreto.

Lema 1 (Gahinet and Apkarian, 1994; Gahinet,
1996) A planta generalizada P possui o desem-
penho H∞, se e somente se existir uma única ma-
triz simétrica X > 0 tal que









−X−1 AT CT
1 0

A −X 0 B1

C1 0 −γI D11

0 BT
1 DT

11 −γI









< 0. (4)

Neste sentido, o problema de controle H∞

com ganho estático a tempo discreto consiste ba-
sicamente em determinar uma matriz de ganho K
a partir da lei de realimentação de sáıda u(k) =
−Ky(k) tal que o sistema em malha fechada Tzw

garanta uma norma-H∞ menor que γ (Figura 1).
Desta forma, o seguinte lema fornece as condições
necessárias e suficientes para a existência de um
controlador H∞ com ganho estático a tempo dis-
creto via realimentação de sáıda.

P

K

w

u y

z

Figura 1: Diagrama de blocos do controle H∞ a tempo
discreto com realimentação de sáıda.

Lema 2 (Gahinet and Apkarian, 1994; Gahinet,
1996) Considere a planta generalizada (2). Ex-
iste um controlador H∞ com ganho estático a
tempo discreto via realimentação de sáıda K tal
que ‖Tzw‖∞ ≤ γ, se e somente se existir as ma-
trizes simétricas R > 0 e S > 0 que satisfazem
as condições (5), (6) e (7). Sendo NR e NS as
bases do espaço nulo de [BT

2 DT
12] e [C2 D21],

respectivamente.

3 Controle H∞ com formatação de malha

a tempo discreto

Considere uma planta Gs própria de ordem n e m
entradas sendo estabilizável e detectável,

Gs :=

[

A B
C D

]

(8)

com A ∈ R
n×n, B ∈ R

n×m, C ∈ R
p×n e D ∈

R
p×m. Aqui, a planta Gs é considerada formatada

com pré- e pós-compensadores (Gs = W2GW1)
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(

NR 0
0 I

)T





ARAT − R ARCT
1 B1

C1RAT −γI + C1RCT
1 D11

BT
1 DT

11 −γI





(

NR 0
0 I

)

< 0 (5)

(

NS 0
0 I

)T





AT SA − S AT SB1 CT
1

BT
1 SA −γI + BT

1 SB1 DT
11

C1 D11 −γI





(

NS 0
0 I

)

< 0 (6)

R = S−1 (7)

sendo G a planta nominal seguindo o procedi-
mento de projeto MacFarlane-Glover. Neste pro-
cedimento de projeto a planta Gs pode ser repre-
sentada a partir de uma fatoração coprima à es-
querda normalizada Gs = M̃−1Ñ , com

[

Ñ M̃
]

:=

[

A + HC B + HD H

E−1C E−1D E−1

]

(9)
sendo H = −(AQCT + BDT )(I + DDT +
CQCT )−1, ET E = I + DDT + CQCT e Q a
solução da equação algébrica de Riccati a tempo
discreto (Gu et al., 2002; Gu et al., 2005),

ΦQΦ
T
− Q − ΦQCT

(

ET E
)

−1

CQΦ
T

+ BF−1BT

= 0

(10)
com Φ = A − BF−1DT C e F = I + DT D.

Desse modo, é posśıvel obter a planta ge-
neralizada Ps para o procedimento de projeto
MacFarlane-Glover a tempo discreto (Gu et al.,
2005),

Ps :=









A −HE B
0 0 I
C E D
C E D









. (11)

Assumindo as incertezas não-paramétricas
∆Ñ e ∆M̃ em fatores coprimos tal que
∥

∥

[

∆Ñ ∆M̃
]∥

∥

∞
≤ 1/γ, a planta formatada e

incerta a tempo discreto pode ser definida como

Gs(∆) =
(

M̃ + ∆M̃
)−1 (

Ñ + ∆Ñ
)

. (12)

Assim, o problema de controle H∞ com for-
matação de malha a tempo discreto (Figura 2)
resume-se em encontrar um ganho K que esta-
biliza o sistema em malha fechada satisfazendo
‖Tzw‖∞ ≤ γ (McFarlane and Glover, 1992; Gu
et al., 2005; Skogestad and Postlewaite, 2005),

∥

∥

∥

∥

[

K
I

]

(I − GsK)
−1

M̃−1

∥

∥

∥

∥

∞

<
1

ε
= γ (13)

sendo ε um limitante superior para as incertezas
não-paramétricas e γ para a norma-H∞ de φ a
[

uT yT
]T

(Gu et al., 2005). Uma solução
para resolver este problema é através das seguintes
condições em LMIs.

Figura 2: Diagrama de blocos do controle H∞ com for-
matação de malha a tempo discreto.

Teorema 1 Existe um controlador H∞ com for-
matação de malha a tempo discreto K que satisfaz
(13), se γ > 1 e se existir uma única matriz R > 0
que atenda as desigualdades (14) e (15).

Prova: Comparando a equação (2) com
(11) e escolhendo a base do espaço nulo de
[

C2, D21

]

como NS =

[

I
−E−1C

]

, obtém-se

a partir da condição (6) e algumas manipulações
algébricas, a desigualdade

AT SA + AT SHC + CT HT SA + CT HT SHC

−S − γCT
(

ET E
)−1

C < 0.
(16)

Usando o complemento de Schur e a transfor-
mação de congruência em (16) temos

(

S−1 S−1 (A + HC)
T

(A + HC) S−1 S−1

)

> 0 .

(17)
Como S−1 = R (condição para o ganho estático
(7)) (Gahinet and Apkarian, 1994; Prempain and
Postlethwaite, 2005; Patra et al., 2008), esta
expressão torna-se (14), concluindo a primeira
parte da prova. De forma análoga, escolhendo
a base do espaço nulo de

[

BT
2 , DT

12

]

como

NR =





I 0

−BT −DT

0 I



 e utilizando a condição

(5) obtemos a condição (15), concluindo a prova
do Teorema 1.¤

Vale ressaltar que as condições em LMIs de-
senvolvidas aqui são adaptações dos resultados
obtidos em (Pereira et al., 2017) para sistemas
próprios. Além disso, tais condições também são
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(

R R(A + HC)
T

(A + HC) R R

)

> 0 (14)





ARAT − R − γBBT ARCT − γBDT −EH
CRAT − γDBT −γI + CRCT − γDT D E

−HT ET ET −γI



 < 0 (15)

apenas suficientes devido a eliminação do termo

quadrático −γCT
(

ET E
)−1

C.

3.1 Obtendo o controlador H∞ com ganho es-
tático a tempo discreto

Se existir uma solução fact́ıvel para (14)-(15), en-
tão um controlador H∞ com formatação de malha
a tempo discreto K pode ser encontrado a partir
da descrição do sistema em malha fechada:

Tzw =





A − BKC −HE − BKE
−KC

C − DKC
−KE

−DKE + E



 .

(18)
Empregando o Bounded Real Lemma (4), do

qual garante uma estabilidade interna e a norma-
H∞ para o sistema em malha fechada, pode-se
determinar um controlador H∞ estático com for-
matação de malha resolvendo a seguinte desigual-
dade a partir da matriz R > 0 obtida em (14) e
(15),









−R−1 AT
MF CT

MF 0
AMF −R 0 BMF

CMF 0 −γI DMF

0 BT
MF DT

MF −γI









< 0. (19)

De forma semelhante (Gahinet and Apkar-
ian, 1994; Prempain and Postlethwaite, 2005; Pa-
tra et al., 2008), temos

Ω − ΞKT Ψ − ΨT KΞT < 0 (20)

sendo que as matrizes Ω, Ξ e Ψ são definidas como

Ω =













−R−1 AT 0 CT 0
A −R 0 0 −HE
0 0 −γI 0 0
C 0 0 −γI E
0 −ET HT 0 ET −γI













(21a)

ΞT =
(

C 0 0 0 E
)

(21b)

Ψ =
(

0 BT I DT 0
)

. (21c)

3.2 Procedimento de Projeto

1. Inicialmente, seleciona-se os pré- e pós-
compensadores W1 e W2 para definir a planta
formatada Gs = W2GW1. Então, determine
Q > 0 a partir de (10) e depois calcule E para
obter o ganho do observador H.

2. Resolva as LMIs (14) e (15) para encontrar
R > 0 com a maior margem de robustez
posśıvel γ < 4 (Skogestad and Postlewaite,
2005). Se (14) e (15) não forem fact́ıveis, de-
fina novamente os pré- e pós-compensadores
W1 e W2 até encontrar a factibilidade.

3. A partir da matriz de Lyapunov R > 0 encon-
trada, obtenha o controlador H∞ com ganho
estático K definido em (20).

4. Por fim, o controlador H∞ com formatação
de malha para implementação pode ser en-
contrado fazendo Ks = W1KW2 (McFarlane
and Glover, 1992; Hyde and Glover, 1993;
Skogestad and Postlewaite, 2005; Gu et al.,
2005).

4 Projeto e resultados

Nesta seção, descreve-se um projeto de um con-
trolador H∞ com formatação de malha a tempo
discreto aplicado a um sistema de suspensão ativa.
Aqui, será utilizado a planta didática fabricada
pela empresa Quanserr, mostrada na Figura 3.
Maiores detalhes sobre a modelagem e a descrição
do sistema vide (Quanser, 2009) e os trabalhos
(Fazzolari et al., 2013; de Oliveira et al., 2014).

Figura 3: Sistema de suspensão ativa dispońıvel no Lab.
de Controle - UNIFEI (campus Itabira).

Como o método de controle H∞ proposto é
baseado em sistemas a tempo discreto, uma dis-
cretização exata do modelo dinâmico da suspensão
ativa via retentor de ordem zero (ZOH) é utilizada
para um peŕıodo de amostragem Ts = 1[ms].
Desta forma, as matrizes que compõem o modelo
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em espaço de estados G a tempo discreto são:

G :=

{

x(k + 1) = Anx (k) + Bnu (k)
y (k) = Cnx (k) + Dnu (k)

(22)

An =









0, 8517 −0, 0633 −0, 0251 −0, 0286
0, 0592 0, 9979 −0, 0008 −0, 0009
0, 0010 0, 0320 1 0

0 0, 0003 0, 0160 1









Bn =
[

0, 0148 0, 0005 0 0
]T

Cn =
[

16, 40 12, 66 −0, 5694 −0, 8859
]

Dn = 0, 4937
(23)

Neste projeto, a escolha dos compensadores se
deu a partir da tentativa e erro de forma a obter
um bom compromisso entre o desempenho e a es-
tabilidade. Desta forma, admitiu-se que os pré-
e pós-compensadores são dados por: W1 = I1 e
W2 = 0, 3, respectivamente. Resolvendo as LMIs
(14) e (15), obtém-se a seguinte matrix de Lya-
punov,

R =









0, 1297 −0, 1320 0, 1005 −0, 0485
−0, 1320 0, 1473 −0, 1168 0, 0570
0, 1005 −0, 1168 0, 0963 −0, 0481
−0, 0485 0, 0570 −0, 0481 0, 0276









(24)
que garante uma margem de robustez de γ =
3, 5297. Esta medida representa que a estabili-
dade do sistema em malha fechada é garantida
assumindo 28,33% de incertezas não-paramétricas
para a suspensão ativa descrita em fatores copri-
mos normalizados

∥

∥

[

∆Ñ ∆M̃
]∥

∥

∞
≤ 0, 2833.

Finalmente, resolvendo a LMI (20), obtemos o
controlador H∞ com formatação de malha K =
0, 4908. Vale ressaltar, que tal procedimento re-
sultou em um único ganho estático responsável
por garantir a estabilidade e o desempenho ro-
busto para a suspensão ativa. Este fato se deu aos
pré- e pós-compensadores não possúırem dinâmi-
cas. Dessa forma, o controlador H∞ com for-
matação de malha para implementação é dado por
Ks = 0, 1472.

Uma outra forma de avaliar o desempenho
do método proposto consiste na verificação da re-
sposta do sistema em malha fechada. Na Figura
4, apresenta-se a resposta do controlador H∞ com
formatação de malha projetado a tempo discreto
para o sinal de referência, zr, representando a ir-
regularidade da pista.

Observa-se que o controlador H∞ com
ganho estático conseguiu obter um bom desem-
penho. Conseguindo rastrear os deslocamentos ou
posições zs e zus para a posição inicial. Contudo,
para a referência de 2[cm] observa-se a presença de
um erro estacionário, justificado pelo atrito seco
que se manifesta intensamente no regime perma-
nente.

A Figura 5 apresenta uma comparação entre
as acelerações medidas para o sistema em malha

0 2 4 6 8 10 12 14
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z
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z
s

Figura 4: Resposta em malha fechada do controlador H∞

com formatação de malha projetado a tempo discreto para
o sinal de referência zr.

aberta e o sistema realimentado. Observa-se tam-
bém uma redução nas amplitudes máximas da
aceleração, possibilitando um melhor conforto e
segurança ao sistema.

0 2 4 6 8 10 12 14
−5
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−1
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2
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Sistema em Malha Fechada
Sistema em Malha Aberta

Figura 5: Comparação entre as acelerações medidas para
o sistema em malha fechada e malha aberta.

Por fim, apresenta-se o esforço de controle na
Figura 6. Vale ressaltar, que as especificações de
projeto tais como, erro estacionário para a entrada
ao degrau e rejeição à distúrbios não foram o obje-
tivo deste projeto. Aqui, o intuito do projeto era
mostrar que a partir de apenas um ganho estático
era posśıvel obtermos um bom desempenho para
o controle de uma suspensão ativa.

5 Conclusões

Neste artigo, apresentou-se uma implementação
prática de um controlador H∞ com formatação
de malha a tempo discreto em um sistema de sus-
pensão ativa produzido pela empresa Quanserr.
Além disso, novas condições suficientes em LMIs
para sistemas próprios foram derivadas a partir
dos resultados obtidos em (Pereira et al., 2017).
Esta estratégia conduz a resultados satisfatórios

XIII Simpósio Brasileiro de Automação Inteligente

Porto Alegre – RS, 1o – 4 de Outubro de 2017

343



0 2 4 6 8 10 12 14
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Tempo[s]

C
o

rr
e

n
te

[A
]

Figura 6: Esforço de controle para o rastreamento da refer-
ência.

que facilmente podem ser obtidos através de qual-
quer resolvedor. Ademais, alguns ajustes com re-
lação ao pré-compensador podem ser necessários
no intuito de evitar inapropriados sinais de con-
trole, distúrbios e erros estacionários. Finalmente,
os resultados experimentais obtidos mostraram
que o controlador H∞ com formatação de malha
a tempo discreto pode ser uma alternativa vanta-
josa para o controle de suspensões ativas.
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