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Abstract This work demonstrates the application and implementation of Space-Filling Curves in automatic generation of 

lower cost routes in a Geographic Information System and compares the results obtained with the Ant Colony Optimization Al-

gorithm. In addition, a viable proposal is presented to solve the problem of obstacle avoidance in vehicle routes using the com-

bination of the Space-Filling Curves algorithm in conjunction with the A* algorithm. This combination of algorithms achieved 

an improvement of up to 94% in generation time and 13% in the cost (in meters) of the final route, compared to the traditional 

algorithm based on the theory of Ant Colony Optimization. 

Keywords Space-Filling Curves, Ant Colony Optimization Algorithm, A* Algorithm, Lower Cost Routes, Vehicle Routing 

Problem, Obstacle Avoidance. 

Resumo Este trabalho demonstra a aplicação e implementação de Curvas de Preenchimento de Espaços na geração automáti-

cas de rotas de menor custo em um Sistema de Informações Geográficas e compara os resultados obtidos com o Algoritmo da 

Otimização da Colônia de Formigas. Além disso, é apresentada uma proposta viável para a resolução do problema de bloqueios 

e desvios de obstáculos em rotas veiculares utilizando a combinação do algoritmo de Curvas de Preenchimento de Espaços em 

conjunto com o algoritmo A*. Essa combinação de algoritmos alcançou uma melhora de até 94% no tempo de geração e de 13% 

no custo (em metros) da rota final, em relação ao algoritmo tradicional baseado na teoria de Colônia de Formiga. 

Palavras-chave Curvas de preenchimento especial, Algoritmo da Otimização da Colônia de Formigas, Algoritmo A*, Rotas 

de menor custo, Problema de Encaminhamento de Veículos, Desvio de Obstáculos.

1    Introdução 

Ao longo de sua história, a Companhia Espírito San-

tense de Saneamento (CESAN) vem tentando resol-

ver alguns de seus maiores desafios: a) coletar amos-

tras de águas em determinados pontos existentes nas 

52 cidades atendidas pela empresa com o intuito de 

verificar a qualidade em que a água está chegando às 

casas, comércios e empresas; b) realizar vistorias e 

inspeções em hidrantes, bueiros, elevatórias e regis-

tros, para manter a usabilidade e funcionamento des-

ses elementos; c) fiscalizar denúncias e possíveis 

clientes clandestinos existentes em localidades espa-

lhadas ao longo das cidades. Tudo isso dentro de 

prazos legais estabelecidos pelos órgãos fiscalizado-

res e principalmente para manter a excelência dos 

serviços prestados pela empresa e manter a satisfação 

de seus clientes. 

Para realizar todos esses trabalhos é de extrema 

importância que seja criado o plano de rota que guia-

rá em tempo hábil as equipes de atendimento externo 

às sequências de locais onde serão realizadas as suas 

atividades ao longo do dia. 

No final de 2014, a CESAN realizou um grande 

investimento e implantou em suas dependências um 

Sistema Corporativo de Informações geográfica (SIG 

ou GIS – Geographic Infomation System) que permi-

tiu representar no espaço geográfico diferentes tipos 

de informações existentes em seu domínio. 

Atualmente, com base no posicionamento geo-

gráfico das ocorrências e com o auxílio de um con-

junto de camadas cartográficas existentes no sistema 

GIS, os planejadores criam diariamente diferentes 

conjuntos de rotas a serem visitados de forma manu-

al, baseando-se somente em seus conhecimentos, 

experiências e na disposição das informações apre-

sentadas nos mapas. Neste Contexto, pelo fato da 

CESAN possuir um sistema corporativo de informa-

ções geográficas contendo todas as informações de 

localidade a serem visitados já georreferenciadas, a 

proposta deste trabalho é utilizar um algoritmo de 

percurso em grafo, desenvolvido a partir de uma 

Curva de Hilbert de ordem 7 baseado na teoria de 

Space-Filling Curves para geração automática de 

rotas veiculares de menor custo, contendo ou não 

pontos de intervenção, para diferentes camadas de 

informações geográficas existentes no sistema. Além 

disso, foi utilizado um algoritmo baseado na teoria de 

colônia de formigas com intuito de realizar compara-

ções com o sistema proposto.  

Nas próximas seções deste artigo serão apresen-

tados alguns trabalhos correlatos, as técnicas avalia-

das, os resultados da implementação dos algoritmos 

estudados, conclusão e trabalhos futuros. 
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2   Trabalhos Correlatos 

Há mais de duas décadas pesquisadores como (Mon-

temanni, et al., 2002), (Zhang and Tang, 2009) e 

(Coltorti and Rizzoli, 2007) veem apresentando pro-

postas consistentes na otimização de rotas aplicadas 

ao problema de encaminhamento de veículos (Vehi-

cle Routing Problem - VRP) baseando-se no algorit-

mo de colônia de formigas e suas variações. 

Por sua vez, John J. Bartholdi e Loren K Platz-

man demonstraram pela primeira vez por meio de 

seus artigos (Bartholdi and Platzman, 1989) uma 

solução mais simplificada utilizando de Space-Filling 

Curves na geração de rotas veiculares de menor cus-

to. Em seguida John J. Bartholdi e Paul Goldsman 

(Bartholdi and Goldsman, 2000; Bartholdi and Gol-

dsman, 2001) realizaram novas publicações relacio-

nadas ao tema nos quais demonstram resultados posi-

tivos e a viabilidade ao utilizar essa abordagem (Bar-

tholdi, 2017), o que motivou a utilização de suas téc-

nicas na implementação de um módulo de geração 

automática de rotas no sistema GIS da CESAN. 

Entretanto, todos esses trabalhos focam somente 

na geração de rotas e nenhum trata da questão de 

bloqueios e desvios de obstáculos. Assim, como con-

tribuição, esse artigo além de apresentar melhores 

resultados na geração de rotas quando comparado ao 

algoritmo de Colônia de Formigas, também apresenta 

uma solução para tratar o problema de bloqueios e 

desvios em rotas veiculares de menor custo em uma 

aplicação comercial. 

3   Metodologia 

3.1 Algoritmo da Otimização da Colônia de Formi-

gas 

Nos últimos anos, pesquisadores têm desenvolvido 

novas abordagens para problemas de otimização ba-

seando-se em mecanismos biológicos de adaptação, 

tais como os observados na teoria da evolução das 

espécies, ou no comportamento de insetos sociais. 

Tais algoritmos, coletivamente conhecidos como 

técnicas de Computação Evolucionária, tem se mos-

trado altamente eficientes para resolver muitos pro-

blemas complexos na área de otimização de rotas 

(Pizzo, 2015). 

O algoritmo de Otimização da Colônia de For-

migas (ACO, do inglês Ant Colony Optimization Al-

gorithm), introduzido por Marco Dorigo (Dorigo, 

1992) em sua tese de doutorado, é uma meta-

heurística baseada em probabilidade criada para so-

lucionar problemas computacionais que envolvem 

procura de caminhos em grafos. Este algoritmo foi 

inspirado na observação do comportamento das for-

migas ao saírem de sua colônia para encontrar comi-

da. 

De maneira geral, ao realizar uma busca por ali-

mento, as formigas começam a sua jornada de forma 

aleatória. Quando os alimentos são encontrados, elas 

depositam ao longo do trajeto da comida até o formi-

gueiro um montante da substância química chamada 

feromônio, diretamente proporcional à quantidade de 

alimento encontrado, deixando dessa forma, trilhas 

bem definidas entre a colônia e a fonte de alimentos. 

Com a alta concentração de feromônio, outras 

formigas são atraídas para ajudar na coleta dos ali-

mentos. Na medida em que outras formigas transitam 

na mesma trilha, mais feromônios são depositados e 

taxa é reforçada ao longo de todo o caminho. 

No entanto, com o passar do tempo, o feromônio 

existente na trilha sofre uma constante evaporação. 

Logo, se uma fonte de alimento é escassa, poucas 

formigas transitarão sobre ela e uma trilha enfraque-

cida será formada.  

3.1.1 Regra de Deslocamento do Algoritmo Colônia 

de Formigas 

Em um algoritmo de busca inspirado no comporta-

mento natural das formigas o espaço de busca é re-

presenta por meio de grafos, no qual os elementos 

são os nós e suas relações são as arestas. O grafo 

pode ser representado visualmente por meio de um 

diagrama ou por uma matriz (Dorigo and Stutzle, 

2002). 

Cada aresta do grafo possui uma quantidade de 

feromônio depositado que é representada pela variá-

vel  que permite que seja criado uma trilha artificial 

de feromônio. A formiga no módulo de avanço deci-

de para qual nó transitar de acordo com a probabili-

dade baseada na quantidade de feromônio existente 

nas arestas, assim a probabilidade para cada aresta é 

dada pela quantidade de feromônio normalizada pelo 

somatório da quantidade de feromônio de todas as 

arestas dos nós vizinhos. A Equação 1 apresenta co-

mo é calculada a probabilidade de transitação de um 

nó para o próximo: 
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onde: 

 ij é o feromônio associado à aresta (i, j) ; 

  e  são parâmetros para determinar a in-

fluência do feromônio e da informação heu-

rística; 

 Nj
k
 é a vizinhança factível da formiga k, isto 

é, o conjunto de nós ainda não visitadas pela 

formiga k. 

O valor da informação heurística ij associada às 

arestas que representa a atratividade da formiga visi-

tar a cidade j depois de ter visitado a cidade i é dada 

por: 

 , (2) 

onde: 

 O valor ij é inversamente proporcional a 

distância dij entre as cidades i e j; 
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 A partir de uma cidade i, a escolha da cida-

de candidata j é feita de acordo com a pro-

babilidade de transição, com ideia similar à 

escolha por roleta de algoritmos genéticos. 

3.1.2 Atualização do Feromônio 

Nas arestas do grafo que representa o espaço de 

busca ocorrem dois constantes eventos: um de depó-

sito de feromônio e outro da evaporação da quanti-

dade de feromônio existente. Após todas as formigas 

finalizarem o ciclo de visita a todos os nós é realiza-

da uma atualização da taxa de feromônio de todas as 

arestas existentes nas no espaço de busca. O cálculo 

de atualização do feromônio leva em consideração 

tanto o depósito quanto a evaporação do desse hor-

mônio (Dorigo and Stutzle, 2002; Pizzo, 2015).   

A Equação 3 é responsável por realizar a atuali-

zação da taxa de feromônio em todas as arestas. 

 

(3) 

onde: 

 0 <   1 é a taxa de evaporação de fe-

romônio; 

 ij
k
 é a quantidade de feromônio que a for-

miga k deposita sobre a aresta (i, j); 

 ij
k
 = Q/Lk quando a aresta (i, j) pertence a 

formiga k; 

 ij
k
 = 0 em caso contrário; 

 Q é uma constante que geralmente é repre-

sentada pelo valor 1; 

 Lk é total do custo de deslocamento pertence 

a formiga k. 

3.1.3 Critério de parada do algoritmo 

O critério de parada do algoritmo depende dos requi-

sitos do problema, podendo exigir ou não que seja 

encontrado o caminho ótimo. Como o grafo que re-

presenta o espaço de busca é diferente para cada pro-

blema, logo não há uma definição padrão que possa 

funcionar em todos os casos (Pizzo, 2015). 

Geralmente o ponto de parada do algoritmo é de-

finido por uma quantidade de iterações em que o 

conjunto de formigas realizará visitas completas em 

todos os nós existentes, esperando-se que em uma 

determinada quantidade de iterações o caminho óti-

mo seja encontrado (Dorigo and Stutzle, 2002). 

 

3.1.4 Aplicação do Algoritmo Colônia de Formigas 

No contexto da CESAN, uma vez que a empresa rea-

liza diversos trabalhos externos, como o atendimento 

de solicitações abertas pelos clientes e coletas de 

amostras de água, existe inúmeros casos em que há 

necessidade de geração de rotas de menor custo ba-

seado nas informações geográficas contidas no siste-

ma GIS Corporativo. A Figura 1 mostra um mapa do 

município de Santa Teresa, no estado do Espírito 

Santo, contendo os pontos de coleta de água que são 

periodicamente visitados para o recolhimento de 

amostras para a realização de análises físico-química 

e bacteriológica com intuído de verificar a qualidade 

em que água está chegando até às casas da popula-

ção. 

Para utilizar o algoritmo de Colônia de Formigas 

com o objetivo de encontrar uma rota de menor custo 

de visita aos pontos de coleta é necessário primeira-

mente determinar as conexões e também as distâncias 

entre cada um desses pontos. 

 
Figura 1 – Pontos de coletas do município de Santa Teresa no 

Espírito Santo. 

 

Como a proposta do algoritmo em questão é so-

lucionar problemas computacionais que envolvem 

procura de caminhos em grafos, os pontos de coletas 

existentes no mapa devem ser representados como os 

nós do espaço de busca, enquanto que as conexões 

representam as arestas do grafo. A Figura 2 mostra o 

mapa apresentando na Figura 1 transformado no es-

paço de busca do problema. 

 
Figura 2 – Conexões entre os nós do espaço de busca. 

 

Ao longo da execução do algoritmo, soluções 

parciais são encontradas pelas formigas, que são visi-

tas completas a todos os nós do espaço busca. Esses 

resultados são obtidos a cada iteração do algoritmo, 

esperando que o custo dos caminhos percorridos pe-

las formigas seja diminuído à proporção em que o 

caminho ótimo seja encontrado ou o algoritmo alcan-

ce o seu critério de parada. 

A Figura 3 mostra a solução ótima encontrada na 

iteração 25 do algoritmo. Para alcançar esse resulta-

do foram realizadas 33 visitas a um custo de 

13.615,85 metros. 
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Após 25 iterações do algoritmo foi percebido 

que não havia mais alterações no resultado do cami-

nho ótimo encontra. Ao executar 30 iterações, por 

exemplo, o caminho não foi mais atualizado, de-

monstrando que o algoritmo alcançou uma estagna-

ção causada pelo excessivo crescimento do feromô-

nio nas arestas mais percorridas do espaço de busca, 

fazendo com que todas as formigas seguissem sempre 

o mesmo percurso, convergindo o algoritmo para 

mesmo resultado.  

 
Figura 3 – Solução ótima encontrada na iteração 25 do algoritmo 

de Colônia de Formigas. 

Em outro exemplo, a Figura 4 mostra um mapa 

temático da região metropolitana do município de 

Guarapari, no Espirito Santo, contendo 68 pontos de 

coletas que são periodicamente visitados para a ob-

tenção de amostras de água. Esses pontos de coletas 

formam conexões de 196 arestas que representam o 

espaço de busca do problema. A Figura 5 apresenta a 

solução que obteve o melhor resultado, que foi en-

contrada na iteração 40 do algoritmo. Nessa iteração 

foram realizadas 75 visitas a um custo de 44.016,05 

metros. A rota gerada ao percorrer todos os pontos 

existentes no espaço busca (sem a necessidade de 

voltar ao ponto de origem), gerando, dessa forma, 

uma rota de um ponto inicial (P68) a um ponto final 

(P34). 

 
Figura 4 – Pontos de coletas de água do município de Guarapari, 

no Espírito Santo, e suas conexões entre os nós do espaço de 

busca. 

 

3.1.5 Pontos Positivos na utilização do Algoritmo 

Colônia de Formigas 

 Múltiplas formigas buscam encontrar o ca-

minho de menor custo; 

 Diferentes caminhos podem ser encontrados 

com o mesmo custo; 

 Muitas alternativas são testadas; 

 Todo o espaço de busca é verificado na ten-

tativa de encontrar o caminho ótimo; 

 Apesar da natureza estocástica do algoritmo, 

uma forte concentração de feromônio nas 

arestas forçam as formigas a convergirem 

para o caminho ótimo; 

 
Figura 5 – Solução ótima encontrada pela formiga número 68 na 

iteração 40 do algoritmo. Ponto inicial P68 e ponto final P34. 

 

3.1.6 Pontos Negativos na utilização do Algoritmo 

Colônia de Formigas 

 O depósito de feromônio no mundo artificial 

ocorre com base na qualidade da solução 

encontrada, diferentemente do mundo real, 

onde formigas depositam feromônio sob 

demanda; 

 Para o perfeito funcionamento do algoritmo, 

algumas informações heurísticas precisam 

ser adicionadas, como um número limitado 

de vistas a um determinado nó, com o obje-

tivo evitar loops infinitos de visitas realiza-

dos por algumas formigas, impactando ne-

gativamente na aleatoriedade do algoritmo; 

 Caso o espaço de busca sofra alterações ou 

seja dinâmico, como nos casos em que exis-

tam pontos de intervenções, as conexões en-

tre os nós precisam ser constantemente defi-

nidas antes da execução do algoritmo; 

 Não há uma definição padrão do ponto de 

parada do algoritmo que atentada a todos os 

casos. Logo, o algoritmo pode realizar uma 

quantidade desnecessária de iterações ou até 

mesmo terminar antes que o caminho ótimo 

seja alcançado; 

 O algoritmo não garante que o caminho óti-

mo seja encontrado para todos os casos. 
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3.2 Space-Filling Curves 

Curvas de Preenchimento Espacial, do inglês Space-

Filling Curves (SFC), são curvas planares contínuas 

e sem cruzamento de traços usadas com o objetivo de 

preenchimento de todo um espaço bidimensional, 

como um quadrado de lado unitário [0,1] x [0,1] ⊂ 

R2 como descrito em (Sagan, 1994) e (Bader, 2012). 

Inicialmente as SFC forma apresentadas pelo 

matemático italiano Giuseppe Peano (1858-1932) e, 

atualmente, devido às suas propriedades de discreti-

zação espacial, são utilizadas em muitas aplicações 

práticas como em algoritmos de decomposição e até 

mesmo na resolução do problema do caixeiro viajan-

te (Bartholdi, 2003).  

Inspirada nos padrões de crescimento existente 

na natureza, como a forma do crescimento das plan-

tas e do crescimento celular, as SPC são formas frac-

tais de preenchimento de espaços constituídas por 

curvas contínuas tal que seus traços preenchem toda 

área bidimensional (como um quadrado) ou N-

dimensional (hipercubo) de uma maneira ordenada 

(Bader, 2012). 

 

3.2.1 Curvas de Hilbert 

Embora Giuseppe Peano tenha apresentado pela 

primeira vez as curvas de preenchimento espacial 

(Sergeyev and Strongin and Lera, 2013), foi o mate-

mático David Hilbert (1862-1942) que difundiu esse 

campo da geometria (Bader, 2012). A curva de Hil-

bert é uma curva de preenchimento do espaço que 

visita todos os pontos de uma grade quadrada com 

um tamanho de 2 × 2, 4 × 4, 8 × 8, 16 × 16 ou qual-

quer outra potência de R
2
 (Sagan, 1994). 

Os elementos básicos das curvas de Hilbert são 

os chamados de "copos" (um quadrado com um lado 

aberto) e "junções" (um vetor que une dois copos). O 

lado aberto de um copo pode ser superior, inferior, 

esquerdo ou direito. Além disso, cada copo possui 

dois pontos finais, e cada um deles pode ser o ponto 

de entrada ou o ponto de saída. Assim, existem oito 

variedades possíveis de copos. Na prática, uma curva 

de Hilbert usa apenas quatro tipos de copos e tem 

uma direção: para cima, para baixo, para a esquerda 

ou para a direita (Bader, 2012). 

Como mostrado na Figura 6, uma curva de Hil-

bert de primeira ordem é apenas um único copo (Fi-

gura 6-A) que preenche um espaço 2 × 2. Na curva 

de segunda ordem esse copo é substituído por quatro 

outros menores, que são ligadas por três junções (Fi-

gura 6-B). A cada próxima ordem o processo é repe-

tido, substituindo cada copo por quatro outros meno-

res interligados por três novas junções. 

 

 
Figura 6 - Curva de Hilbert em diferentes ordens. 

 

3.2.2 Mapeamento da Curva de Hilbert 

No momento de sua geração, as curvas de Hilbert 

impõem uma ordem de pontos a todas as células de 

sua matriz que são ordenados de acordo com a se-

quência em que a curva visita as células da matriz. 

Dessa forma, a classificação de um conjunto de pon-

tos ocorre de acordo com a formação das curvas, que 

inicialmente precisa encontrar uma decomposição em 

que cada ponto esteja localizado em diferentes célu-

las para somente então estabelece a ordenação dos 

pontos (Bartholdi and Goldsman, 2000). 

Após a formação completa das curvas no preen-

chimento de uma determinada área, uma ordem das 

células visitadas é gerada, consequentemente possibi-

litando o mapeamento completo da área em questão. 

A Figura 7 apresenta como é formada a sequên-

cia de mapeamento de uma área utilizando as curvas 

de preenchimento de espaço proposto por Hilbert. 

Para cada nível de decomposição há um diferente 

mapeamento e quanto maior a ordem, mais detalhado 

é o nível do mapeamento. 

 

 
Figura 7 – Mapeamento da Curva de Hilbert de ordem 3. 

3.2.3 Aplicação da Curva de Hilbert na Resolução 

de Problemas de Rota de Menor Custo 

Uma propriedade útil de uma curva de preenchimen-

to de espaço é que ela tende a visitar todos os pontos 

de uma região depois de ter entrado em seu quadran-

te. Assim, pontos que estão próximos uns dos outros 

no plano tendem a estarem próximos uns dos outros 

em aparência ao longo da curva. Dessa forma, pontos 

espalhados ao longo de uma área podem ser visitados 

na mesma sequência da formação da curva de preen-

chimento de espaço. 

Segundo John J. Bartholdi (Bartholdi, 2017), a 

heurística das curvas no preenchimento tem sido usa-

da em muitas empresas na construção de rotas de 

menor custo, como: 
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 Meals-on-Wheels em Fulton County (Atlan-

ta, GA), que entrega diariamente centenas 

de refeições para pessoas doentes ou idosas; 

 Para encaminhar entrega de sangue pela 

Cruz Vermelha Americana para hospitais na 

área metropolitana de Atlanta; 

 Na geração de rotas de visitas aos pontos tu-

rísticos de cidades da Alemanha. 

Ao aplicar a curva no preenchimento proposta 

por Hilbert no problema e geração de rotas dos pon-

tos de coletas de água existentes no município de 

Santa Tereza/ES, o algoritmo encontrou a rota mos-

trada na Figura 8. 

Para alcançar esse resultado foram realizadas 29 

visitas a um custo de 12.559,57 metros. Em compa-

ração com o melhor resultado encontrado pelo algo-

ritmo de Colônia de Formigas, foram 3 visitas a me-

nos e uma economia de 1.056,28 metros de desloca-

mento. 

 
Figura 8 – Aplicação da curva de Hilbert para a geração de rota 

dos pontos 

Ao aplicar a curva no preenchimento na geração 

de rotas dos pontos de coletas de água para o municí-

pio de Guarapari, o algoritmo elaborou uma rota de 

custo de 41.666,46 metros, como mostrada na Figura 

9. Em comparação com o melhor resultado encontra-

do pelo algoritmo de Colônia de Formiga, o algorit-

mo implementado apresentou 7 visitas a menos, o 

que gerou uma economia de 2.349,59 metros. Outro 

ponto importante é que utilizando o algoritmo de 

preenchimento de espaços a rota foi gerada em ape-

nas 7 segundos, enquanto que o algoritmo de Colônia 

de Formiga gerou um resultado pior em 16 minutos. 

 
Figura 9 – Aplicação da curva de Hilbert para a geração de rota 

dos pontos de coleta de amostra de água do município de Guara-

pari no Espírito Santo. 

3.2.4 Desvios de Pontos de Intervenção 

O sistema GIS da CESAN também possui informa-

ções de pontos de intervenção, que são obras que 

estão sendo realizadas pela empresa nas vias das ci-

dades. Na geração das rotas, essas informações po-

dem ser utilizadas para evitar que um determinado 

percurso seja realizado. A Figura 10 apresenta a rota 

de pontos de coleta de amostras de água no municí-

pio de Guarapari/ES contendo pontos de intervenções 

e seus respectivos desvios. 

Para cada ponto de intervenção existente no ma-

pa é gerada uma área (buffer) de 30 metros do ponto 

central. Além disso, pontos virtuais são criados di-

namicamente a 20 metros do limite do buffer (50 

metros do centro do ponto de intervenção). Estes 

valores foram determinados empiricamente, apresen-

tando bons resultados. Na sequência, todos os trechos 

da rota que fazem interseção com o ponto de inter-

venção são eliminados e recriados por meio do algo-

ritmo A*, que utiliza os pontos virtuais para realizar 

o desvio dos obstáculos.  

Figura 10 – Aplicação de desvio de obstáculos na rota dos pontos 

de coleta de amostra de água do município de Guarapari no Espí-

rito Santo. 

O algoritmo A* é uma instância do algoritmo ge-

ral de Busca-em-Árvore em que um nó é selecionado 

para expansão com base em uma função de avaliação 

ƒ(n). A função de avaliação é analisada como uma 

estimativa de custo, de modo que o nó com a menor 

avaliação será expandido primeiro (Russell and Nor-

vig, 2009). Ela avalia os nós através da combinação 

de g(n) e h(n), dada por: 

ƒ(n) = g(n) + h(n) , (4) 

onde: 

 g(n) o valor do custo do caminho percorrido 

desde o nó inicial até o nó n; 

 h(n) representa o custo estimado do caminho 

de menor custo do estado do nó n para um 

estado objetivo. 

3.2.5 Pontos Positivos na Utilização da Curva de 

Hilbert na resolução de Problemas de Rota 

 O algoritmo garante que todos os pontos es-

tarão na rota gerada, sem que haja caminhos 

redundantes; 
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 O tempo gasto na geração de todas as rotas 

ao longo desse estudo foram inferiores a 20 

segundos; 

 O algoritmo pode ser aplicado em casos di-

nâmicos, em que novos pontos são adicio-

nados ou removidos do espaço de busca sem 

que haja a necessidade realizar ajustes na 

implementação do algoritmo. 

 Algoritmo é de fácil implementação; 

 O algoritmo é rápido necessário apenas O (n 

log n) de esforço para construir uma excur-

são de n pontos e apenas O (log n) de esfor-

ço para atualizar a solução, adicionando ou 

removendo pontos (Bartholdi, 2017). 

 

3.2.6 Pontos Negativos na Utilização da Curva de 

Hilbert na Resolução de Problemas de Rota 

 O algoritmo não garante gerar a melhor rota 

possível para todos os problemas de rotas; 

 O algoritmo não pode ser aplicado em gera-

ção de rotas que não há obrigatoriedade de 

visita a todos os pontos do espaço de busca; 

 Pontos indesejados precisam ser removidos 

do espaço de busca antes da execução o al-

goritmo. 

 

3  Resultados   

Após o estudo e implementação das técnicas para a 

geração automática de rotas, foi implementado um 

novo módulo WEB no sistema GIS da empresa CE-

SAN possibilitando que o usuário da aplicação faça 

consultas em pontos contidos nas camadas de Solici-

tação de Serviços, Ponto de Coleta de Amostra de 

Água, Hidrante e Clientes Clandestinos, como mos-

trado. A Figura 11 mostra uma rota gerada contendo 

bloqueios e seus respectivos desvios. Já a Figura 12 

apresenta a importação da rota mostrada na Figura 11 

no Google Maps, para que os empregados possam 

utilizá-la para realizar todo o trajeto.  

 

 
Figura 11 – Rota de atendimento de solicitações de serviço para o 

município de Anchieta. Rota contendo bloqueios e desvios. 

 

 
Figura 12 – Importação da rota para o Google Maps para a reali-

zação do trajeto. 

 

As Tabelas 1, 2 e 3 apresentam um comparativo 

entre os resultados obtidos pelo algoritmo de Otimi-

zação da Colônia de Formigas e o algoritmo Space-

Filling Curves. Nessas tabelas é possível verificar 

que o algoritmo baseado na curva de Hilbert apresen-

tou melhores resultados em todos os critérios anali-

sados: número de visitas, tempo de processamento e 

custo da rota. Tais resultados demonstram e validam 

a aplicabilidade da metodologia adotada neste traba-

lho – em destaque para a rota de Anchieta que foi 

gerada em apenas 7 segundos com um custo de 

7.842,90 metros, o que significou uma economia de 

1.162,42 metros em comparação com a rota gerada 

pelo algoritmo de Colônia de Formiga para a mesma 

localidade.  

Quando comparado os resultados apresentados 

nas Tabelas 2 e 3 é possível perceber que até mesmo 

nas rotas contendo pontos de intervenção, o algorit-

mo fractal obteve melhores resultados quando com-

parados com as rotas geradas pelo algoritmo de Co-

lônia de Formiga sem bloqueios. 

É importante destacar que na presença de pontos 

de intervenção, o algoritmo de Colônia de Formigas 

deve ser gerado novamente, o que já inviabiliza sua 

aplicação na prática. Por isso, não foram gerados 

resultados com pontos de intervenção.  

Tabela 1. Resultados obtidos pelo Algoritmo de Space-Filling 

Curves na geração de rotas sem pontos de intervenção. 

Município Nº de 

Pontos 

Nº de 

Visitas 

Tempo 

(segundos) 

Custo 

(metros) 

Anchienta 42 42 07 7.842,90 

Guarapari 50 50 09 21.485,74 

Jardim 

Cambiri - 

Vitória 

95 95 12 12.566,44 

Praia da 

Costa - Vila 

Velha 

74 74 10 10.118,95 

Itapuã - 

Vila Velha 

47 47 08 7.873,46 

Centro - 

Vitória 

57 57 09 9.653,07 

Centro - 

Vila Velha 

44 44 07 8.851,34 
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Tabela 2. Resultados obtidos pelo Algoritmo de Space-Filling 

Curves na geração de rotas com pontos de intervenção. 

Município Nº de 

Pontos 

Nº de 

Visitas 

Tempo 

(segundos) 

Custo 

(metros) 

Anchienta 42 42 18 8.153,47 

Guarapari 50 50 24 21.809,28 

Jardim 

Cambiri - 

Vitória 

95 95 32 13.010,85 

Praia da 

Costa - Vila 

Velha 

74 74 28 10.624,08 

Itapuã - 

Vila Velha 

47 47 22 8.201,56 

Centro - 

Vitória 

57 57 26 9.985,53 

Centro - 

Vila Velha 

44 44 18 9.058,72 

Tabela 3. Resultados obtidos pelo Algoritmo da Otimização da 

Colônia de Formigas sem pontos de intervenção. 

Município Nº de 

Pontos 

Nº de 

Visitas 

Tempo 

(segundos) 

Custo 

(metros) 

Anchienta 42 44 744 9.005,32 

Guarapari 50 56 1031 24.341,24 

Jardim 

Cambiri - 

Vitória 

95 102 1455 15.432,44 

Praia da 

Costa - Vila 

Velha 

74 77 1302 11.005,15 

Itapuã - 

Vila Velha 

47 50 932 8.322,54 

Centro - 

Vitória 

57 62 1148 11.010,43 

Centro - 

Vila Velha 

44 48 840 9.767,02 

4   Conclusão 

O trabalho propôs e implementou um algoritmo 

para a geração automática de rotas de menor custo 

para diferentes camadas de informações geográficas 

existentes no sistema da Companhia Espírito Santen-

se de Saneamento (CESAN). Neste contexto, as rotas 

geradas com o auxílio da curva de preenchimento de 

espaço em todos os casos apresentaram, em relação 

ao algoritmo tradicional baseado na teoria de Colônia 

de Formiga, uma melhora de até 94% no tempo de 

geração e de 13% no custo (em metros) da rota final. 

Além disso, em alguns casos o algoritmo basea-

do na Colônia de formigas apresentou redundância, 

ou seja, visitou alguns pontos mais de uma vez, o que 

não ocorreu para o algoritmo proposto. 

5   Trabalho Futuros 

Como trabalhos futuros pode-se destacar a utili-

zação de outras curvas de preenchimento aplicadas 

na geração de rota, como demonstrado por John J. 

Bartholdi (Bartholdi, 2003), que utilizou a curva de 

preenchimento de espaço de Sierpinski, proposta 

pelo matemático russo Waclaw Sierpinski (1882-

1969) na geração de rotas automáticas. Além disso, 

pode-se utilizar outros algoritmos de otimização de 

rotas em conjunto com os pontos de intervenção ba-

seados, por exemplo, em Algoritmos Genéticos para 

fins de comparação com o algoritmo proposto. 
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