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Abstract— This work presents the application of probabilistic constraints (chance constraints) to the problem
of temperature control of large solar fields. It seeks to incorporate the uncertainties into the process model and
improve MPC robustness. This approach allows to establish the probable risk of the violation of the constraints
in the optimization problem having knowledge of the uncertainty statistical behavior. The performance of the
method when applied to a large solar plant with four fields is illustrated by simulations. The comparison of
results with respect to the deterministic solution shows the interest of the method.
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Resumo— Neste trabalho apresenta-se a aplicação de restrições probabiĺısticas ao problema de controle de
temperatura de campos solares de grande porte. Busca-se incorporar as incertezas ao modelo do processo e
melhorar a robustez do MPC. Esta abordagem permite estabelecer o risco provável da violação das restrições
do problema de otimização tendo conhecimento do comportamento estat́ıstico da incerteza. O desempenho do
método quando aplicado a um campo solar de grande porte é ilustrado por simulações. A comparação dos
resultados com relação à solução determińıstica mostra o interesse do método.

Palavras-chave— Restrições Probabiĺısticas, Controle Preditivo Estocástico, Controle de Processos.

1 Introdução

Em campos solares de grande porte é comum que
a irradiação solar alcance valores diferentes para
cada setor do campo durante o dia devido à pas-
sagem de nuvens localizadas. Esta situação confi-
gura um problema dif́ıcil de tratar devido à carac-
teŕıstica estocástica da irradiação solar, cuja vari-
ação pode ser muito rápida e de grande amplitude
e à dinâmica acoplada dos setores do campo su-
jeitos a diferentes perturbações, já que, ao existir
a recirculação do flúıdo, o efeito das perturbações
na temperatura de sáıda de cada setor do campo
pode afetar a temperatura de entrada dos demais
setores do campo, configurando a interdependên-
cia entre eles.

A respeito do problema de setores do campo
estarem sujeitos a diferentes perturbações, o tra-
balho feito por Vergara et. al. (2016) comparou
o desempenho de campos solares de grande porte
com setores conectados em série e em paralelo,
mostrando a vantagem de utilizar a configuração
em paralelo por possibilitar a desativação de cam-
pos cuja irradiação for insuficiente.

Por outro lado, a presença de variáveis esto-
cásticas em problemas envolvendo controle pre-
ditivo baseado em modelo (MPC) pode resultar,
dentre outras coisas, em dificuldades para aten-
der às restrições nas variáveis de sáıda e/ou esta-

dos do processo, uma vez que as incertezas oca-
sionam predições também incertas. Para mini-
mizar esse problema é posśıvel incorporar as in-
certezas ao modelo e reescrever as restrições de
forma probabiĺıstica melhorando a robustez do
MPC (Schwarm and Nikolaou, 1999).

A abordagem de restrições probabiĺısticas per-
mite estabelecer o risco de violação da restri-
ção original desde que o comportamento esto-
cástico das perturbações possa ser modelado por
uma Função Densidade de Probabilidade (PDF)
de uma variável aleatória e esta informação seja
inserida no modelo de predição. Neste trabalho
aborda-se o conceito de restrições probabiĺısticas
(Boyd and Vandenberghe, 2004; Charnes and Co-
oper, 1969) aplicado ao problema dos campos so-
lares de grande porte.

O trabalho está organizado da seguinte forma:
na seção 2 apresenta-se a modelagem do sistema
a ser estudado, na seção 3 o tipo de controlador
utilizado, na seção 4 apresenta-se a modelagem
probabiĺıstica e na seção 5 detalha-se o conceito e
formulação das restrições probabiĺısticas (Chance
Constraints). Por fim, nas seção 6 apresentam-se
os resultados e em seguida, na seção 7, as conclu-
sões.
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2 Modelagem do processo

Para simular o comportamento de um campo de
grande porte em escala reduzida, quatro campos
individuais foram arranjados em paralelo, como
proposto em (Vergara Dietrich et al., 2016). Cada
campo individual de 250m2 de coletores possui
uma válvula proporcional na entrada e as suas sáı-
das são interconectadas, gerando um sistema com
quatro entradas manipuladas, 12 perturbações (I,
Ta e TiF para cada campo) e uma sáıda contro-
lada, como pode ser visto na Figura 1. O objetivo
do sistema é manter a temperatura da água acima
de 66, 5 ◦C.

O modelo de cada campo solar individual é
dado por

ρCpAaṪoF (t) = βII(t) − H

Leq
(T̄ (t) − Ta(t))

− Cp

ηeq
ṁF (t− dc)

ToF (t) − TiF (t)

Leq

(1)

onde ToF é a temperatura da água na sáıda, I é
a irradiação solar, T̄ é a temperatura média do
campo (que é dada pela média aritmética entre a
temperatura de entrada e a de sáıda do campo),
Ta é a temperatura ambiente, ṁF é a vazão más-
sica da água, dc é o atraso de transporte entre a
entrada e a sáıda e TiA é a temperatura de entrada
da água. Os demais elementos são parâmetros do
processo, cujos valores foram ajustados seguindo
como referência o trabalho de (Roca et al., 2008)
e estão representados na Tabela 1.

As variações na intensidade da irradiação so-
lar durante o dia, a temperatura da água de en-
trada no campo solar e a temperatura ambiente
são consideradas perturbações. As perturbações
provenientes da irradiação solar são resultantes da
variação da irradiação durante o dia e da passa-
gem de nuvens acima do campo solar, que podem
ser perturbações muito rápidas e de grande am-
plitude, diferentemente da temperatura ambiente
cuja dinâmica é muito mais lenta. Por outro lado,
a variação da temperatura da água de entrada
no campo solar é decorrente de vários elementos,
como a própria irradiação solar, a vazão da água
e a temperatura ambiente.

Para otimizar a eficiência do campo e evitar
esforços internos por dilatação que danifiquem o
conjunto, deve ser considerada uma restrição para
a diferença de temperatura entre a entrada e sáıda
do campo (Roca et al., 2008). Para este trabalho
será considerada a restrição

ToF < ToF < ToF (2)

sendo ToF = TiF + 5 ◦C e ToF = TiF + 25 ◦C.
Por outro lado, para manter o equiĺıbrio hidrodi-
nâmico e evitar a cavitação da bomba, a vazão
mássica é limitada em

ṁF < ṁF < ṁF (3)

Tabela 1: Parâmetros do processo
Śımb. Descrição Valor

Aa Seção reta do absorvedor 1, 7453x10−4 m2

Cp Calor espećıfico da água 4190 J/kgK
H Coeficiente de perdas térmicas 4 J/sK
Leq Comprimento equivalente do

tubo absorvedor
5, 67 m

βI Constante associada à Irradi-
ância do modelo

0, 1024 m

ρ Densidade da água 975 kg/m3

dc Atraso de transporte no campo
solar para este trabalho

50 s

ηeq Parâmetro do processo 588

com ṁF = 1, 2 kg/s e ṁF = 4, 8 kg/s. A vazão
do arranjo é dada por

ṁA =

4∑
i=1

ṁFi (4)

sendo ṁA a vazão resultante do arranjo e ṁFi,
com i = 1, 2, 3 e 4, as vazões individuais de cada
campo.

Figura 1: Campo de grande porte - Arranjo de
quatro campos individuais em paralelo

A temperatura de sáıda do arranjo é aproxi-
mada1 por

ToA =

4∑
i=1

ToFi ṁi

ṁA

(5)

sendo ToA a temperatura resultante do arranjo dos
campos solares, ToFi e ṁi, com i = 1, 2, 3 e 4,
as temperaturas de sáıda e as vazões mássicas de
cada campo e ṁA a vazão resultante do arranjo.

As variáveis do processo podem ser vistas na
Tabela 2, sendo a temperatura da água de sáıda
do campo solar ToF a variável a ser controlada e a
vazão da água que passa pelo campo ṁF a variável
manipulada.

3 Controle Preditivo PNMPC

O Controle Preditivo Baseado em Modelo (MPC)
é uma famı́lia de técnicas de controle que fazem
uso de um modelo para predizer o comportamento

1Por simplicidade, o modelo desconsidera a dinâmica da
mistura.
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Tabela 2: Variáveis do processo
Simb. Descrição Unidade
ToF Temperatura de sáıda do campo solar ◦C
ToA Temperatura de sáıda do arranjo ◦C
ṁF Fluxo mássico no interior do campo solar kg/s
ṁA Fluxo mássico do arranjo kg/s
I Irradiação solar W/m2

TiF Temperatura de entrada do campo solar ◦C
TiA Temperatura de entrada do arranjo ◦C
Ta Temperatura ambiente ◦C

futuro do processo e, com base nessas predições,
minimizar uma função de custo que pondera o erro
de seguimento de referências e as ações de controle
e considera um conjunto de restrições nas variáveis
envolvidas (Camacho and Bordons, 2007).

Neste trabalho será utilizado o controlador
MPC chamado de Practical Non-Linear Mo-
del Predictive Control (PNMPC)(Plucênio, 2010),
que é um controlador concebido para controlar
sistemas não lineares. O uso e o interesse por
algoritmos MPC para este tipo de sistemas já
foi abordado no trabalho de (Vergara Dietrich
et al., 2016). Para o problema dos campos solares
proposto neste trabalho a função custo é dada por

J =[Ŷ −W ]′Q[Ŷ −W ]

+ ∆u′R∆u+ u′Mu
(6)

sendo que Q, R e M são as ponderações das par-
celas de J para seguimento de referência da tem-
peratura do arranjo, penalização da variação do
controle e minimização da vazão do sistema, res-
pectivamente. Ŷ é o vetor com as temperaturas
de sáıda do arranjo preditas, W é o vetor com as
referências das temperaturas de sáıda do arranjo
do sistema, ∆u são os incrementos futuros de va-
zão em cada campo (variáveis manipuladas) e u é
a vazão total do arranjo.

A função custo (6) requer o cálculo das sáı-
das preditas do sistema que podem ser calculadas
como função das variáveis de decisão ∆u conhe-
cendo o modelo do processo. Porém, para que o
problema de otimização resultante seja um pro-
blema de programação quadrática (QP), o mo-
delo (1) não pode ser utilizado diretamente. O
PNMPC calcula as predições através do modelo

Ŷ = Gu∆u+Gi∆i+ f (7)

sendo ∆i o vetor de incrementos da irradiação
futura2, f representa a resposta livre do sistema
e Gu e Gi são as matrizes que relacionam, de
forma linear, os controles futuros e a irradiação
futura com as sáıdas preditas3.

Desta forma, o problema de otimização res-
trito pode ser escrito como

MPC1 : min
∆u

J (8)

s.a.

Ŷ = Gu∆u + Gi∆i + f (9)

∆u ≤ ∆u ≤ ∆u (10)

Ŷ ≤ Y (11)

2Ação feedforward.
3Gu e Gi são calculadas de maneira diferente para cada

tipo de estratégia de MPC.

ao longo do horizonte de predição N , com ∆u e
∆u vetores contendo os mı́nimos e máximos incre-
mentos de controle futuro, respectivamente; Y o
vetor contendo os limites máximos para a tempe-
ratura de sáıda dos campos ao longo do horizonte
de predição. Para este trabalho foi definido que a
restrição de limites mı́nimos para a temperatura
de sáıda dos campos será tratada fora do contexto
probabiĺıstico, sendo que cada campo será desati-
vado (vazão = zero) quando sua temperatura na
sáıda cair abaixo da temperatura mı́nima Y .

4 Modelagem Probabiĺıstica

A fim de incluir a incerteza das predições da irra-
diação futura ao modelo, os incrementos da irra-
diação futura ∆i podem ser separados em

∆i = ∆id︸︷︷︸
determinístico

+ ∆ie︸︷︷︸
estocástico

(12)

sendo ∆id a parte conhecida (estimada ou his-
tórica) e ∆ie a parte da incerteza que pode ser
aproximada por uma Função Densidade de Proba-
bilidade com parâmetros conhecidos, comumente
através de uma variável aleatória gaussiana inde-
pendente.

É importante salientar que muitos dos fenô-
menos metereológicos são autocorrelacionados4, o
que permite fazer estimações. Particularmente, a
irradiação solar é um fenômeno que apresenta cor-
relação significante apenas com a irradiação ime-
diatamente anterior (Aguiar et al., 1988). Isto
mostra a dificuldade na predição dos valores de
irradiação solar e justifica a utilização da aborda-
gem probabiĺıstica.

Dessa forma, o modelo (7) pode ser reescrito
como

Ŷ = Gu∆u+Gi∆id +Gi∆ie + f . (13)

Considerando a parte da incerteza dos incre-
mentos da irradiação futura como sendo uma va-
riável gaussiana com média µ = 0 e variância
σ2, ∆ie ∼ N (0, σ2), é posśıvel obter a transfor-
mação da variável aleatória para a forma padroni-
zada através da relação ∆z(k) = (∆ie(k)− µ)/σ,
obtendo

Gi∆ie = P∆z (14)

sendo P uma matriz diagonal contendo os desvios
padrões da nova variável ∆z ao longo do horizonte
de predição N5. Incorporando as incertezas da

4Correlação entre membros de uma mesma série de ob-
servações ordenadas segundo um critério temporal ou es-
pacial (Kendall et al., 1971). Uma das causas da auto-
correlação de um sinal é a inércia que o sistema possui
(Damodar Gujarati, 2008) de forma que o valor da variável
em um determinado instante também depende de valores
anteriores.

5Os desvios padrão de uma transformação linear G∆ie
são a ráız quadrada dos elementos da diagonal principal da
matriz de covariância Σ = (GiσG

′
i).
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irradiação ao modelo de forma probabiĺıstica, a
equação (13) pode ser rescrita como

Ŷ = Gu∆u+Gi∆id + P∆z + f . (15)

5 Restrições Probabiĺısticas (Chance
Constraints)

O controlador MPC requer o cálculo das sáıdas
preditas do sistema. Entretanto, na prática não
se tem conhecimento dos valores futuros da parte
estocástica da perturbação e, portanto, não é pos-
śıvel calcular precisamente o valor das predições
Ŷ . Entretanto, dentro do contexto probabiĺıstico
é posśıvel calcular a esperança matemática E[ · ]
das predições do modelo (15), como

E[Ŷ ] = E[Gu∆u+Gi∆id + P∆z + f ]. (16)

Como a esperança de uma variável determi-
ńıstica é a própria variável, a equação (16) pode
ser reescrita como

E[Ŷ ] = Gu∆u+Gi∆id + f +E[P∆z] (17)

com E[P∆z] = 0, pois a esperança da variável ale-
atória gaussiana padronizada é nula.

Desta forma, o problema de otimização dispõe
não mais das predições Ŷ , mas sim da E[Ŷ ], que
equivale ao valor da predição completa dada por
(13) substituindo a parte estocástica da perturba-
ção pelo seu valor esperado.

Portanto, o problema de otimização MPC1
pode ser reescrito como

MPC2 : min
∆u

E[J ] (18)

s.a.

E[Ŷ ] = Gu∆u + Gi∆id + f (19)

∆u ≤ ∆u ≤ ∆u (20)

P
{
Ŷ ≤ Y

}
≥ p (21)

com p sendo um vetor dos valores (1−δ) ao longo
do horizonte de predição N e δ o risco aceitável
para a violação da restrição probabiĺıstica, confi-
gurando um problema MPC estocástico.

Uma forma de utilizar a restrição probabiĺıs-
tica (21) no problema de otimização quadrática é
obtendo a sua equivalente determińıstica. Substi-
tuindo (15) na restrição (21) obtém-se

P
{
Gu∆u+Gi∆id + P∆z + f ≤ Y

}
≥ p. (22)

Separando a parte estocástica à esquerda e a
determińıstica à direita, tem-se

P

 ∆z︸︷︷︸
Estocástica

≤ P−1(Y −Gu∆u−Gi∆id − f)︸ ︷︷ ︸
Determinística

 ≥ p

(23)

que equivale à Função Densidade Acumulada
(CDF) da parte determińıstica, resultando em

ϕ
{
P−1(Y −Gu∆u−Gi∆id − f)

}
≥ p. (24)

Substituindo (19) em (24), obtém-se a res-
trição determińıstica equivalente para a restrição
probabiĺıstica (21) como

Ŷ ≤ Y − Pϕ−1(δ) (25)

sendo ϕ−1(δ) o vetor de valores da CDF para
o risco de violação da restrição δ ao longo do
horizonte de predição N6. Portanto, é posśıvel
substituir a restrição probabiĺıstica (21) pela res-
trição determińıstica equivalente (26), que nada
mais é do que a restrição original (11) enrijecida,
de forma que as violação da restrição determińıs-
tica resultará em violação da restrição original em
δ × 100% das vezes.

Entretanto, como é de se esperar, a variân-
cia da variável aleatória aumenta ao longo do ho-
rizonte de predição, podendo causar infactibili-
dade do problema de otimização. Este fato pode
ser especialmente problemático por conflitar com
escolhas de horizontes de predição maiores, nor-
malmente associados ao aumento da robustez do
problema em malha fechada. Yan and Bitmead
(2005) propõem o conceito de covariância de ma-
lha fechada que é a covariância do primeiro ins-
tante de predição sendo utiliza como valor cons-
tante para todo o horizonte N . Esta abordagem
permite evitar, além dos problemas de infactibi-
lidade, que as predições sejam demasiadamente
conservadoras, o que poderia tornar impraticá-
vel a implementação das restrições probabiĺısti-
cas. Neste trabalho é utilizada a covariância de
malha fechada para o cálculo da restrição (26),
resultando na restrição determińıstica

Ŷ ≤ Y − P ′ϕ−1(δ) (26)

sendo a matriz P ′ = INσ(k+1), com IN uma ma-
triz identidade de ordem N e σ(k+1) a raiz qua-
drada do primeiro elemento da diagonal principal
da matriz de covariância Σ = (GiσG

′
i).

6 Resultados

Para verificar o desempenho do sistema original
em comparação com o sistema sujeito às restrições
probabiĺısticas, ambos os casos foram submetidos
à mesma irradiação solar, temperatura ambiente
e temperatura da água de entrada. Os perfis de
irradiação podem ser vistos na Figura 2 e as tem-
peraturas de entrada e ambiente na Figura 3. Para
este trabalho foi definida a temperatura desejada
na sáıda do arranjo como sendo 70◦C. As Figu-
ras 4 e 5 mostram a evolução das temperaturas e
das vazões dos quatro campos com o processo ope-
rando com MPC1 (determińıstico) e MPC2 (esto-
cástico) utilizando a restrição probabiĺıstica apli-

6Como a modelagem da incerteza é inexata por defini-
ção, poderá ocorrer infactibilidade do problema de otimiza-
ção restrito, caso que pode ser contornado com a utilização
de variáveis de folga (soft constraints) (Schwarm and Ni-
kolaou, 1999).
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Tabela 3: Integral do erro quadrático da tempe-
ratura de sáıda do arranjo

MPC ISE
MPC1 (determińıstico) 1848.8
MPC2 (estocástico) 1784.0

ISE =
∑

[w(k)− y(k)]2.

cada ao limite máximo de temperatura Y . Con-
vém destacar, e é posśıvel perceber, que as oscila-
ções apresentadas pelo campo 3 após 400 minutos
de simulação são resultantes da oscilação da irra-
diação incidente nesse mesmo instante no próprio
campo e não por eventual oscilação oriunda da di-
nâmica do controle em malha fechada. Como

Figura 2: Perfil de irradiações para os diferentes
campos solares

Figura 3: Temperatura ambiente e de entrada
para os quatro campos solares

já foi dito, para cumprir a restrição de valor mı́-
nimo da equação (11) o sistema permite desativar
o campo que estiver abaixo da temperatura acei-
tável7 cuja irradiação for insuficiente para manter
a temperatura da água de sáıda do campo den-
tro dos limites de operação (2), desde que seja
atendida a restrição de vazão do arranjo (4). Na
Figura 5 é posśıvel verificar os momentos em que

7Neste trabalho, o campo é desativado quando a tem-
peratura de sáıda permanecer menor ou igual à de entrada
por um peŕıodo maior do que um minuto.

os campos são desativados (cortados), ou seja, que
a vazão é igual a zero.

Figura 4: Temperatura de sáıda dos campos para
o MPC1 e MPC2

Nota-se, na Figura 4, que a temperatura de
sáıda dos campos do MPC2 é mantida aproxima-
damente 4◦C abaixo do limite máximo estabele-
cido. Isto ocorre porque a restrição probabiĺıstica
deixa o sistema, de certa forma, mais conservador
na medida em que enrijece a restrição original por
conhecer a variância do sinal da irradiação. Esta
ação “protege” o sistema das eventuais variações
no valor da irradiação que resultariam em viola-
ção da restrição original. A Figura 6 mostra a
temperatura e a vazão final do arranjo do sistema
operando com os dois algoritmos MPC. Percebe-se
que ambos os casos mantém o valor da tempera-
tura de sáıda do arranjo aceitavelmente em torno
do valor desejado de 70◦C.

O desempenho do sistema para ambos os al-
goritmos MPC, determińıstico (MPC1) e estocás-
tico (MPC2), pode ser comparado através da In-
tegral do Erro Quadrático (ISE) para seguimento
de referência (Tabela 3) e da Varição Total para o
sinal de controle (Tabela 4). Nota-se que a abor-
dagem probabiĺıstica apresenta menor erro qua-
drático mostrando mais facilidade para o segui-
mento de referência. Por outro lado, as vazões
dos campos apresentam maior variação total in-
dicando que os atuadores são mais demandados
para manter as temperaturas de sáıda dos cam-
pos dentro dos limites estipulados pelas restrições
probabiĺısticas.
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Figura 5: Vazão dos campos para o MPC1 e
MPC2

Figura 6: Temperatura e vazão do arranjo para o
MPC1 e MPC2

7 Conclusões

Neste trabalho foram apresentados os resultados
e caracteŕısticas da utilização das restrições pro-
babiĺısticas aplicadas ao problema de campos so-
lares de grande porte. A utilização da aborda-
gem probabiĺıstica para problemas com incerte-
zas de grande variância, como é o caso da irra-
diação solar, pode tornar as restrições ao longo
do horizonte de predição tão conservadoras que
inviabilizariam a sua utilização. Uma forma de
contornar esse problema é utilizando a variância
de malha fechada, conceito introduzido por Yan
e Bitmead (2005). Percebeu-se que com o uso da
restrição probabiĺıstica o sistema tem mais faci-
lidade de permanecer na temperatura de referên-
cia, ao passo que demanda mais ação dos atuado-
res para isso. Como trabalho futuro pretende-se
analisar e determinar as condições de estabilidade

Tabela 4: Variação total do sinal de controle (va-
zão) dos campos TV

MPC Campo 1 Campo 2 Campo 3 Campo 4
MPC1 85.1 81.8 51.1 56.7
MPC2 81.3 93.8 87.0 64.6

TV =
∑
|∆ṁ(k)|

para algoritmos MPC aplicados a sistemas h́ıbri-
dos estocásticos não lineares.
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