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Abstract This work presents a methodology for robust stability analysis of uncertain discrete-time time-invariant linear systems 
represented by polytopic system models. Analysis formulations based on linear matrix inequalities are popular but they may fail 

in the case of systems with higher order and/or higher number of polytope vertices. In a previous work, it was proved that combining 

an analysis formulation based on linear matrix inequalities with a polytope division technique, it is possible to determine whether 

a polytopic system is robustly stable or to locate an unstable system instance in the polytope otherwise. In a recent work, the 

Differential Evolution method was applied for robust stability analysis of continuous-time systems. The contribution of this work 

is to evaluate the  robust stability analysis method based on the differential evolution algorithm for the case of discrete-time sys-

tems. We also propose an improvement on this analysis method considering a better way to choose the initial population in the 

differential evolution algorithm. We present the results of extensive testing with 600 polytopic systems generated randomly to 

compare with the method based on linear matrix inequality combined with polytope subdivision. 

Keywords  Control theory, robust stability analysis, polytopic systems, differential evolution method. 

Resumo Este trabalho apresenta uma metodologia de análise de estabilidade robusta de sistemas lineares invariantes no tempo, 
incertos, tempo discreto, representados por modelos de sistemas politópicos. Formulações de análise baseadas em desigualdades 

matriciais lineares são populares, porém, podem falhar para o caso de sistemas de ordem mais elevada e/ou maior número de 

vértices do politopo. Em trabalho anterior foi provado que, combinando uma formulação de análise baseada em desigualdades 

matriciais lineares com uma técnica de divisão de politopos, é possível determinar se um sistema politópico é robustamente estável 

ou localizar um caso de sistema instável no politopo, em caso contrário. Em um trabalho recente aplicou-se o método Evolução 

Diferencial para análise de estabilidade robusta de sistemas em tempo contínuo. A contribuição desse trabalho é avaliar o método 

de análise de estabilidade robusta baseado no algoritmo evolução diferencial para o caso de sistemas em tempo discreto. Nós 

propomos também uma melhoria no método de análise considerando uma forma melhor de escolha da população inicial do algo-

ritmo evolução diferencial. São apresentados resultados de testes exaustivos, com 600 sistemas politópicos gerados de forma ale-

atória, para comparar com o método baseado em desigualdades matriciais lineares combinadas com divisão de politopos. 

Palavras-chave Teoria de controle, análise de estabilidade robusta, sistemas politópicos, método evolução diferencial.

1    Introdução  

A representação de sistemas como sistemas lineares 

invariantes no tempo (SLIT) é bastante empregada de-

vido a sua simplicidade de análise e de síntese. Com a 

inclusão de incertezas no modelo, a aplicabilidade de 

SLIT é ainda maior. Uma possibilidade de representa-

ção de sistemas incertos é através de sistemas politó-

picos. Um dos principais motivos da popularidade dos 

sistemas politópicos são as formulações de análise e 

síntese baseadas em desigualdades matriciais lineares 

(LMI, do inglês Linear Matrix Inequality) (Boyd et 

al., 1994). Com as formulações LMI, consegue-se 

analisar e projetar sistemas de controle robusto consi-

derando apenas os vértices do politopo. 

Existem diferentes formulações LMI para a aná-

lise de estabilidade robusta de SLIT, tanto para o caso 

de tempo contínuo como discreto, ou no formato mais 

geral de Ɗ-estabilidade (Peaucelle et al., 2000), pro-

venientes das condições de estabilidade de Lyapunov. 

A formulação mais simples é a condição de estabili-

dade quadrática (Boyd et al., 1994) que se baseia em 

uma função de Lyapunov simples, com uma única va-

riável de Lyapunov para todos os vértices, mas esta, é 

a mais conservadora. Para diminuir o conservado-

rismo, conseguem-se aplicar variáveis de Lyapunov 

dependentes de parâmetros (Peaucelle et al., 2000; Ra-

mos e Peres, 2002; Leite e Peres, 2003; Oliveira e Pe-

res, 2005) e funções de Lyapunov com dependência 

polinomial de parâmetros (Bliman, 2004; Henrion et 

al., 2004; Chesi et al., 2005; Oliveira e Peres, 2006; 

Chesi, 2008; Chesi, 2010). Como averiguado em Leite 

e Peres (2003) e Gonçalves et al. (2007), existe uma 

diminuição na eficiência da formulação LMI de aná-

lise com o incremento da ordem do sistema ou do nú-

mero de vértices do politopo. 

 Consegue-se gerar formulações com menor con-

servadorismo ao aumentar o número de variáveis de 

decisão com o custo de maior tempo de processa-

mento. Contudo, mesmo com formulações LMI mais 

complexas, existem exemplos onde não é possível de-

terminar se um sistema politópico é robustamente es-

tável ou não. Este problema motivou a obtenção de um 

método de análise combinando formulações LMI com 

uma técnica de divisão de politopo (Gonçalves et al., 

2006; Gonçalves et al., 2007). Neste método, foi ana-

lisado que, quando uma formulação baseada em LMI 

não é factível para um determinado politopo, esta pode 

se tornar factível se for aplicada as subdivisões do po-

litopo. Assim, é possível determinar se um sistema é 

robustamente estável dividindo cada politopo, de 

modo que, todos eles resultem em uma solução factí-

vel para formulação de análise LMI. O sistema não 
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sendo robustamente estável, localiza-se um caso de 

sistema instável correspondente a um dos vértices dos 

politopos obtidos nas subdivisões. 

O método LMI/divisão pode ser considerado 

como uma condição necessária e suficiente para aná-

lise de estabilidade robusta. Em Gonçalves et al. 

(2007) foi demostrado que este método requer menor 

custo computacional comparado às formulações LMI 

mais complexas. Existe outra abordagem para análise 

robusta que busca garantir uma certa precisão proba-

bilística de acerto, admitindo um determinado risco 

(Tempo et al., 1997; Ugrinovskii et al., 2004; Calafi-

ore et al., 2011). O método LMI/divisão tem a mesma 

desvantagem das formulações LMI referente ao au-

mento do custo computacional quando se aumenta a 

ordem do sistema e/ou o número de vértices do poli-

topo. Assim, existe a motivação no desenvolvimento 

de metodologias alternativas para análise de estabili-

dade robusta de SLIT. Uma destas alternativas é o tra-

balho de Moura e Gonçalves (2016) onde foi proposto 

uma metodologia de análise de estabilidade robusta 

para SLIT no tempo contínuo baseada no algoritmo 

evolução diferencial (DE, do inglês Differential Evo-

lution), onde foi obtido um percentual de sucesso em 

mais de 99% dos 18.000 testes realizados. Logo, 

quando o método LMI/divisão for proibitivo, do ponto 

de vista de custo computacional, o método DE pode 

ser considerado uma alternativa.  

A contribuição deste trabalho é avaliar e aprimo-

rar o uso do método evolução diferencial para análise 

de estabilidade robusta de SLIT em tempo discreto. O 

DE é um algoritmo de otimização evolucionário base-

ado em populações. A sua escolha é devido a sua sim-

plicidade de implementação, capacidade para obter o 

mínimo global de uma função não convexa de forma 

eficiente e geralmente com custo computacional me-

nor quando comparado aos outros algoritmos de oti-

mização baseados em populações. Para aprimorar o 

método, nós propomos uma nova forma de determina-

ção da população inicial que resulta em uma maior efi-

ciência do método. A principal motivação para o de-

senvolvimento deste método de análise será a sua apli-

cação em um procedimento iterativo de síntese de 

controle robusto (Moura et al., 2016) para o caso de 

sistemas discretos.  

2   Propósito 

O propósito do trabalho é desenvolver um método de 

análise de estabilidade robusta para sistemas em 

tempo discreto baseado no algoritmo otimização DE 

combinado com uma busca inicial baseada em grade 

para geração da população inicial.  

Considere o sistema discreto linear invariante no 

tempo descrito por: 
 

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴(𝜒)𝑥(𝑘)                 (1)     
     

sendo 𝑥(𝑘) ∈ ℝ𝑛 o vetor de variáveis de estado. Con-

sidere que a matriz A(𝜒) pode ter parâmetros incertos 

que pertencem a um conjunto compacto convexo, ou 

politopo, definido por seus vértices: 
 

       𝒜 ≜ {𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 ∶ 𝐴 = ∑ 𝜒𝑖𝐴𝑖 ;  𝜒 ∈ 𝛺

𝜂

𝑖=1

},     (2) 

       𝛺 ≜ {𝜒 ∈ ℝ𝜂  ∶ 𝜒𝑖 ≥ 0, ∑ 𝜒𝑖 = 1

𝜂

𝑖=1

},                (3) 

sendo 𝐴𝑖, 𝑖 = 1, … , 𝜂, os vértices do politopo e 𝜒 =
[𝜒1 … 𝜒𝑛]𝑇o vetor que parametriza o politopo. O sis-

tema politópico é robustamente estável se todos os au-

tovalores de A(𝜒) ϵ 𝓐, para todo 𝜒 ϵ 𝛺, estão locali-

zados dentro do disco de raio unitário, ou seja, pos-

suem módulo menor que 1. 

No sistema (1), pode-se verificar facilmente a es-

tabilidade robusta pelo seguinte problema de factibili-

dade LMI: o sistema (1) é quadraticamente estável se 

existe 𝑃 =  𝑃𝑇  ∈  ℝ𝑛×𝑛 tal que 𝑃 ≻ 0 e 
 

                                𝐴𝑖𝑃𝐴𝑖
𝑇 − 𝑃 ≺ 0,                       (4)    

 

para 𝑖 = 1, … , 𝜂. Este problema é facilmente resol-

vido pelos LMI solvers disponíveis. A exigência da 

formulação de estabilidade quadrática é grande para o 

caso de análise de estabilidade robusta de SLIT. Como 

explicitado na introdução, muitas formulações LMI 

com maior complexidade foram propostas com o ob-

jetivo de aumentar a taxa de sucesso para a identifica-

ção de sistemas robustamente estáveis ao preço de um 

aumento no esforço computacional.  

Através de testes exaustivos, foi mostrado que o 

método que une formulação LMI com divisão de po-

litopo é mais eficaz que as formulações LMI pura-

mente e pode apresentar menor custo computacional 

que formulações LMI mais complexas (Gonçalves et 

al., 2006; Gonçalves et al., 2007).  Esta metodologia 

está disponível para download no MATLAB® Central, 

File ID: #46647. A formulação descrita em Peaucelle 

et al. (2000) (Teorema 4) é uma boa indicação consi-

derando eficiência e complexidade, para ser utilizada 

nesta metodologia. Nesta formulação enuncia: o sis-

tema (1) é robustamente estável se existem 𝑃𝑖 = 𝑃𝑖
𝑇 ∈

ℝ𝑛×𝑛 , 𝐹 ∈  ℝ𝑛𝑥𝑛  e  𝐺 ∈  ℝ𝑛𝑥𝑛 tais que 𝑃𝑖 ≻ 0 e 
 

         [
−𝑃𝑖 + 𝐴𝑖

𝑇𝐹𝑇 + 𝐹𝐴𝑖 −𝐹 + 𝐴𝑖
𝑇𝐺

−𝐹𝑇 + 𝐺𝑇𝐴𝑖 𝑃𝑖 − (𝐺 + 𝐺𝑇)
]  ≺  0,        (5) 

 

para 𝑖 = 1, … , 𝜂. 

A desvantagem do método baseado na divisão do 

politopo é o crescimento do custo computacional com 

o número de vértice do politopo, η, que determina a 

dimensão do simplex. Com isto, o desenvolvimento de 

uma nova metodologia de análise é importante quando 

o custo computacional é proibitivo. 

A análise de estabilidade robusta do sistema poli-

tópico em tempo discreto pode ser descrita como um 

problema de otimização não-linear, em que é desejado 

calcular o maior valor do módulo dos 𝑛 autovalores 

das infinitas matrizes 𝐴(𝜒) ∈ 𝓐 para verificar se este 
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máximo é maior que 1. Para tratar o problema como 

um problema de minimização, será considerada a se-

guinte formulação: 
 

   𝜒∗ = min
𝜒𝜖𝛺

𝑓(𝜒), 𝑓(𝜒) ≜ 1 − max
𝑖

|𝜆𝑖(𝐴(𝜒))|       (6) 

 

sendo 𝜆𝑖(𝐴) o i-ésimo autovalor de 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛. Apli-

cando um algoritmo de otimização para solução do 

problema (6), se 𝑓(𝜒∗) ≤ 0, isto significa que existe 

um caso de 𝐴(𝜒) com autovalores fora ou sobre o 

disco de raio unitário no plano Z, ou seja, o sistema 

não é robustamente estável. Caso 𝑓(𝜒∗) > 0, existe 

uma grande probabilidade do sistema ser robusta-

mente estável. Por se tratar de um problema de otimi-

zação não convexo, com mínimos em diferentes regi-

ões de 𝛺, ou seja, multimodal, não existe uma garantia 

que a solução obtida seja o mínimo global da função, 

podendo existir um  𝜒 ≠ 𝜒∗ tal que 𝑓(𝜒) ≤ 0 em uma 

região não localizada pelo algoritmo de otimização. 

Algoritmos evolutivos, que são fundamentados 

em populações, apresentam maior probabilidade de 

localizar o mínimo global de funções multimodais. 

Existem diversos métodos de otimização evolutivo, 

como por exemplo, o algoritmo genético, o algoritmo 

evolução diferencial, o algoritmo de enxame de partí-

culas e o algoritmo de busca harmônica. A escolha 

para realização deste trabalho foi adotar o algoritmo 

evolução diferencial com base em experiência prévia. 

Outro ponto, é a facilidade de implementação do algo-

ritmo evolução diferencial, que é descrito na próxima 

seção. 

3   Método Evolução Diferencial 

O algoritmo Evolução Diferencial é um algoritmo de 

otimização evolucionário para solução de problemas 

com funções com domínio real (Storn e Price, 1997; 

Das e Suganthan, 2011). No algoritmo DE tem-se ope-

radores semelhantes aos empregados nos algoritmos 

evolucionários padrões, sendo estes operadores: mu-

tação, cruzamento ou recombinação e seleção. 

Seja 𝒰(𝑎,𝑏) um número real pseudoaleatório com 

distribuição uniforme dentro de um intervalo (a,b); 

𝔗(𝑚) um número inteiro pseudoaleatório com distri-

buição uniforme no intervalo [1, 𝑚]; 𝜒 ∈ ℝ𝜂o vetor de 

variáveis de otimização; e 𝑁 o número de indivíduos 

(soluções candidatas) da população. Defina a popula-

ção na k-ésima iteração, 𝜒𝑘 =  {𝜒𝑘,𝑖; 𝑖 = 1, … , 𝑁 }, 

sendo a i-ésima solução: 
 

                              𝜒𝑘,𝑖 = [

𝜒𝑘,𝑖,1

⋮
𝜒𝑘,𝑖,𝜂

]                                   (7) 

 

Uma contribuição desde trabalho em relação ao 

proposto por Moura e Gonçalves (2016) é que na cri-

ação da população inicial, nós propomos o uso de uma 

busca baseada em grade sobre cada aresta. Com base 

na grade, escolhe-se as ν soluções melhores em cada 

aresta, sendo ν um parâmetro a escolher. 

Os operadores do algoritmo DE são descritos nas 

subseções a seguir. 

3.1 População Inicial 

Neste trabalho, como mencionado anteriormente, para 

gerar a população inicial faz-se uma busca por meio 

de grade, com discretização 𝑎, sobre cada aresta, e es-

colhe as ν melhores soluções geradas por aresta. Além 

destes pontos gerados sobre as arestas, também são in-

cluídos na população os η vértices do politopo 𝛺. As-

sim, a fórmula para o tamanho total da população é 

dada por: 𝑁 =  𝜂 + 𝜈𝜂(𝜂 − 1)/2, sendo η o número 

de vértices, 𝜂(𝜂 − 1)/2 o número de arestas e 𝜈 ≥ 2  

um número à escolher, sendo este, o número de pontos 

a serem obtidos da grade com (1/𝑎) − 1 pontos (não 

incluídos os vértices). 

3.2 Mutação diferencial 

Com bases em testes anteriores e nos resultados para 

sistemas em tempo contínuo (Moura e Gonçalves, 

2016), dentre as várias formas de implementação do 

operador de mutação, nesse trabalho, adota-se o ope-

rador mutação diferencial no formato tradicional. Se-

jam os índices 𝑟1 ≠ 𝑟2 ≠ 𝑟3 ≠ 𝑖 gerados como 𝑟𝑗 =

𝔗(𝑁), 𝑗 = 1, … , 3. A i-ésima solução mutante é calcu-

lada por: 
 

                   𝐯𝑘,𝑖 = 𝜒𝑘,𝑟1
+ 𝐹𝑖(𝜒𝑘,𝑟2

− 𝜒𝑘,𝑟3
)               (8) 

 

𝑖 = 1, … , 𝑁. Foi empregado o fator de escala aleatório 

para cada mutação, sendo 𝐹𝑖 =  𝒰(0,6;0,8).  

3.3 Cruzamento 

O cruzamento é efetuado entre a i-ésima solução da 

população atual, χ𝑘,𝑖, e da população mutante, 𝐯𝑘,𝑖, 

para assim, criar a i-ésima solução da população ten-

tativa, 𝐮𝑘,𝑖, logo: 
 

    𝑢𝑘,𝑖,𝑗 = {
𝑣𝑘,𝑖,𝑗 , 𝑠𝑒 𝒰(0,1) ≤ 𝐶𝑟  𝑜𝑢 𝑗 = 𝛿𝑖

𝜒𝑘,𝑖,𝑗 , 𝑐𝑎𝑠𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟á𝑟𝑖𝑜              
,           (9) 

para 𝑗 = 1, … , 𝜂, 𝑖 = 1, … , 𝑁, sendo 𝐶𝑟 ∈ [0,1] a taxa 

de cruzamento. O índice 𝛿𝑖 = 𝔗(𝜂) garante que 𝐮𝑘,𝑖 ≠

𝜒𝑘,𝑖 . 

3.4 Tratamento das restrições 

Para este trabalho, decidiu-se obrigar que toda solução 

atenda às restrições, para assim, não ter a necessidade 

do uso de tratamento de restrição, por exemplo, pelo 

método de penalidades. Nós executamos as seguintes 

operações sobre as soluções tentativa adquiridas pelas 

operações de mutação e cruzamento: 

     
𝑢𝑘,𝑖,𝑗 = |𝑢𝑘,𝑖,𝑗|,         𝑗 = 1, … , 𝜂;

𝒖𝑘,𝑖 = 𝒖𝑘,𝑖/‖𝒖‖1   𝑖 = 1, … , 𝑁.
                      (10) 

Em (10), a primeira operação certifica que 

𝑢𝑘,𝑖,𝑗 > 0 e a segunda garante que ∑ 𝑢𝑘,𝑖,𝑗 = 1
𝜂
𝑗=1 . 
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3.5 Seleção 

A operação de seleção calcula qual solução, se o alvo, 

𝜒𝑘,𝑖, ou a tentativa, 𝐮𝑘,𝑖, sobrevive para a geração se-

guinte: 
 

     𝜒𝑘+1,𝑖 = {
𝒖𝑘,𝑖, 𝑠𝑒 𝑓(𝒖𝑘,𝑖) ≤ 𝑓(𝜒𝑘,𝑖)

 𝜒𝑘,𝑖 , 𝑐𝑎𝑠𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟á𝑟𝑖𝑜       
,               (10) 

 

𝑖 = 1, … , 𝑁. 

3.6 Critério de parada 

A escolha dos critérios de parada foram o número má-

ximo de gerações, 𝑁𝑔, ou a convergência da população 

comparando os valores máximos e mínimos da k-

ésima população, max
𝑖

𝑓(𝜒𝑘,𝑖) − min
𝑖

𝑓(𝜒𝑘,𝑖) ≤ 𝜀, 

𝜒𝑘,𝑖 ∈ 𝐗𝑘. Neste trabalho foi utilizado o valor de 𝜀 =
10−8. Com o objetivo de reduzir o custo computacio-

nal, se |𝑓(𝜒)| ≤ 0 então o critério de parada é modifi-

cado para um ε maior, 𝜀 = 0.1, uma vez que já foi 

identificado que o sistema não é robustamente estável. 

3.7 Algoritmo evolução diferencial 

Dados o tamanho da população (𝑁), a taxa de cruza-

mento (𝐶𝑟), o valores limitantes dos fatores da escala 

(𝐹𝑙 𝑒 𝐹𝑢), onde, 𝐹𝑖 = 𝒰(𝐹𝑙,𝐹𝑢), o número máximo de 

iterações (𝑁𝑔) e o critério de parada (𝜀), pode-se ter a 

formulação do algoritmo de evolução diferencial da 

seguinte maneira: 

𝑘 ← 1                                                            
𝐗𝑘 ← Cria_População_Inical (𝑁)         

𝐅𝑥 ← 𝑓(𝐗𝑘)                                                 
enquanto não critério de parada         

     𝐕𝑘 ← Mutação_Diferencial(𝐗𝑘)  

𝐔𝑘 ← Cruzamento(𝐕𝑘)             

         𝐔𝑘 ← Tratamento_Restrições(𝐔𝑘)

𝐅𝑢 ← 𝑓(𝐔𝑘)                                 

𝐗𝑘+1 ← Seleção(𝐗𝑘, 𝐔𝑘)         
𝑘 ← 𝑘 + 1                                   

fim do enquanto                                        

 

4   Resultados 

Para examinar o método de análise de estabilidade ro-

busta fundamentado no algoritmo DE com a busca ini-

cial por grade, foi realizado um teste exaustivo. No 

teste realizado, foram gerados 100 sistemas aleatórios 

não robustamente estáveis para valores combinados 

de 𝑛 ∈ {2,4,8} e 𝜂 ∈ {4,8}, totalizando 600 sistemas. 

Seja 𝜎𝑚 o valor máximo do módulo  de todos os auto-

valores calculados para as 𝜂 matrizes 𝐴𝑖. Para obter 

vértices correspondentes a sistemas estáveis muito 

próximos do disco de raio unitário, todas as matrizes 

dos vértices do politopo foram recalculadas como: 

    𝐴𝑖 =
𝐴𝑖

𝜎𝑚 + 0,01 × 𝒰(0,1)
, 𝑖 = 1, … , 𝜂.               (11) 

Com vértices com autovalores próximos do disco uni-

tário, maior é a probabilidade do sistema não ser ro-

bustamente estável. O sistema politópico resultante é 

analisado pelo método LMI/divisão, caso o sistema 

seja robustamente estável, o mesmo é desconsiderado. 

Caso o sistema não seja robustamente estável, mas o 

primeiro sistema instável, localizado pelo método 

LMI/divisão, seja uma combinação convexa de dois 

vértices, isto é, um sistema sobre a aresta do politopo, 

o sistema incerto também é descartado. O objetivo 

dessa metodologia é tentar evitar que os sistemas não 

robustamente estáveis sejam identificados apenas pela 

grade utilizada para a geração da população inicial, 

mas também pelo método de otimização. Adotando 

esta estratégia, aumenta-se a probabilidade de locali-

zar sistemas instáveis apenas no interior do politopo 

(combinação convexa de pelo menos três vértices). 

Mesmo assim, a maior parte dos sistemas politópicos 

gerados apresentaram sistemas instáveis sobre as ares-

tas. É importante salientar que para sistemas com ape-

nas dois vértices não é possível ter pontos fora da 

única aresta. Este teste é ainda mais rigoroso que os 

realizados em Moura e Gonçalves (2016), onde a 

quase totalidade dos sistemas possuíam sistemas ins-

táveis sobre as arestas e só se descartava os sistemas 

politópicos com sistemas instáveis sobre três pontos 

igualmente distribuídos sobre a aresta. 

O método de análise baseado no DE foi executado 

100 vezes para cada sistema politópico. Foi utilizado 

um computador com processador Intel® CoreTM i7-

4510U 2,60GHz. A tabela 1 mostra os resultados ob-

tidos, em que 𝑃𝐷𝐸 representa o percentual de sucesso 

do método DE, 𝑇𝐷𝐸 o tempo computacional total mé-

dio das 100 análises pelo algoritmo DE e 𝑇𝐵𝐵 o tempo 

computacional da análise pelo método LMI/divisão, 

sendo os tempos dados em segundos. Assim, 100 tes-

tes combinados a cada 600 sistemas, gera um total de 

60.000 testes. Nestes testes, na busca por grade foram 

adotados os valores de 𝑎 = 0,05 (19 pontos) e ν = 7. 

 

Tabela 1. Resultados dos 60.000 testes. 

𝑛, 𝜂 𝑃𝐷𝐸 (%) 𝑇𝐵𝐵 (s) 𝑇𝐷𝐸 (s) 

2,4 100 15,4790 2,5331   

2,8 100 494,2040 24,0830 

4,4 100 31,0120      3,3630   

4,8 100 856,0660     31,9446 

8,4 100 290,0780     4,6989   

8,8 100 7,0034x103   47,1198 

 

Como pode ser observado na tabela 1, para todos 

os testes a metodologia de análise de estabilidade ro-

busta utilizando o algoritmo DE combinado com 

grade inicial obteve um percentual de acerto em 

100%. O objetivo maior, é uma metodologia com um 

custo computacional menor, também, como se mostra 

nos resultados, para todos os testes o método DE teve 

um tempo computacional médio menor que o método 

XIII Simpósio Brasileiro de Automação Inteligente

Porto Alegre – RS, 1o – 4 de Outubro de 2017

427



LMI/divisão, onde pode-se destacar que, com o au-

mento do número de vértices, esta diferença fica ainda 

mais evidente. 

Um questionamento realizado foi: será que ape-

nas o uso da pesquisa por grade sobre as arestas é su-

ficiente para a análise de estabilidade? Esse questio-

namento motivou a ideia de tentar gerar sistemas po-

litópicos com sistemas instáveis fora das arestas. Para 

responder a essa questão, nós determinamos qual o 

porcentual de acerto devido apenas ao uso da grade 

para geração da população inicial do DE.  Os testes 

realizados demonstraram que apenas a busca por 

grade não se chega a 100% de sucesso. A tabela 2 

mostra o percentual de acerto da pesquisa pela grade, 

𝑃𝐺, sem necessidade do DE, e o porcentual de vezes 

em que o DE refinou o resultado inicial (minimizou a 

função objetivo (6)),  𝑅𝐷𝐸 . 
 

Tabela 2. Resultados dos 6000 testes - Grade 

𝑛, 𝜂 𝑃𝐺 (%) 𝑅𝐷𝐸 (%) 

2,4 98,00 61,05  

2,8 100 50,97 

4,4 81,00 85,09 

4,8 89,00 80,99 

8,4 74,00 87,44 

8,8 82,00 88,62 

 

A tabela 2, ilustra a importância do algoritmo DE 

desta metodologia, em vários dos testes, a grade não 

conseguiu chegar no resultado, e nos casos em que 

grade identificou, sempre acima da metade dos testes 

foram refinados pelo DE. Porém, mostra que, a grade 

mesmo sendo simples e de fácil implementação, foi 

uma estratégia de grande valia para o resultado final. 

Enfim, a essência da metodologia proposta neste tra-

balho é o algoritmo DE, sendo auxiliado por uma 

busca por grade inicial. 

Para exemplificar a dificuldade para se localizar 

o mínimo global da função objetivo (6), a Fig. 1 apre-

senta a superfície de nível e a Fig. 2 as corresponden-

tes curvas de nível de 𝑓(𝜒) para 𝜒 =
[𝜒1 1 − 𝜒1 − 𝜒3 𝜒3 0]𝑇, para um sistema politó-

pico com 𝑛 = 8 e 𝜂 = 4. Pelas curvas de contorno po-

demos observar que se trata de um problema não dife-

renciável, não convexo e multimodal. O método 

LMI/divisão localiza o mínimo em 𝜒 =
[0,375 0,375 0,25 0]𝑇. Pelo método DE, 

min
𝜒∈Ω

𝑓(𝜒) = −0,0145. 

4   Discussões 

Para o examinar o método de análise de estabili-

dade robusta fundamentado no algoritmo DE com 

busca inicial por grade, foi gerado um teste exaustivo, 

onde criou-se 600 sistemas e testou-se estes sistemas 

100 vezes cada, totalizando 60.000 testes. Estes testes 

foram mais rigorosos que os realizados em Moura e 

Gonçalves (2016) uma vez que incluiu sistemas poli-

tópicos com sistemas instáveis apenas no interior do 

politopo.  Outra peculiaridade é o uso da busca por 

grade para gerar a população inicial do DE, além de 

que, este trabalho trata de sistemas em tempo discreto. 

 

Figura 1 – Superfície de 𝑓(𝜒) para 𝑛 = 8 e 𝜂 = 4. 

 

Figura 2 – Curvas de nível de 𝑓(𝜒) para 𝑛 = 8 e 𝜂 = 4. 

 

Como foi exposto neste trabalho, o tempo com-

putacional do método DE foi muito menor do que o 

método LMI/divisão para todos os casos. Porém, dife-

rente do LMI/divisão, que é determinístico, o método 

DE é estocástico, ou seja, não tem a garantia de loca-

lização de um caso de sistema instável no politopo. 

Neste trabalho, mesmo o DE sendo estocástico, con-

seguiu-se 100% de acerto, diferentemente dos resulta-

dos obtidos em Moura e Gonçalves (2016), sendo um 

possível argumento o fato de que o uso da busca por 

grade beneficiou o método DE. 

Também foi exposto que, mesmo com a busca por 

grade, é necessário o DE, sendo este o principal mo-

tivo para realização e sucesso do trabalho, sendo a 

pesquisa por grade um auxílio para o método DE. 

5   Conclusões 

Foi proposto um método de análise de estabilidade ro-

busta de sistemas lineares invariantes e discretos no 
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tempo com base no algoritmo evolução diferencial, 

auxiliado por uma busca por grade. Para o caso, onde 

o custo computacional é aceitável, indica-se o método 

que combina formulações LMI com divisão de poli-

topo para a análise de estabilidade robusta de SLIT 

com modelo politópico, uma vez que este método 

identifica de forma determinística se o sistema é ro-

bustamente estável ou não.  

No caso do método proposto, se não for locali-

zado um caso de sistema instável, não se pode garantir 

com certeza que o sistema é robustamente estável. Po-

rém, neste trabalho, o método DE, em conjunto com a 

busca por grade, obteve 100% de acerto para os 

60.000 testes realizados. É importante ressaltar que os 

sistemas testados, com todos os elementos das matri-

zes aleatórios, são muito mais complexos do que os 

modelos de sistemas politópicos obtidos a partir de 

poucos parâmetros incertos variando em faixas. 

Para a situação onde o método LMI/divisão se 

tornar proibitivo computacionalmente, o método pro-

posto é uma alternativa a ser considerada, admitindo 

um pequeno risco. 

Por fim, uma outra vantagem do método apresen-

tado é sua maior simplicidade na implementação em 

relação ao LMI/divisão. 
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