
ESTUDO DO EFEITO DO ATRASO DE COMUNICAÇÃO EM COMBOIO DE
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Abstract— This work focuses on the study of time-delay effects in information flow among autonomous vehicles
that interact to each other in order to achieve a platoon formation automatically. The goal is to reach platoon
formation with constant velocity defined by the leader vehicle speed and spacing among the vehicles constant
and pre-specified. Initially, it is shown that the use of the control law commonly used in this type of problem is
only appropriate if the platoon is not subject to communication delay, otherwise the existence of the delay will
result in an error of spacing among the vehicles. Next, it is proposed the use of a control law to eliminate the
spacing error in the platoon subject to communication delay, which considers the availability of the real time
measurement of the communication delay value. Numerical simulations are presented to illustrate the proposed
results applicability and the influence of the communication topology among the vehicles in the platoon.

Keywords— Automated vehicle platoon, time-delay, control, multiagent systems.

Resumo— Este trabalho foca no estudo da influência do atraso de tempo na transmissão de informação entre
véıculos autônomos que se interagem para a formação automática de um comboio. Deseja-se que no comboio os
véıculos se movam com velocidade constante, igual a velocidade do primeiro véıculo no comboio, e com distância
constante pré-especificada entre cada véıculo e seu predecessor. Inicialmente, neste trabalho é mostrado que o
uso da lei de controle comumente usada neste tipo de problema é apropriado apenas se o comboio não está sujeito
a atraso de comunicação, caso contrário a existência do atraso resultará em erro de espaçamento entre os véıculos
no comboio. Em seguida é proposto o uso de uma lei de controle para eliminar o erro de espaçamento no comboio
sujeito a atraso de comunicação, a qual considera a disponibilidade do valor do atraso de comunicação. Simulações
numéricas são apresentadas para ilustrar os resultados propostos e a influência da topologia de comunicação entre
os véıculos na formação do comboio.

Palavras-chave— Comboio automatizado de véıculos, atraso no tempo, controle, sistemas multiagentes.

1 Introdução

A aplicação do controle automático para a forma-
ção de comboios de véıculos autônomos em rodo-
vias é uma solução promissora para melhorar as
condições de transporte rodoviário, visando au-
mentar a capacidade de transporte, aumentar a
segurança, aumentar o conforto dos passageiros,
reduzir o consumo de combust́ıvel, reduzir a emis-
são de gases poluentes, etc.

Na literatura a formação de comboios por
véıculos autônomos é largamente estudada e em
diferentes aspectos, como a relação do consumo
de combust́ıvel e a formação do comboio (Liang
et al., 2016). Em Zheng et al. (2016) é enfati-
zado a influência da topologia de comunicação en-
tre os véıculos, as topologias mais utilizadas nos
trabalhos da literatura estão esquematizadas na
Figura 1. Há trabalhos que consideram comboios
homogêneos, i.e. formados por véıculos idênticos
(Zheng et al., 2016) e que consideram comboios
heterogêneos (Gao et al., 2016). Para a formação
do comboio são consideradas diferentes poĺıticas
de espaçamento, as quais podem ser em relação
ao tempo (Guo et al., 2016), ou em relação a dis-
tância entre os véıculos (Guo and Yue, 2012).

Outro ponto relevante no estudo de comboios
sujeitos a atraso no tempo é o tipo de atraso que
o sistema está sujeito, o qual pode ser: i) atraso
de comunicação, o qual ocorre na transmissão da
informação entre os véıculos do comboio, como no
presente trabalho e em di Bernardo et al. (2016),
ou ii) atraso de entrada, o qual ocorre devido o
tempo necessário para a informação que chega a
um véıculo do comboio atravessar o canal com-
posto pelo sensor, controlador e atuador, como em
(Guo and Yue, 2012).

Por último salientamos que o controle do tipo
distribúıdo é o preferido neste tipo de problema e
a lei de controle em cada véıculo mais utilizada é
(Zheng et al., 2016):

ui(t) = −
∑

j∈Ii

[

k1
(
si(t)−sj(t)−δi,j

)

+k2
(
vi(t)−vj(t)

)
+k3

(
ai(t)−aj(t)

)]

,

na qual o ı́ndice subscrito i representa o i-ésimo
véıculo no comboio e os véıculos que comunicam
com ele estão especificados no conjunto Ii. Ade-
mais, si(t), vi(t), ai(t), representam a posição, ve-
locidade e aceleração do i-ésimo véıculo, respecti-
vamente, δi,j é a distância desejada entre o véıculo
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(a) Topologia PF

(b) Topologia PFL

(c) Topologia BD

(d) Topologia BDL

(e) Topologia TPF

(f) Topologia TPFL

Figura 1: Tipos de Topologia: (a) topologia pre-
decessor seguidor (PF do inglês: “predecessor fol-
lowing”), (b) topologia predecessor e ĺıder seguidor
(PFL de: “predecessor following leader”), (c) to-
pologia bidirecional (BD de: “bidirectional”), (d)
topologia bidirecional e ĺıder seguidor (BDL de:
“bidirectional leader”), (e) topologia predecessor
e ante-predecessor seguidor (TPF de: “Two pre-
decessors following”), (f) topologia predecessor,
ante-predecessor e ĺıder seguidor (TPFL de: “Two
predecessor following leader”).

j e o véıculo i, a qual inclui o comprimento do véı-
culo, e k1, k2 e k3 são ganhos do controlador.

Note que para o cálculo da lei de controle
acima cada véıculo necessita dos valores em tempo
real da posição, velocidade e aceleração dos véıcu-
los que comunicam com ele. Entretanto, no caso
da existência do atraso de comunicação entre os
véıculos a lei de controle acima se torna:

ui(t) = −
∑

j∈Ii

[

k1
(
si(t)−sj(t−τ)−δi,j

)

+k2
(
vi(t)−vj(t−τ)

)
+k3

(
ai(t)−aj(t−τ)

)]

,

(1)
na qual τ representa o valor do atraso de comuni-
cação entre os véıculos.

No presente trabalho é estudado comboios for-
mados por véıculos autônomos idênticos que de-
vem se mover com velocidade constante, igual
a velocidade do primeiro véıculo no comboio,
i.e. véıculo ĺıder, e com distância constante pré-
especificada entre cada véıculo e seu predecessor.
O foco do estudo é a influência do atraso de comu-
nicação na formação dos comboios, ou seja, anali-
sar a influência da lei de controle em (1) no pro-
blema em questão. Será mostrado que o atraso de
comunicação resulta em erro de espaçamento entre
os véıculos no comboio, o qual pode ser computado
a partir do valor do retardo no tempo. Assim, com
base na conclusão anterior será proposto o uso de

uma lei de controle para eliminar o erro de espaça-
mento no comboio, sendo que esta lei de controle
considera a disponibilidade do valor do atraso de
comunicação.

Simulações numéricas ilustrarão os resultados
propostos e a influência da topologia de comuni-
cação entre os véıculos na formação do comboio.

2 Formulação do problema

Inicialmente apresentamos o modelo matemático
utilizado neste trabalho para representar a dinâ-
mica longitudinal de cada véıculo no comboio. Em
seguida, a metodologia utilizada para descrever o
fluxo de informações no comboio e, finalmente, o
modelo em malha-fechada que representa a dinâ-
mica do erro de espaçamento entres os véıculos.

2.1 Modelo dos véıculos

O modelo da dinâmica longitudinal do véıculo
usado neste trabalho considera algumas suposi-
ções razoáveis, como em Zheng et al. (2016) e Ra-
jamani (2011): i) o deslizamento longitudinal dos
pneus é despreźıvel, ii) a ação do vento é despre-
źıvel, iii) o véıculo é considerado ŕıgido e simé-
trico, iv) a influência dos movimentos de guinada
e arfagem são desconsiderados, etc. Dessa forma,
podemos escrever a aceleração do véıculo como:

a(t) =
1

m

(

η
T (t)

r
−mgµ−

1

2
ρCdAfv

2(t)

)

, (2)

sendo a(t) a aceleração do véıculo, m a massa do
véıculo, η a eficiência do motor, T (t) o torque re-
cebido pelas rodas, r o raio da roda, g aceleração
da gravidade, µ o coeficiente de atrito, ρ a densi-
dade do ar, Cd o coeficiente de arrasto, Af área
frontal do véıculo e v(t) a velocidade do véıculo.

A aceleração desejada no véıculo é mantida
por meio dos atuadores de aceleração e frenagem.
Um modelo simplificado para o torque resultante
do torque desejado gerado pelos atuadores no véı-
culo é (Rajamani, 2011):

Tdes(t) = ςṪ (t) + T (t), (3)

sendo Tdes(t) o torque desejado, ς a constante iner-
cial do véıculo e por meio de (2) temos:

T (t) =
r

η

(

m(a(t) + gµ) +
1

2
ρCdAfv

2(t)

)

, (4)

Ṫ (t) =
r

η

(

mȧ(t) + ρCdAfv(t)a(t)

)

. (5)

Note que a dinâmica do véıculo é governada
por equações não-lineares, sendo assim, como em
Zheng et al. (2016) e Guo and Yue (2011), assume-
se que cada véıculo é dotado de uma lei de controle
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linearizante

Tdes(t) =
r

η

(
1

2
ρCdAfv(t)

(
2τa(t) + v(t)

)

+mgµ+mu(t)

)

, (6)

sendo u(t) um novo sinal de controle de alto ńı-
vel que será usado para determinar a aceleração
desejada de cada véıculo de maneira a manter a
distância desejada entre os véıculos.

Assim, substituindo em (3) as equações (4),
(5) e (6), obtém-se o modelo linear:

ςȧ(t) = −a(t) + u(t).

Com o propósito de controle do comboio por
meio da lei de controle em (1), utilizaremos o se-
guinte modelo de terceira ordem







ṡi(t) = vi(t)
v̇i(t) = ai(t)
ȧi(t) = (−ai(t) + ui(t))/ς

, (7)

no qual foi adicionado o ı́ndice subscrito i para
indicar o i-ésimo véıculo no comboio. Assim, a
dinâmica longitudinal de cada véıculo dotado de
um controlador linearizante pode ser representada
pelo seguinte modelo em espaço de estados:

ẋi(t) = Axi(t) +Bui(t) (8)

com

A =





0 1 0
0 0 1
0 0 − 1

ς



 , B =





0
0
1

ς



 e xi(t) =





si(t)
vi(t)
ai(t)



 .

2.2 Modelagem do fluxo de informação

Para representar o fluxo de informação entre os
véıculos no comboio usaremos algumas ferramen-
tas da teoria algébrica de grafos.

Considere um comboio com N véıculos segui-
dores e um véıculo ĺıder. O fluxo de informação
entre os seguidores será representado por uma to-
pologia de grafo direcionado G = {V,E}, tal que
V = {α1,α2, . . . , αN} é o conjunto de N vértices e
E representa o conjunto de arestas que os conec-
tam, dadas por eij = (αi,αj). O vértice αi repre-
senta o i-ésimo véıculo no comboio cuja dinâmica
é dada em (7) e cada aresta eij representa a exis-
tência de um canal de comunicação direcionado
do véıculo i para o véıculo j. Para representar o
fluxo de informações entre os seguidores e entre
os seguidores e o ĺıder considere um grafo aumen-
tado G̃ = {Ṽ , Ẽ}, tal que Ṽ = {α0,α1, . . . , αN},
no qual α0 representa o véıculo ĺıder.

Assim para representar estes grafos em uma
forma compacta matricial usaremos as seguintes
matrizes da teoria algébrica de grafos:

• Matriz de Adjacência A ∈ R
N×N é definida

como A = [bij ], cujos elementos são






bij = 1, se i recebe informação de j
bij = 0, se i não recebe informação de j
bij = 0, se j = i

• Matriz de Grau D ∈ R
N×N uma matriz di-

agonal D = diag{D11,D22, . . . ,DNN}, com

Dii =
∑N

j=1
bij ;

• Matriz Laplaciana L = D − A associada ao
grafo G;

• Matriz de Pivotamento1 P associada ao grafo
G̃ representa o fluxo de informação entre o
ĺıder e os seguidores, definida como P =
diag{p1,p2,...,pN} cujos elementos são
{

pi = 1, se i recebe informação do ĺıder
pi = 0, caso contrário

Note que todas topologias de comunicação as-
sumidas neste trabalho, veja Figura 1, possuem
pelo menos uma árvore geradora, ou seja, cada
véıculo do comboio obtém informações do véıculo
ĺıder, seja diretamente ou indiretamente.

2.3 Modelo do comboio

Para analisar a dinâmica de formação do comboio
é definido um vetor de estados composto pelos er-
ros dos estados dos véıculos em relação ao ĺıder:

x̃i(t) =





s̃i(t)
ṽi(t)
ãi(t)



 =





si(t)− s∗i (t)
vi(t)− v0(t)
ai(t)− a0(t)



 ,

sendo s∗i (t) a posição desejada do véıculo i,

s∗i (t) = s0(t)− δ0,i =
i−1∑

j=0

δj,j+1,

com δj,j+1 = s∗j (t)− s∗j+1(t) sendo a distância de-
sejada entre o véıculo j e o véıculo j + 1, assim
δ0,i representa a distância desejada entre o véı-
culo ĺıder e o véıculo i. Note que s̃i é o erro de
espaçamento entre o véıculo i e o véıculo ĺıder.

Para explicitar a influência do atraso de co-
municação na dinâmica do erro de espaçamento
considere o seguinte termo nulo:

0 = −
∑

j∈Ii

[

k1
(
sj(t)− sj(t)

)

+ k2
(
vj(t)− vj(t)

)
+ k3

(
aj(t)− aj(t)

)]

.

Assim, somando na lei de controle em (1) o
termo nulo acima, ela pode ser reescrita como:

ui(t) = −
∑

j∈Ii

[

k1
(
si(t)−sj(t)−δi,j

)

+k2
(
vi(t)−vj(t)

)
+k3

(
ai(t)−aj(t)

)

+k1
(
sj(t)−sj(t−τ)

)
+ k2

(
vj(t)−vj(t−τ)

)

+k3
(
aj(t)−aj(t−τ)

)]

,

1Tradução livre de: Pinning matrix.
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ou na seguinte forma compactada

ui(t) = −K
N∑

j=1

[

bij
(
x̃i(t)− x̃j(t)

)

+ pi
(
x̃i(t)− x̃0(t)

)
(9)

+ bij
(
xj(t)− xj(t− τ)

)

+ pi
(
x0(t)− x0(t− τ)

)]

,

sendo K = [k1 k2 k3]. Portanto, a dinâmica de
erro em malha-fechada do i-ésimo véıculo é

˙̃xi = Ax̃i +Bui(t)

com ui em (9).
Assim, usando a metodologia da Seção 2.2,

a dinâmica do erro de espaçamento em malha-
fechada de todo comboio é dada por

˙̃X(t) = ÃX̃(t)− B̃

∫ 0

−τ

Ẋ(t+ s)ds (10)

sendo X̃(t) = [x̃1(t) x̃2(t) . . . x̃N (t)]T , Ã =
(
IN⊗

A− (L+P )⊗BK
)
, B̃ = (A+P )⊗BK e X(t) =

[x1(t) x2(t) . . . xN (t)]T .

3 Resultados

Nesta seção os principais resultados deste trabalho
são apresentados nos teoremas a seguir.

Teorema 1 Considere o comboio de véıculos com
dinâmica de erro dada em (10), as seguintes afir-
mações são verdadeiras:

i) Se o sistema não estiver sujeito a retardo de
comunicação (τ = 0), então o erro de ras-
treamento será nulo, se, e somente se, todos
autovalores da matriz Ã = (IN ⊗ A − (L +
P )⊗BK) estiveram no semi-plano esquerdo;

ii) Se o sistema em (10) for estável e sujeito a
retardo no tempo (τ 6= 0), o erro de rastrea-
mento em regime permanente é dado por:

X̃(t)
∣
∣
t→∞

= Ã−1B̃∆0 (11)

com B̃ =
(
(A + P ) ⊗ BK

)
e

∆0 = [δ1 δ2 . . . δN ]T com δi =
(τv0(t)t→∞)[1 0 0].

Prova: i) note que fazendo τ = 0 em (10) a dinâ-
mica do erro de espaçamento se torna um sistema
linear autônomo sem retardo, assim a origem deste
sistema é assintóticamente estável se, e somente
se, os autovalores de Ã têm parte real negativa.
ii) se o sistema for estável em regime permanente

com velocidade constante temos: ˙̃X(t)
∣
∣
t→∞

= 0 e

∫ 0

−τ

Ẋ(t+s)ds
∣
∣
∣
t→∞

= τ(v0(t)t→∞)[1 0 0 |1 0 0| . . .]
︸ ︷︷ ︸

1×N

T
.

Finalmente, assumindo que Ã é Hurwitz2, usando
(10), X̃(t)

∣
∣
t→∞

é obtido como em (11). ✷

Basicamente o item ii) do teorema acima es-
tabelece que a presença do atraso de comunicação
em um comboio estável irá resultar em erro de es-
paçamento entre os véıculos, sendo que este erro
pode ser calculado via (11). Note que este erro é
proporcional ao valor do retardo no tempo.

Com objetivo de eliminar o erro de espaça-
mento causado pelo atraso de comunicação, assu-
mimos que os véıculos possuam um relógio sincro-
nizado entre si e a informação enviada a outro véı-
culo contenha o horário de envio. Dessa maneira,
cada véıculo, ao receber as informações, consegue
calcular o atraso de tempo na mensagem recebida.
Assim podemos apresentar o seguinte teorema.

Teorema 2 Considere o comboio de véıculos
com qualquer topologia de comunicação conforme
Fig. 1, dinâmica de cada véıculo dada em (8) e a
seguinte lei de controle descentralizada:

ui(t) = −
∑

j∈Ii

[

k1
(
si(t)−sj(t−τ)−δi,j − τvi(t)

)

+k2
(
vi(t)−vj(t−τ)

)
+k3

(
ai(t)−aj(t−τ)

)]

.

(12)
Então, se o comboio de véıculos autônomos for
estável, o erro de espaçamento será nulo.

Prova: Seguindo o procedimento apresentado na
Seção 2.3 trocando a lei de controle em (1) pela
lei de controle alternativa em (12), obtemos a
seguinte dinâmica de erro de espaçamento em
malha-fechada de todo comboio

˙̃X(t) = ÃX̃(t)− B̃

[∫ 0

−τ

Ẋ(t+ s)ds+∆i

]

(13)

sendo ∆i = [δ1 δ2 . . . δN ]T com δi =
τvi(t)[1 0 0].
Assim, se o sistema em (13) for estável em regime

permanente temos que: ˙̃X(t)
∣
∣
t→∞

= 0 e

[∫ 0

−τ

Ẋ(t+ s)ds+∆i

]

t→∞

= 0.

Finalmente, assumindo que Ã é Hurwitz2, usando
(13), temos X̃(t)

∣
∣
t→∞

= 0.
✷

4 Simulações e Análise

Nesta seção são apresentadas simulações numéri-
cas que ilustram os resultados apresentados na se-
ção anterior. Todas as simulações apresentadas
consideram 5 véıculos homogêneos seguidores cuja
dinâmica é dada em (7) com constante inercial
ς = 0,5, retardo de comunicação de τ = 0,1s, dis-
tância desejada entre os véıculos de 20m e, para o

2Veja item i) do Teorema 1.
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fim de comparação, serão consideras as leis de con-
trole em (1) e (12), ambas com os ganhos k1 = 1,
k2 = 2 e k3 = 1. As simulações apresentadas nesta
seção consideram que inicialmente todos véıculos
estão em formação de comboio com erro de espaça-
mento nulo e o véıculo ĺıder tem condições inicias
nulas e executa a seguinte trajetória desejada:

a0(t) =







0 m/s2 t ≤ 5s
2 m/s2 5s < t ≤ 10s
0 m/s2 t > 10s

.

Ademais, são consideradas as seis topologias
de comunicação apresentadas na Fig. 1.

Portanto, considerando a lei de controle em
(1), o item ii) do Teorema 1 é aplicado, obtendo
os resultados listados na Tabela 1 estes resultados
podem ser verificados analisando as figuras indi-
cadas na terceira coluna da tabela.

Os gráficos superiores nas figuras 2-7 apresen-
tam a evolução temporal do erro de espaçamento
dos véıculos considerando a lei de controle em (1)
e os gráficos inferiores a evolução temporal do erro
de espaçamento considerando a lei de controle em
(12), os quais apresentam erro nulo em regime per-
manente, confirmando o resultado do Teorema 2.

Tabela 1: Erro de espaçamento dos véıculos no
comboio em relação ao véıculo ĺıder calculado pelo
item ii) do Teorema 1 considerando diferentes to-
pologias de comunicação. A tabela indica também
a figura que apresenta a evolução temporal dos er-
ros de espaçamento considerando a lei de controle
em (1) e a lei de controle alternativa em (12).

Topologia
−X̃T (t)

∣
∣
t→∞ Fig.

−x̃1 −x̃2 −x̃3 −x̃4 −x̃5

PF [3 6 9 12 15] 2
PFL [3 9

2

21

4

45

8

93

16
] 3

BD [27 48 63 72 75] 4
BDL [ 78

11

90

11

93

11

90

11

78

11
] 5

TPF [3 9

2

27

4

69

8

171

16
] 6

TPFL [3 9

2

11

2

19

3

125

18
] 7

5 Conclusões

Este trabalho apresentou efeitos do atraso de co-
municação entre véıculos autônomos que se inte-
ragem para a formação automática de um com-
boio. Foi mostrado que a presença do atraso de
comunicação na lei de controle comumente usada
para resolver este tipo de problema resultará em
erro de espaçamento entre os véıculos no comboio.
Ademais, foi mostrado como computar este erro,
o qual é proporcional ao retardo de comunicação.

Assim, para eliminar o efeito do atraso de
comunicação no erro de espaçamento, propomos
uma nova lei de controle que leva em conta o valor

do atraso de comunicação. Simulações numéricas
foram usadas para ilustrar os resultados propos-
tos e a influência da topologia de comunicação na
formação do comboio.

Como continuação desta pesquisa propomos a
consideração de comboio heterogêneo, diferentes
atrasos de comunicação entre os véıculos, perda
de pacotes na comunicação, etc.
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Figura 2: Evolução temporal do erro de espaça-
mento: Topologia PF
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Figura 3: Evolução temporal do erro de espaça-
mento: Topologia PFL
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Figura 4: Evolução temporal do erro de espaça-
mento: Topologia BD
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Figura 5: Evolução temporal do erro de espaça-
mento: Topologia BDL
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Figura 6: Evolução temporal do erro de espaça-
mento: Topologia TPF
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Figura 7: Evolução temporal do erro de espaça-
mento: Topologia TPFL
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