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Abstract� Besides the traditional raster scan pattern, the Atomic Force Microscope may track spiral patterns
generated by a composition of sinusoidal signals. As opposed to the raster scan pattern, these signals present
a spectrum concentrated on a single, albeit time-varying, frequency. So as to achieve a better tracking of this
type of reference, the present paper proposes a novel optimal frequency-varying resonant controller. The control
structure is cast in such a way that the feedback gain may be computed by the simple Linear Quadratic Regulator.
Simulation results evidence the bene�ts of the proposed controller.

Keywords� Reference Tracking, Atomic Force Microscopy, Resonant Control, Control Theory.

Resumo� Além da forma tradicional de escaneamento retangular, Microscópios de Força Atômica podem
seguir referências espirais geradas por uma composição de sinais senoidais. Ao contrário do padrão retangular,
estes sinais apresentam um espectro concentrado em uma única frequência que, porém, é variante no tempo.
Para melhorar o seguimento dessas trajetórias este artigo propõe um controlador ressonante ótimo de frequência
variável. A estrutura de controle é posta de tal forma que os ganhos de realimentação são obtidos através
do Regulador Linear Quadrático. Resultados de simulação evidenciam os benefícios da estratégia de controle
proposta.

Palavras-chave� Seguimento de Trajetória, Microscopia de Força Atômica, Controle Ressonante, Teoria de
Controle.

1 Introdução

A nanotecnologia se tornou uma área de interesse
da comunidade acadêmica e industrial, tornando o
estudo de materiais na dimensão nanométrica cor-
riqueiro em diversas áreas cientí�cas como: ciên-
cia dos materiais, sistemas de armazenamento de
dados, nano manipulação, e biofísica (Habibullah
et al., 2014).

A Microscopia de Força Atômica (do inglês
Atomic Force Microscopy - AFM) é uma poderosa
ferramenta para a área, permitindo a exploração
de materiais em dimensões inferiores à 100 nm.
Esta técnica é capaz de obter imagens em alta re-
solução, fornecendo diversas propriedades dos cor-
pos de prova (Rana et al., 2015).

A maioria dos equipamentos de AFM fazem
uso do padrão retangular (raster scanning) para
realizar o escaneamento. Esta técnica é obtida
através da aplicação de uma forma de onda tri-
angular em um eixo, e uma escada ou rampa no
outro eixo, do AFM. Entretanto, este padrão apre-
senta limitações para imageamento em alta ve-
locidade uma vez que a forma de onda triangu-
lar contém harmônicas da frequência fundamen-
tal, di�cultando a tarefa do sistema de controle.
Assim, ela poderá excitar a ressonância mecânica
do dispositivo (Mahmood et al., 2011) e criar de-
formação nas imagens, levando a possíveis erros
de escaneamento (Habibullah et al., 2014).

Buscando evitar estes problemas, uma alter-
nativa é o desenvolvimento de diferentes padrões
de escaneamento. Como exemplos, é possível citar

o padrão de Liassajous (Bazaei et al., 2012), o
padrão cicloide (Yong et al., 2010) e o padrão espi-
ral (Mahmood et al., 2011), (Ziegler et al., 2017).
Em particular, o padrão espiral do tipo arquimedi-
ano apresenta uma boa opção já que possui distân-
cia constante entre voltas. Ele é composto de dois
sinais senoidais com a mesma frequência, cada
uma aplicada em um eixo horizontal do scanner.
Estes sinais senoidais podem gerar espirais com
velocidade angular constante (do inglês Constant
Angular Velocity - CAV), ou com velocidade linear
constante (Constant Linear Velocity - CLV).

Ambos os padrões CAV e CLV tem limitações
a serem consideradas. Como o caso CAV con-
sidera a velocidade angular constante, a veloci-
dade linear apresenta valores muito altos em va-
lores de raio maiores. Por outro lado, o caso
CLV pode gerar altas frequências em raios pe-
quenos, podendo di�cultar o seguimento pelo sis-
tema. Buscando mitigar estas di�culdades, a Op-
timal Archimedean Spiral (OPT) foi desenvolvida
como um padrão composto. No começo da tra-
jetória, este padrão apresenta velocidade angu-
lar constante, e no �nal, ele mantém a veloci-
dade linear constante. O sistema de chaveamento
da OPT permite que a espiral tenha velocidades
maiores, resultando em escaneamento mais rápi-
dos sem perda na qualidade da imagem. Este
padrão foi proposto por Ziegler et al. (2017), onde,
do ponto de vista do controle, o seguimento desta
trajetória se deu em malha aberta.

Para realizar o seguimento dessas referências
em malha fechada, o Princípio do Modelo Interno
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(PMI) é a abordagem mais adequada. Segundo
Wang et al. (2009), o PMI estabelece que se a
dinâmica exógena ao sistema, neste caso dos sinais
senoidais da referência, for inserida no laço de con-
trole, então o seguimento é garantido em regime.
Assim, o sistema em malha fechada pode apresen-
tar convergência assintótica da referência. Para
obter os ganhos da realimentação do controlador
necessários para aplicar o controle ressonante, o
Regulador Linear Quadrático Discreto será uti-
lizado por se apresentar como uma estratégia es-
tabelecida na literatura (�ak, 2003).

O controlador que busca seguir o padrão OPT
precisa seguir uma frequência constante no iní-
cio da trajetória (no centro da espiral). Após
um determinado raio, a velocidade linear da tra-
jetória se torna muito alta, neste instante ocorre
o chaveamento para o padrão de velocidade cons-
tante CLV. A partir deste chaveamento o contro-
lador precisa seguir um sinal senoidal de frequên-
cia variável. O presente trabalho propõe um novo
tipo de controlador, que se adapte a essas vari-
ações na dinâmica da frequência, de modo a con-
seguir o correto seguimento das senoides que com-
põem o padrão OPT.

O artigo está organizado como segue. Na
Seção 2 é detalhado como os sinais de referên-
cia, necessários para produzir o padrão espiral,
são construídos. A Seção 3 está dividida em três
partes: primeiro, a estrutura básica de sistemas de
AFM é descrita em espaço de estados; segundo,
o controle ressonante é explicado e estruturado;
e terceiro, o regulador linear quadrático discreto
é descrito. A Seção 4 começa de�nindo os sis-
temas utilizados nas simulações; posteriormente,
um controle que faz uso de um compensador inte-
gral é de�nido, como normalmente utilizado na lit-
eratura; �nalmente, os resultados numéricos obti-
dos são mostrados e discutidos. A Seção 5 conclui
o artigo, apresentando as ideias principais, e resu-
mindo os resultados obtidos.

2 Padrão de Escaneamento Optimal

Archimedean Spiral

Nesta seção as características gerais a respeito do
padrão de escaneamento espiral são apresentados.
Depois, dois métodos básicos de obtenção desta
forma de onda, com velocidade linear ou angular
constante, são mostrados. Finalmente, a Optimal
Archimedean Spiral, uma composição dos méto-
dos básicos, é explicada.

2.1 De�nições para o Padrão de Escaneamento
Espiral

O padrão espiral, proposto em Ziegler et al.
(2017), é baseado na espiral de Arquimedes. Este
padrão tem a propriedade de ter todas as suas
consecutivas curvas espaçadas por um valor cons-

tante. A espiral é construída de dentro para fora,
através da combinação de dois sinais senoidais,
aplicados no eixos do plano horizontal do scanner.
Usando coordenadas polares, é possível de�nir o
raio r e o ângulo θ utilizados na construção do
sinal:

r(t∗) , Rsf(t∗), θ(t∗) , 2πNf(t∗), (1)

onde Rs é o raio �nal (máximo) da espiral, f(t∗)
é uma função que determina as propriedades da
espiral, e N é o número de voltas, contadas da
borda até o centro do padrão. O termo t∗ é uma
variável de tempo normalizada, que considera t∗ =
t/T , onde t é o tempo, e T é o tempo requerido
para completar o padrão espiral.

Um exemplo de espiral arquimediana pode ser
visto na Figura 1. A distância entre duas curvas,
ou P , Rs

N , é constante neste padrão, e é direta-
mente relacionada com a capacidade de resolução
do scanner AFM.
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Figure 1: Padrão espiral arquimediana com Rs =
1µm, N = 5 e P = 2× 10−7

A velocidade linear v e a velocidade angular
ω da ponteira do scanner são dadas por,

v ,
Rsf

′(t∗)

T

√
(2πNf(t∗))2 + 1

ω ,
2πN

T
f ′(t∗),

(2)

onde f ′ denota a derivada de f com respeito ao
tempo normalizado t∗.

Para o padrão do tipo CAV, a função f(t∗) é
de�nida como f(t∗) = t∗. Desta maneira, a ve-
locidade angular se mantém constante. Já para
o padrão CLV, ela é dada por f(t∗) =

√
t∗, de

modo que a velocidade linear é um valor cons-
tante. O padrão OPT, por sua vez, é uma com-
posição destas duas diferentes abordagens.

2.2 Optimal Archimedean Spiral

A espiral arquimediana pode ser gerada de dife-
rentes formas, de acordo com as características

XIII Simpósio Brasileiro de Automação Inteligente

Porto Alegre – RS, 1o – 4 de Outubro de 2017

498



da função f(t∗). Duas abordagens são o padrão
com velocidade angular constante (CAV), o com
velocidade linear constante (CLV).

Ambos os casos possuem importantes impli-
cações. O caso CAV tem valores de velocidade
linear baixos no seu centro, necessitando mais
tempo de escaneamento. Além disso, com o au-
mento do raio, a velocidade linear também au-
menta para manter a frequência constante, o que
pode levar a subamostragem na periferia da espi-
ral (Ziegler et al., 2017). Por outro lado, o caso
CLV apresenta, teoricamente, um valor de veloci-
dade angular in�nito no início da espiral, devido
aos valores de raio muito pequenos. Este fato pode
levar a uma amostragem insu�ciente no centro da
espiral (Ziegler et al., 2017).

Combinando as vantagens dos métodos CAV
e CLV, e buscando mitigar suas desvantagens, a
Optimal Archimedean Spiral (OPT), apresentada
em (Ziegler et al., 2017), propõe um padrão com-
posto. No centro do padrão, o OPT segue uma
velocidade angular ωo constante, e na periferia,
ele segue uma velocidade linear constante vo.

O momento para a transição é de�nido como o
instante normalizado t∗o. Quando a espiral chega
a t∗o, a velocidade angular ωo corresponde a um
valor de velocidade linear vo tal que a transição
é suave, e o raio não sofre nenhuma transição
abrupta. A função f(t∗)da espiral OPT é de�nida
por:

f(t∗) =

{
t∗
a if t∗ 6 t∗o√
c1t∗ + c2 if t∗ > t∗o,

(3)

onde

a ,
2πN

Tωo
, c1 ,

2t∗
a2
, c2 , 1− c1.

Assim, o padrão OPT segue uma velocidade
linear variável no início da trajetória, e uma ve-
locidade angular variável no �nal da mesma.

A referência de cada um dos eixos é dada pela
relação entre coordenadas polares e cartesianas,
tal que:

rx(t) = r(t) cos(θ(t)), ry(t) = r(t) sin(θ(t)), (4)

onde rx(t) e ry(t) são os sinais de referência para
os eixos x e y, respectivamente.

3 Controle ressonante

Supõe-se que cada eixo possa ser descrito como
um sistema SISO na forma discreta de espaço de
estados, tal que:

x(k + 1) = Adx(k) +Bdu(k)

y(k) = Cdx(k) +Ddu(k)
(5)

onde x ∈ Rn é o vetor de estados discreto, u ∈ R
é a entrada de controle, e y ∈ R é a posição de

um dos eixos do scanner. Além disto, Ad ∈ Rn×n,
Bd ∈ Rn×1, Cd ∈ R1×n e Dd ∈ R. Neste tra-
balho, todos os estados dos sistemas são conside-
rados medidos.

3.1 Controle Ressonante

Na busca de um melhor seguimento de referência,
o presente trabalho propõe a aplicação de um con-
trole ressonante com frequência variável, baseado
no princípio do modelo interno (PMI). De acordo
com Francis and Wonham (1976), esta estrutura
de controle incorpora o modelo da dinâmica da
referência na malha de realimentação. Fazendo
isto, o controle baseado no PMI é capaz de atin-
gir convergência assintótica da referência (Wang
et al., 2009).

O controlador ressonante, na sua forma mais
simples, possui a seguinte estrutura

C(s) =
ω2
r

s2 + ω2
r

. (6)

Este controlador introduz um vale na frequên-
cia ωr da função de sensitividade S(jω) =
E(jω)/R(jω), que relaciona a razão entre o erro e
a referência do sistema, como ilustrado na Fig. 2.
Desta forma, o ganho de uma referência senoidal
de frequência ωr para o erro do sistema é zero,
implicando que o seguimento será perfeito. No
presente trabalho, a referência é uma espiral OPT,
cuja frequência é constante por um período da tra-
jetória, e variável no restante da mesma. Sendo
assim, o vale de ressonância adicionado pelo con-
trolador ressonante também precisa ser ajustado
adequadamente.
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Figure 2: Magnitude do diagrama de Bode da
função de sensitividade do controlador de�nido em
(6), para ωr = 100 rad/s e um sistema G(s) =
1/(s+ 10)

Para o controlador incorporar as diferentes
frequências das senoides que compõem a espiral
OPT, será utilizado o controlador ressonante de
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frequência variável. Na forma de espaço de esta-
dos, este controlador é de�nido por,

xr(k + 1) = Ar(k)xr(k) +Bre(k) (7)

onde xr ∈ R2 é o vetor de estados ressonantes, e é
o erro de�nido por e , r− y, sendo r a referência
rx(t) ou ry(t) apresentada em (4), e

Ar(k) =

[
0 ω(k)

−ω(k) 0

]
, Br =

[
0
1

]
.

Uma vez que a frequência w(k) é variante no
tempo, perde-se a garantia de seguimento assin-
tótico. Utilizando esta estrutura ressonante e a
representação em espaço de estados do sistema do
AFM, é possível criar uma representação aumen-
tada do par planta-controlador. A estrutura au-
mentada é demonstrada genericamente para am-
bos os eixos:

xa(k + 1) = Aa(k)xa(k) +Bau(k), (8)

onde xa(k) =
[
x(k) xr(k)

]T
é o vetor de estados

aumentado, composto pelos estados do sistema e
do controlador ressonante. As matrizes do sistema
aumentado são de�nidas por

Aa =


Ad 0n×2

01×n

−Cd

Ar(k)

 , Ba =

[
Bd

−BrDd

]
.

Note que a matriz Ar(k) do controlador resso-
nante é variante no tempo de acordo com a fre-
quência a ser seguida. Uma vez que a velocidade
angular não varia até o chaveamento em t∗o, esta
matriz é constante até este instante. Após este
momento, o sistema aumentado precisa ser atua-
lizado com os valores da frequência variável.

3.2 Projeto do controle DLQR

Para realizar o controle ótimo do sistema au-
mentado, considere o índice de performance
quadrático de�nido por:

J(u) =

∞∑
k=0

{
xT (k)Qx(k) + uT (k)Ru(k)

}
, (9)

onde Q = QT > 0, Q ∈ Rn×n é a matriz de pon-
deração de estados e R > 0 é um escalar de pon-
deração da entrada de controle. A lei de controle
que minimiza a função custo de�nida em (8) é uma
simples realimentação de estados na forma de

u(k) = −Ka(k)xa(k) = −Kx(k)x(k)−Kr(k)xr(k),
(10)

onde o vetor de ganhos de realimentação é obtido
via

Ka(k) = [Kx(k) Kr(k)] =

= (R+BT
a S(k)Ba)

−1BT
a S(k)Aa(k),

(11)

e a matriz S ∈ Rn×n é calculada resolvendo a
equação algébrica de Riccati

S(k) =Aa(k)
TS(k)Aa(k) +Q−

Aa(k)
TS(k)Ba(R+BT

a S(k)Ba)
−1BT

a S(k)SAa(k).
(12)

Até o tempo t∗o, os ganhos de realimentação
podem ser calculados apenas uma vez com a
equação (10), usando os parâmetros Q e R e o
sistema aumentado em (7). Quando a velocidade
angular se torna variável, o controle requer uma
atualização do ganho a cada amostra devido a atu-
alização da matriz Ar(k).

A estrutura de controle completa pode ser
vista na Figura 3, onde Ressonante é o sistema
ressonante (7), e Sistema é um dos sistemas dos
eixos, na forma de (5). Esta estrutura é a mesma
para ambos os eixos.

Ressonante Kr Sistema

Kx

− −

−refx + e xr u y

x
y

•

Figure 3: Estrutura do Controle Ressonante pro-
posto

4 Resultados Numéricos

Na presente seção, primeiramente os modelos dos
sistemas usados nas simulações são descritos. De-
pois, para �ns de comparação, um controle inte-
gral com compensador como proposto por Mah-
mood et al. (2011) é apresentado. Finalmente, os
resultados numéricos obtidos com as simulações
são apresentados e analisados.

4.1 Descrição dos Sistemas

As funções de transferência usadas para represen-
tar os sistemas dos eixos x e y do plano horizontal
do scanner AFM são de�nidas, respectivamente,
por (Mahmood et al., 2011):

Gx(s) =
0.1s2 − 1784s+ 1.309× 107

s2 + 28.3s+ 1.309× 107
, (13)

e

Gy(s) =
0.1s2 − 1610s+ 1.318× 107

s2 + 57.59s+ 1.318× 107
. (14)

4.2 Controle Integral com Compensador

Para realizar uma análise do desempenho do con-
trole, um controlador comumente utilizado em sis-
temas de AFM será também aplicado. Ele con-
siste em dois controles independentes, uma vez
que os dois eixos são tratados como sistemas SISO.
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A estrutura do controlador possui dois laços: o
interno é responsável por aumentar o amorteci-
mento do sistema do scanner ; o externo consiste
em um controle integral, responsável pelo segui-
mento da referência (Mahmood et al., 2011).

4.3 Resultados Numéricos

Um conjunto de simulações foi conduzido, uti-
lizando o período amostragem Ts = 20 ns, como
utilizado em Ziegler et al. (2017). Nas simula-
ções, os sistemas (13) e (14) foram considera-
dos com seus respectivos compensadores de�nidos
em Mahmood et al. (2011). Suas representações
em espaço de estados, tal em (5), foram obti-
das usando a forma canônica controlável, e a dis-
cretização do tipo Tustin1 à partir de (13) e (14).
Todos os sinais de saída receberam a adição de um
número aleatório normalmente distribuído, com
média zero e desvio padrão de 1× 10−9 para sim-
ular a presença de ruído nas medições.

Os parâmetros utilizados para produzir os
sinais de referência, para cada conjunto de simula-
ções, são mostrados na Tabela 1. Os valores foram
baseados em Ziegler et al. (2017).

Table 1: Parâmetros para cada conjunto de simu-
lações.

Conj.
Parâmetros

T [s] ωo [rad/s] vo [mm/s] t∗o [s]
1 0.75 700π 0.36 0.0539
2 0.5 1000π 0.53 0.0298
3 0.25 2000π 1.1 0.0149
4 0.1 10000π 2.7 0.0015

Os ganhos integrais são de�nidos como
KI{x,y} = 1000, assim como projetados em
Mahmood et al. (2011), e as matrizes do con-
trole ressonante são de�nidas como: Q =
diag

[
1 1 1 1 105 105

]
, onde diag é uma

matriz diagonal com os valores diagonais mostra-
dos, e R = 107.

Os resultados do Conjunto 1 de simulações
são retratados na Figura 4, para ambos os con-
troladores. É possível ver que o controle integral
não é capaz de realizar o seguimento, enquanto
o controle ressonante apresenta bons resultados.
O centro da espiral é uma parte crítica do segui-
mento, já que as velocidade lineares mais altas
estão ali localizadas. O controlador integral não
consegue lidar com estas transições em alta veloci-
dade. Por outro lado, o controlador ressonante é
capaz de seguir este sinal senoidal.

Analisando a Figura 4, é possível observar que
o controlador integral com compensador gera uma
saída que não corresponde a posição da espiral de
referência. Apesar do sinal parecer coincidir com

1Outros métodos, como a discretização exata, apresen-
taram resultados inferiores ao método Tustin.
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Figure 4: Espiral OPT entre ±0.4µm (conjunto
1) para Mahmood et al. 2011 (imagem superior)
e controle ressonante (imagem inferior). O ponto
representa o instante t∗o

a curva seguinte da espiral, na verdade existe um
acúmulo de erro que acaba por gerar sobreposição
de linhas após o chaveamento, além de diversas
falhas ao longo da trajetória. No caso do con-
trolador ressonante, apesar de existir um pequeno
erro de seguimento, o mesmo se mantém constante
ao longo da espiral, sem gerar sobreposições ou
falhas nas trajetórias.

Para quanti�car os resultados numéricos obti-
dos, o erro de seguimento rms, ou Erms, foi cal-
culado, considerando a diferença entre a trajetória
obtida e a desejada. O erro Erms é de�nido como

Erms ,
√

(r− y)T (r− y), (15)

onde r =
[
r(1) . . . r(M)

]
é o vetor do sinal

de referência, gerado para cada conjunto de si-
mulações, y =

[
y(1) . . . y(M)

]
é a respectiva

saída obtida dos sistemas para cada referência, e
M , T/Ts é o número de amostras.

Na Tabela 2, os resultados para os quatro di-
ferentes conjuntos de simulações são detalhados.
Como é possível notar, o controlador ressonante
atingiu menores valores de Erms mesmo para va-
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lores de velocidade mais altos. O simples con-
trole integral não é adequado para seguir o sinal
senoidal composto, resultando em resultados pi-
ores que o controlador ressonante.

Table 2: Valores Erms [×10−16] para a espiral
OPT para os controladores
Conj. Ressonante Mahmood et al. (2011)
1 0.0288 1.280
2 0.0571 169.3
3 0.2363 1037.7
4 4.435 32940

A análise quantitativa do desempenho inde-
pendente dos eixos é mostrada na Tabela 3. Os
resultados mostrados correspondem aos da Tabela
2. É notável que os valores Erms são menores
para o controle ressonante, comparado ao controle
Mahmood et al. (2011). Os esforços de controle
também são considerados, representado pelo valor
rms dos sinais de entrada u, ou urms. É possível
ver que os resultados melhores obtidos não neces-
sitam de maiores esforços de controle. Este é mais
uma vantagem do controle ressonante, que busca
alcançar o seguimento ótimo da frequência.

Table 3: Valores Erms [×10−15] e urms [×10−14]
para os dois eixos da espiral OPT

Eixo Conj.
Ressonante

Mahmood
et al. (2011)

Erms urms Erms urms

x

1 0.00243 10.2 59.8 10.2
2 0.00440 9.76 73.7 9.92
3 0.0154 7.98 303 10.2
4 0.2298 14.6 3762 40.4

y

1 0.00231 10.2 58.2 10.2
2 0.00421 9.74 73.8 9.92
3 0.0146 7.87 293 9.79
4 0.2601 15.7 3875 41.4

5 Conclusões

O desempenho de Microscópios de Força Atômica
pode ser melhorado com o uso de padrões de es-
caneamento espirais, que são compostos de sinais
senoidais com frequências variantes no tempo.
Com o objetivo de realizar o seguimento desses
tipos de trajetória, o presente artigo propôs um
controle ressonante ótimo com frequência variá-
vel, utilizando o princípio do modelo interno e
um Regulador Linear Quadrático. O controlador
apresentado atingiu resultados positivos, superi-
ores aos encontrados com um controlador integral
com compensador comumente utilizado na área.
O controlador ressonante foi capaz de alcançar
bons resultados para diferentes velocidades, e com
menores esforços de controle. Para trabalhos fu-
turos, pode-se citar a obtenção de interpolações

para os ganhos do controlador e, assim, evitar
a solução da equação de Riccati em tempo real.
Estudos preliminares mostraram que as suas vari-
ações seguem uma relação suave em função da fre-
quência do controlador ressonante.
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