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Abstract— This paper addresses the problem of ./, filtering for discrete-time linear systems with middle-frequency specifica-
tions using the generalized Kalman-Yakubovich-Popov (gKYP) lemma. The proposed approach transforms the matrix inequalities
from the gK'YP lemma into linear matrix inequalities (LMIs) using structured slack variables and a simple stability condition to
ensure 7%, performance on the specified frequency range. Being based on the LMI framework, the approach can be extended
to deal with the robust filtering problem for polytopic uncertain systems. Numerical examples illustrate the effectiveness of the
proposed condition.
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Resumo— Este trabalho aborda o problema de filtragem %, de sistemas lineares a tempo discreto com especificagdes em
média frequéncia por meio do lema de Kalman-Yakubovich-Popov generalizado (gKYP). A abordagem proposta transforma as
desigualdades matriciais do gKYP em desigualdades matriciais lineares (em inglés, Linear Matrix Inequalities — LMIs) utilizando
varidveis de folga estruturadas e uma condigdo de estabilidade simplificada para assegurar o desempenho 7% na faixa de frequéncia
especificada. Por ser baseado em LMIs, o método pode ser estendido para tratar o problema de filtragem robusta para sistemas

com incertezas politopicas. Exemplos numéricos ilustram a efetividade da condi¢do proposta.
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1 Introducio

A importancia do lema de Kalman-Yakubovich-Popov
(KYP) para a teoria de controle é amplamente reco-
nhecida, uma vez que instincias desse lema compre-
endem resultados tradicionais da literatura, como a ca-
racterizacdo de positividade real e matrizes de transfe-
réncia limitadas. O lema pode ser, por exemplo, as-
sociado ao BRL (do inglés, Bounded-Real Lemma),
que é extensivamente empregado no contexto de con-
trole J%. de sistemas dindmicos.

Em sua forma padrdo, o lema de KYP relaciona de-
sigualdades definidas no dominio da frequéncia (tanto
para o caso continuo, como para o caso discreto) com
desigualdades matriciais (Rantzer, 1996). Recente-
mente, extensdes do lema de KYP que abordam desi-
gualdades em intervalos no dominio da frequéncia fo-
ram desenvolvidas na literatura (Iwasaki et al., 2000;
Iwasaki e Hara, 2005; Graham et al., 2009). Essas ex-
tensdes sdo tteis para o projeto de sistemas de con-
trole que operam em faixas especificas de frequén-
cia. Mais especificamente, o resultado em (Iwasaki
e Hara, 2005) é conhecido como lema de Kalman-
Yakubovich-Popov generalizado (gKYP).

Dentre os diversos avangos para o gKYP, destacam-
se os trabalhos Pipeleers e Vandenbergue (2011), You
e Doyle (2013) e Pipeleers et al. (2014). O primeiro
avancou nos resultados apresentados em (Iwasaki e
Hara, 2005), provando que algumas matrizes da for-
mulacdo original podem ser feitas reais sem perda de
generalidade. You e Doyle (2013) usam dualidade com
0 objetivo de explorar detalhes da extensdo proposta
em (Iwasaki e Hara, 2005). Finalmente, Pipeleers
et al. (2014) generalizaram a aplica¢io do gK'YP para
multiplos intervalos disjuntos.

Apesar da teoria prover resultados necessdrios e sufi-
cientes para a andlise de desempenho 77, em faixas de
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frequéncias, para o caso de projeto de controladores e
filtros, existem alguns pontos em aberto que merecem
investigacdes. Uma condic¢do necessdria e suficiente
para o projeto de controladores para sistemas conti-
nuos com especificacdes em baixa frequéncia foi pro-
posta em Iwasaki e Hara (2007) e para especificacdes
em média frequéncia em Romao et al. (2016) com ma-
trizes complexas.

A principal contribui¢do deste trabalho estd na pro-
posicdo de uma condi¢do suficiente para o projeto de
filtros para sistemas a tempo discreto com especifica-
¢des da norma %, em intervalos de média frequén-
cia utilizando uma condig¢@o de estabilidade mais sim-
ples quando comparada com outros resultados na lite-
ratura (Lee, 2013). Experimentos numéricos ilustram
a aplicabilidade da abordagem proposta.

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira. Na
Sec¢do 2, define-se o problema de filtragem 7%, com
especificacdes em média frequéncia e introduzem-se
os resultados que servem de base para os desenvolvi-
mentos subsequentes. Na Secdo 3, apresenta-se a con-
dicao de projeto proposta, que compreende o principal
resultado do artigo. Na Sec¢do 4, aplica-se a condi-
¢do desenvolvida em dois exemplos numéricos ilus-
trativos. A Secdo 5 conclui o trabalho.

A notacdo adotada ao longo deste trabalho é padrdo.
Os espacos vetoriais real e complexo de dimensio
n x m sdo denotados por R"*™ ¢ C"*™  respectiva-
mente. Dada uma matriz A € C"*", A* representa
o complexo conjugado transposto (para matrizes re-
ais, representa a matriz transposta). O espaco veto-
rial gerado pelas colunas da matriz A é denotado por
H(A). Se A € C™™ tem posto deficiente de colu-
nas, a matriz A representa uma matriz cujas colu-
nas formam uma base para o espaco nulo de A, ou
seja, AAL = 0. Dadas matrizes A e B, AQB é o
produto Kronecker de A por B. A notagdo He(A) é
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uma abreviacdo para A +A*. Em uma matriz definida
por blocos, o simbolo x representa o conjugado trans-
posto de seu bloco simétrico. O simbolo 6 (A,s) in-
dica a forma quadrética [s* 1} A [s* 1} *. A notagio
min.y f(X) s. a g(X) < 0 refere-se a um problema de
otimizag#o, lendo-se: minimizar f(X) sujeito a g(X)
pertencente ao cone das matrizes definidas negativas.

2 Preliminares

O problema de filtragem a tempo discreto com especi-
ficagdes de norma 7, em média frequéncia pode ser
formulado da seguinte forma. Considere o sistema li-
near a tempo discreto e assintoticamente estavel cuja
representacdo em espacos de estados é dada por

x(k+1) = Ax(k) + Byw(k)
2(k) = Cox(k) + Doyw(k) (D
y(k) = Cyx(k) + Dyww(k),

em que x € R” representa o vetor de estados, w € R" a
entrada de perturbagdo, z € R? a saida de referéncia e
y € R? a saida medida.

Para esse sistema, visa-se projetar um filtro de ordem
completa dado por

Xf(k+ 1) =A
zf(k) =

em que xy € R" com ny = n e zy € R representa
a saida do filtro, de modo a minimizar a norma 7%
da matriz de transferéncia da entrada de perturbagao,
w(k), para o erro de estimagdo, e(k) = z(k) —z¢(k), em
uma faixa de frequéncia contida no intervalo [0, 7].

xy (k) + Byy(k)

(2
Cf)Cf(k) + ny(k),

Para tanto, define-se o sistema de espaco de estados
aumentado, com varidveis de estados dadas por ¥ =
[x* xﬂ *, resultante da interconexao entre o sistema
e o filtro como

(k+1) = A%(k) + Bw(k) 5
e(k) = Cx(k) + Dw(k),
em que
| A 0 By
[ R P TR L S YT
‘ CZ - Dny Cf w Dnyw

e a matriz de transferéncia da entrada w(k) para o erro
de estimac@o e(k)
H(z)=C(I—-A)"

B+D, 5)

em que z representa a varidvel complexa advinda da
transformada Z. Com essas defini¢des, reformula-se
o problema da seguinte maneira: encontre uma reali-
zagdo (Ay,By,Cy,Dy) para o filtro (2) de modo que
a norma %2, da matriz de transferéncia dada em (5)
seja minimizada em um intervalo de frequéncia, i.e.,
IH (@)l < 7. V2=, 0 € [@1, an].
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Os resultados que servem de base para o desenvolvi-
mento da condi¢do de projeto exposta neste trabalho
sdo apresentados nos proximos lemas, a saber, o Lema
de Finsler (Skelton et al., 1998) e o Lema gK'YP adap-
tado para tratar o intervalo de média frequéncia para o
caso discreto (Iwasaki e Hara, 2005).

Lema 1 (Lema de Finsler) Dados Q = Q* € C"*" e
B € C™*", com rank(B) = r < min(m,n), as seguintes
condigbes sdo equivalentes:

i) BX" QB+ <0.
ii) Existe uma matriz X € C"™*" tal que

Q+X'B+B*X <0.

Note que o Lema 1 estabelece a equivaléncia entre o
teste da negatividade da matriz Q no espago vetorial
ortogonal ao %Z(B) com a existéncia de uma matriz X
que satisfaz a desigualdade matricial do item if).

Para abordar o problema de especificacdes em faixas
de frequéncia no dominio discreto, utiliza-se a notacao
de Iwasaki e Hara (2005). Primeiramente, tem-se o
conjunto

A(D, V)

{sE(C: m}mo,
HEIHED:

caracterizado pela intersecdo entre os conjuntos
o(®,s) =0e o(¥,s) >0. Em (Iwasaki e Hara,
2005), apresentam-se as condi¢bes para que o con-
junto A(®,¥) forme uma curva no plano complexo.
Neste trabalho, interessa-se em intervalos que sao seg-

mentos de circulos e, para isso, restringe-se a escolha
das matrizes @ e ¥ a

~1 0 0
o= o 1 we

Observe que a formulagdo apresentada em (Iwasaki e
Hara, 2005) ndo estd limitada a tratar segmentos de
circulos, pois pode também ser utilizada para lidar
com segmentos de retas; ademais, trabalhos recentes
estenderam esses resultados para multiplos segmentos
disjuntos de circulos e de retas (Pipeleers e Vanden-
bergue, 2011).

ej (23

—2cos(wy)| " ©)

Definida a notacdo, introduz-se a adapta¢do do lema
de KYP para a andlise da norma .7%, de sistemas line-
ares discretos em intervalos de média frequéncia.

Lema 2 Sejam dados escalares 0 < @) < wp < T, ma-
trizes ® e ¥ como em (6), matrizes A € R"", B €
R™", C € RP*" ¢ D € RPS", com det(A — e/®I) # 0,
Yo € [0y, @] Entdo, as seguintes condi¢des sdo
equivalentes:



D) IH(@)]lo <7 V2=, 0 € [0, ).

ii) Existem matrizes hermitianas 0 < Q € C"™" ¢
P € C"" tais que

A Bl" A B
[1 0} (<I>®P+‘P®Q)[I 0}
Cc*C C*D

+[D*c D*Dy21}<0' )

Prova: Ver (Iwasaki e Hara, 2005). d

O resultado do Lema 2 estabelece uma condig@o ne-
cessdria e suficiente para a andlise do desempenho
. em faixas de frequéncias para sistemas discretos;
no entanto, na formulagao apresentada, esse resultado
ndo é apropriado para resolver o problema de filtra-
gem, uma vez que hd produtos triplos envolvendo as
varidveis (matrizes do filtro e matrizes P e Q). Para
chegar a uma condi¢@o mais adequada para o projeto
do filtro, algumas manipula¢des sdo necessdrias. Em
primeiro lugar, reescreve-se a desigualdade (7) como

A B
[(@eP+¥©0) 0 I 0
B I 0 <0.
0 0 —p cC D
0 I
Bt
Em seguida, definindo
I 0 0 O I 0 0 O
10 1 0 O 1_ {01 0 0
R=1o —c 1 —p|" ® =lo c 1 p|
0O 0 0 I 0 0 0 I

e realizando algumas manipulacgdes algébricas, obtém-
se a seguinte condicao equivalente:

R 0 A B
B 1 C*D I 0| =<0, (8
[0 D*C] D'D-»I| |0 I
Bt
em que
0 0
R = (PP+¥®Q)+ 0 ccl-

Neste ponto, o Lema de Finsler pode ser utilizado na
obtencdo de uma condi¢do equivalente com varidveis
de folga que, por ndo apresentar produtos triplos entre
variaveis, é mais conveniente para prover solu¢do ao
problema de filtragem discreta em média frequéncia.

Lema 3 Sejam dados escalares 0 < @) < @, < T, ma-
trizes ¥ e ® como em (6), matrizes A € R"™", com
det(A—e/®I) £ 0, Vo € [0y, @), B € R™", CP*" ¢
D € RP*". Entdo, a seguinte condigcdo é equivalente
aos itens do Lema 2.
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i) Existem matrizes hermitianas 0 < Q € C"" ¢
P e C™" matrizes Le C"", M e C"™" e N €
C™" tais que

R 0
0 D'D—y4

L
+He (

M| [-I A B
Prova: Note que definindo

©)
) <0

N

A B L
B=[-I A B], B'=|I 0|, X'=|M]|,
0 I N
o resultado segue a partir do Lema 1. o

3 Principais Resultados

Nesta secdo, uma condi¢@o suficiente para o projeto
de filtros discretos com especificacdes em faixas de
frequéncia € desenvolvida por meio do resultado do
Lema 3.

Teorema 1 Dados um sistema discreto como em (1) e
escalares 0 < @) < wp < T, se existirem matrizes her-
mitianas Q11 € crxn 0 € Cmn Py e C™" Py €
Cnxn’ matrizes le c Cnxn’ P € Cnxn’ L € (Cnxn’
L € Cnxn’ My € Cnxn’ My € Cnxn’ I% c Rnxn’
Myy € R Mpr € R™4, Cr € RP*" e Dy € RP*
tais que as desigualdades (11) e

[Qll O

T On

em que O = (O + @)/2 e Wy = (W — O1)/2, se-
Jam vdlidas, entdo as matrizes Ay = K~ "Muy, By =

] -0, (10)

IQ’IMBf Junto com as varidveis do problema Cy e Dy
compbem uma realizagdo do filtro dado em (2) que
garante ||H(2) |l < 7,Vz=€'?, 0 € [0), tn).

Prova: Supondo que as desigualdades (10) e (11) se-
jam vélidas e definindo Q como em (10),

Py Ry K
P= , Ye= >l
[ Pzzj K |:R2] K

%
P,

os produtos entre a varidvel Yg, sendo, nesse caso, R =

L, ou R =M, e as matrizes A e B, cujas as expressdes

sdo dadas em (4), tornam-se

12)

VoA — RA+MprCy, Myy
R RyiA+Mp;Cy, Myy|’
RllBW-f—MBfD,vw
YrB = MW
K [RZIBW+MBnyw

Com essas defini¢cdes, a desigualdade (11) pode ser
reescrita como

—P—He(Y1) Qe/® —Yy+YA YB 0
* M22 YMB Cc*
* * —y D* =<0,
* * * —1I
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7P]1 7HC(L|]) 7P]27L§1 7AI%
—Pzz —HG(K)

. S S S S
b . S o

/% Q1y — My, +Mys
e/ 00 — K"+ May

P+ Myp+A™M5, + My —2cos(@w) Q12

Py +He(Mayr) —2cos(@y,) 022

*
*
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ejf"CQll — M}, +Li1A+MpsCy
e/ QFy — K* + LA+ MpsCy
Py +He(MpA +MBny) —2cos(wy,)011

*
*
*
Llle‘f'MBnyw 0
L2]Bw+MBnyw 0
MyB,,+Mpg¢Dy,, C:—C;D%
11Dw BfUyw z i f <07 (11)
MZle+MBfD)rw _Cf
-7 D;wa;wD;
* -1

com
My, = P —2cos(@,)0 + He(YyA).

Aplicando o complemento de Schur com relacdo ao
bloco (4,4) e renomeando as varidveis Yy =M e ¥, =

L, tem-se
0 ) < 0.

[R(;l D*D—Vzl} +He<

Assim, conclui-se que se a desigualdade (11) for satis-
feita, entdo a desigualdade (9) é valida com a varidvel
N =0, e as varidveis L e M com a estrutura apresen-
tada em (12). Além disso, observe que a desigual-
dade (10) € Q > 0. Dessa maneira, o resultado segue
pela implicagéo entre o Lema 3 e o item /) do Lema 2.
O

L
M|[-1 A B]
0

Apesar de fornecer uma condi¢do suficiente para o
projeto de filtros discretos com especificacdes em mé-
dia frequéncia, o Teorema 1 nao garante a estabilidade
do filtro obtido, isto €, a condi¢do pode retornar matri-
zes Ay com autovalores fora do circulo unitdrio. Para
garantir que a matriz de transferéncia H(z) seja ana-
litica no exterior do circulo unitario (matriz A Schur
estdvel), necessita-se de uma restri¢do adicional.

Teorema 2 A matriz A dada em (4) é Schur estdvel se
e somente se existirem uma matriz simétrica 0 < W €
R™" e matrizes Myy € R™" e K € R"™" tais que

w 7HC(I€) MAf

L T =o.

13)

Prova: Como a matriz A é, por defini¢do, assintotica-
mente estdvel e como os autovalores de A sao os auto-
valores de A e Ay, garantir que a matriz A seja Schur
estdvel equivale, nesta situacdo, a garantir a estabili-
dade da matriz Ay. Usando resultados consolidados
da literatura (de Oliveira et al., 1999), a matriz Ay €
estavel se somente se

{g’ _()P]+He([’§] 1 Af}><o_

O resultado segue fazendo-se My s = KA f-
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Com os resultados dos Teoremas 1 e 2, pode-se for-
necer uma condi¢do suficiente para o projeto de filtros
discretos Schur estdveis com especificacdes em média
frequéncia.

Corolario 4 Se as desigualdades (10), (11) e (13) sdo
satisfeitas, entdo o filtro composto pelas matri;es Ay,
By, Cy, Dy garante que ||H(z)| < 7,Vz=€/® 0 €
(@1, @n] com Ay Schur estdvel.

Dessa forma, a obten¢do de um filtro Schur estdvel as-
sociado ao melhor desempenho .7, possivel no inter-
valo de frequéncia especificado, satisfazendo as con-
dicdes (10), (11), e (13), pode ser realizada por meio
do seguinte problema de otimizag¢do convexo

min.
011,012,922,P11,P12,,
Py,Ly1,Loy My, My K,
Mpy Mgy, Cy.Dy

s.a (10), (11), (13).

(14)

Em caso de solucao, as matrizes do filtro sdo dadas por
Ap= I%’IMAf, By = I%’IMBf, e Cy e Dy varidveis do
problema de otimizagao.

Os resultados apresentados neste trabalho podem ser
estendidos para tratar sistemas com incertezas poli-
tépicas, produzindo-se filtros discretos robustos com
custo garantido 7%, em médias frequéncias. Para
tanto, pode-se definir as varidveis que ndo sdo utili-
zadas para sintese do filtro (todas as varidveis do pro-
blema exceto My s, Mpy,Cr,D s, K) como dependentes
polinomialmente do parimetro incerto e utilizar re-
laxagdes LMIs na linha do trabalho (Oliveira e Pe-
res, 2007) para obter o conjunto de LMIs finitas que,
se verificadas, garantem a factibilidade das LMIs de-
pendentes de pardmetros.

Comentario 1 Abordagens que inserem pardmetros
escalares na defini¢do da varidvel Yr, como por exem-

plo
_|Ri1 AnK
"Ry K|’

podem fornecer menores limitantes para a norma
no intervalo de frequéncia especificado ao custo de



um maior esforco computacional para realizar uma
busca no pardmetro A, (Lacerda et al., 2011; Romado

etal., 2015).

4 Resultados Numéricos

As rotinas que geraram os resultados reportados
nesta se¢do foram implementadas usando o MATLAB
2013b (versdo 8.2.0.701) 64 bits e os pacotes Yal-
mip (Lofberg, 2004), SeDuMi (Sturm, 1999), e ROL-
MIP (Agulhari et al., 2012) em um computador com o
sistema operacional Ubuntu 14.04 LTS. Os dados nu-
méricos associados aos filtros projetados foram trun-
cados em duas casas decimais.

Exemplo 1. Considere o sistema discreto assintotica-
mente estdvel dado por

~0.87 0.26 1.95
xe+1) = [—0.13 0.02] xk)+ {—0.16] wik)
2(k) = [~0.69  —0.82] x(k) +0.53w (k)
y(k) = [2.11 1.51]x(k) — 0.34w(k).
(15)

Se a energia da perturbacdo w(k) estd concentrada na
faixa de frequéncia @ € [r/3,7/2], entdo esse conhe-
cimento a priori pode ser usado para melhorar o de-
sempenho de projetos de controladores e filtros.

Para ilustrar essa melhora no desempenho, projeta-se
dois filtros para o sistema (15). O filtro

S A R TH I
z(k) = [<0.15  0.05] x(k) —0.31y(k)

foi calculado utilizando-se a condi¢@o necessdaria e su-
ficiente de (Geromel et al., 2000), que considera todo
o espectro de frequéncia, e o filtro

~0.64 348 —0.78
xf(k“):{o.os —0.14]xf(k)+[0.19

(k) = [0.6  —0.72] x;(k) — 0.49y(k)

(16)

} y(k)

(17)
obtido como solug¢@o do problema (14).

Os diagramas de valores singulares para a conexdo do
sistema (15) com os filtros (16) (curva preta tracejada)
e (17) (curva azul) e o valor do limitante fornecido
pelo problema (14) (reta vermelha) sdo apresentados
na Figura 1. Note que, na faixa de frequéncia em ques-
tao (regifo em azul claro), o valor da norma fornecido
pelo problema de otimizacdo (14) € menor do que o
valor obtido pelo filtro (16), melhorando o desempe-
nho do sistema.

Exemplo 2. Considere o sistema incerto robustamente
assintoticamente estdvel

x(k+1) = [(1’ ;ﬁ'g}x(kn[l

2(k)=[1 0]x(k)
y(k) = [-100 10]x(k)+ [0 1] w(k),

o

(18)
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Figura 1: Diagrama de valores singulares da cone-
x30 do sistema (15) com os filtros (16) (curva preta
tracejada) e (17) (curva azul) e o valor do limi-
tante (reta vermelha) fornecido pelo problema de oti-
mizacao (14).

com |8| < 0.45. Note que o sistema (18) pode ser
transformado em uma representagdo politépica com
dois vértices (tomando os extremos do intervalo).

O objetivo € projetar um filtro robusto que garanta
um desempenho %, na faixa de frequéncias 7/6 <
® < 1 /2. Para tanto, utiliza-se a extensdo da condi-
¢d0 proposta para o caso incerto. Para a geracdo do
conjunto de LMIs a partir da condi¢do dependente de
parmetros, emprega-se o pacote computacional ROL-
MIP (Agulhari et al., 2012).

O filtro robusto projetado pelo procedimento de otimi-
zacdo dado em (14) atribuindo grau um para todas as
varidveis dependentes do parametro incerto € dado por

SR enlirvod EECEY WD
(k) = [-0.21  —0.05] x7(k) — 0.01y(k).

19)
Conectando-se o filtro (19) com o sistema (18), obtém-
se um sistema aumentado incerto. Os diagramas de
valores singulares para diferentes valores do parame-
tro incerto (curvas azuis) sdo apresentados na Figura 2.
O valor do limitante calculado pelo procedimento (14)
para tratar sistemas incertos € ilustrado pela reta ver-
melha. Conforme esperado, os diagramas de valores
singulares ndo ultrapassam o limitante obtido na faixa
de frequéncias para os valores do parametro incerto
considerados.

5 Conclusoes

Foram propostas novas condi¢des LMIs para o projeto
de filtros com especificacdes de norma 572 em inter-
valos de frequéncia para sistemas a tempo discreto.
Este tipo de projeto pode ser util quando se tem in-
formacdo a priori sobre as faixas de frequéncia que
concentram a energia da entrada de perturbagdo, como
ilustrado em um exemplo numérico.
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Figura 2: Diagrama de valores singulares da conexao
do sistema (15) com os filtros (16) (curva preta trace-
jada) e (17) (curva azul) e o valor do limitante (reta
vermelha) fornecido pelo procedimento de otimiza-
cdo (14).

Adicionalmente, foi apresentada a extensdo da condi-
¢do para tratar o caso de sistemas com incertezas po-
litopicas. O processo de obtencdo das LMIs finitas €
feito de maneira sistemdtica por meio de pacotes com-
putacionais de dominio publico a partir da defini¢do de
estruturas polinomiais para as varidveis do problema.
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