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Abstract— This paper investigates the problem of filtering through a multi-path network, proposing a modeling that minimizes
the impact of the packet loss in the performance of the designed filter. The dynamics of the network packet loss is modeled by a
discrete-time Markov chain that contains the information about the selection process of the route and the packet loss rate, based
on the McCullough structure of bit error in communication channels. Three approaches are proposed for the synthesis of filters
considering different clusters of the Markov chain operation modes. The results obtained for a case study based on the filtering of
a mass-spring system show that partially mode-dependent filters are capable to provide performance indexes (in terms of the H∞

norm) equal to the optimal solution, which is obtained by mode-dependent filters.

Keywords— Networked control systems, Markov jump linear systems, Filtering, H∞ guaranteed cost

Resumo— Este artigo investiga o problema de filtragem realizada por meio de uma rede multi-rotas, propondo uma modelagem
que minimize o impacto da perda de dados na rede no desempenho do filtro projetado. A dinâmica de perda dos pacotes da rede
é modelada por uma cadeia de Markov em tempo discreto que contém a informação do processo de seleção da rota e sua taxa
de perda de pacote, tomando como base a estrutura McCullough de erro de bit em canais de comunicação. São propostas três
abordagens para o projeto de filtros considerando diferentes agrupamentos dos modos da cadeia de Markov. Resultados obtidos
para um estudo de caso baseado na filtragem de um sistema massa-mola mostram que filtros parcialmente dependentes de modos
são capazes de produzir índices de desempenho (em termos da norma H∞) iguais à solução ótima do problema, a qual é obtida por
meio de filtros dependentes de modo.

Palavras-chave— Sistemas controlados por rede, Sistemas lineares sujeitos a saltos markovianos, Filtragem, Custo garantido
H∞

1 Introdução

A automatização de processos não é mais uma ex-
clusividade dos ambientes industriais nos dias de hoje,
podendo ser aplicada nas mais variadas atividades do
cotidiano, desde sistemas de transporte complexos até
no controle de funções básicas de residências como
temperatura, umidade, etc. Em um âmbito industrial,
os sinais utilizados nas tarefas relacionadas a controle
são comumente transportados por canais de comuni-
cação exclusivos (sinais analógicos) ou em redes cabe-
adas de alto desempenho, como a Ethernet industrial.
Outro esquema possível de comunicação é a utilização
das redes sem fio que, quando comparadas às redes
industriais robustas, apresentam em geral qualidade
de serviço inferior. Entretanto, essas redes possuem
vantagens em termos de custo, flexilidade e escalabi-
lidade, tornando-se atrativas por exemplo, em projetos
de condomínios e na agricultura.

A implementação de modelos clássicos de con-
trole digital impõe restrições importantes na rede
em termos da qualidade de serviço requerida, visto
que deve-se garantir comunicação full-reliable (sem
perda), atraso nulo e frequência de amostragem fixa.
Satisfazer esses requisitos não é uma tarefa simples,
principalmente nas redes de propósito geral e nas redes
que coexistem em bandas de rádio frequência de alta

demanda (Zhao et al., 2010; Angrisani et al., 2008).
Com relação a redes menos robustas, como por exem-
plo as redes de sensores sem fio (do inglês, Wireless

Sensor Network — WSN) (Yick et al., 2008) baseadas
no protocolo IEEE 802.15.4, por um lado têm-se ta-
xas de respostas lentas, pois priorizam principalmente
simplicidade de desenho, autonomia e escalabilidade
da rede. Por outro lado essas redes podem ser inviá-
veis em processos envolvendo dinâmicas rápidas. Vi-
sando otimizar a interconexão de sistemas por meio de
redes digitais, emergiu nas últimas décadas uma área
de pesquisa dentro da teoria de controle chamada de
Sistemas de Controle por Rede (em inglês, Networ-

ked Control Systems — NCS). Em geral os projetos de
NCS tratam quatro problemas importantes: o atraso, a
perda de pacote, a limitação de banda e a arquitetura
dos sistemas (Hespanha et al., 2007).

Um aspecto importante em NCS é a possibili-
dade de projetar sistemas de controle que conside-
ram a perda da informação dos sinais (pacotes), for-
necendo garantias teóricas de estabilidade e desempe-
nho. Essa é uma característica desejada pois a comu-
nicação full-reliable requerida nos projetos clássicos
de controle fornece soluções menos conservadoras em
termos de desempenho, mas em contrapartida exigem
grande consumo de recursos para a rede (Palma, Car-
valho, Gonçalves, Galarza e Oliveira, 2015). Por ou-
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tro lado, ao utilizar uma comunicação semi-reliable

(semi-confiável), embora o desempenho do sistema
de controle possa ser degradado, a possibilidade de
perder informação pode trazer melhorias considerá-
veis na utilização do canal, por exemplo, minimi-
zando o número global de transmissões (Palma, Car-
valho e Gonçalves, 2015; Palma, 2016). Nesse con-
texto, a perda de informação em controle ou filtra-
gem via rede pode ser convenientemente modelada
pela teoria de sistemas lineares sujeitos a saltos mar-
kovianos (do inglês, Markov Jump Linear Systems —
MJLS) em tempo discreto (Costa et al., 2005). Uti-
lizando essa modelagem, a dinâmica do processo de
perda dos pacotes associada aos sinais de medidas é
descrita por uma cadeia de Markov a tempo discreto.
Para caracterizar o processo de perda em comunica-
ção ponto-a-ponto (Marcondes, 2005) existem estru-
turas de cadeias de Markov específicas como: Ber-
noulli, Gilbert Simplificado, Gilbert-Elliot, Fritchman
e McCullough (Gonçalves et al., 2010). Diferente-
mente da comunicação ponto-a-ponto na qual os mo-
delos são bem estabelecidos, modelar a dinâmica da
perda dos pacotes para redes Multi-Hop (com múlti-
plos saltos para chegar ao destino) pode ser uma ta-
refa desafiadora, pois o sucesso da chegada dos pa-
cotes depende da probabilidade de sucesso entre os
saltos e dos protocolos de comunicação empregados.
Dentre os mecanismos comumente aplicados em redes
para garantir um certo grau de confiabilidade na en-
trega dos dados, destacam-se os protocolos ARQ (do
inglês, Automatic Repeat-reQuest), que implementam
um procedimento que acusa automaticamente a recep-
ção dos dados usando pacotes de acknowledgement

(ACK) (Lin et al., 1984). Dentre os esquemas de trans-
porte mais utilizados em redes reais baseados em ARQ
pode-se citar o Hop-by-Hop e End-to-End (Heimlicher
et al., 2007).

Nas redes reais, como por exemplo as WSNs, a
rota desde a fonte até o destino pode não ser única.
Além disso, a existência de mais de uma rota confere
um grau de robustez frente a falhas e problemas de
congestionamento, possibilitando o redirecionamento
dos pacotes. Cada uma dessas rotas pode ter carac-
terísticas distintas e a seleção da melhor rota é uma
tarefa para os algoritmos de roteamento que procuram
otimizar critérios de desempenho da rede (Al-Karaki
e Kamal, 2004).

Este trabalho investiga uma estratégia para mo-
delar o processo de perda de dados em redes semi-

reliable multi-rotas empregadas no transporte de si-
nais de medida em projetos de filtragem que otimizam
a norma H∞ do erro de estimação. Utiliza-se como
referência o modelo McCullough de erro de bit em
canal de comunicação (McCullough, 1968), adaptado
para projetos de controle sujeitos a saltos markovia-
nos em redes multi-rotas. É utilizada como hipótese
que o número de rotas e a probabilidade de sucesso
de cada rota podem ser calculados ou medidos. Para
a dinâmica da seleção da rota utiliza-se uma cadeia
de Markov de ordem igual ao número de rotas. Outra

discussão importante apresentada neste trabalho está
relacionada à disponibilidade prática dos modos da ca-
deia de Markov para a sua utilização nos projetos de
filtros. Nesse contexto, apresentam-se três cenários de
observabilidade parcial dos modos de operação: inde-
pendência de modos (relacionados a sucesso e falha de
transmissão), dependência de dois conjuntos de modos
e dependência de grupos de modos igual ao número
de rotas mais um grupo adicional associado ao erro
de comunicação. Enquanto as duas primeiras hipóte-
ses não implicam em modificações nos esquemas de
transporte, a terceira requer que os pacotes contenham
a informação da rota utilizada para chegar ao destino.

A organização deste artigo é resumida a seguir. A
Seção 2 apresenta algumas definições relacionadas à
filtragem H∞ de MJLS, formaliza o esquema de trans-
porte Hop-by-Hop a ser utilizado no estudo de caso e
discute diferentes abordagens frequentemente utiliza-
das na modelagem em projetos de controle que tratam
a perda dos pacotes. A Seção 3 propõe um modelo
Markoviano (baseado no modelo de erro de bit Mc-

Cullough) para representar a dinâmica de perda de pa-
cotes em redes multi-rotas. Na Seção 4 é proposto
um estudo de caso de filtragem H∞ em redes multi-
rotas e os resultados obtidos são discutidos no âmbito
da disponibilidade dos modos de operação do modelo
markoviano. Finalmente, as conclusões do artigo e
temas para investigações futuras são apresentados na
Seção 5.

2 Fundamentos Teóricos

Nesta seção são apresentadas as bases teóricas
para o desenvolvimento de projetos de filtragem em
redes multi-rotas modeladas como MJLS, cálculo de
probabilidade de sucesso em redes Multi-Hop e mo-
delagem de falha nas redes para projetos de filtragem.

2.1 Sistemas lineares sujeitos a saltos markovianos

e o projeto de filtros.

Considere o seguinte sistema linear sujeito a sal-
tos markovianos a tempo discreto,

G :











x(k+ 1) = A(θk)x(k)+ J(θk)w(k),

y(k) =Cy(θk)x(k)+Ey(θk)w(k),

z(k) =Cz(θk)x(k)+Ez(θk)w(k)

(1)

em que x(k) ∈ R
n representa o vetor de estados e

w(k) ∈ R
m é o vetor dos distúrbios externos. O ve-

tor z(k) ∈ R
r contém o sinal a ser estimado pelo filtro

a partir das medidas de saída y(k) ∈ R
q. A variável

aleatória θk ∈ K = {1,2 . . . ,Nn} assume seus valores
de acordo com um cadeia de Markov com Nn modos
de operação e uma matriz probabilidade P= [pi j], em
que pi j = P(θk+1 = j|θk = i). Os valores pi j são não
negativos e a soma dos elementos das linhas de P é
sempre igual a um. Para manter a notação compacta,
sempre que θk = i, escreve-se A(θk) = Ai, J(θk) = Ji,
e assim por diante.
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Em termos de projeto, considere o seguinte filtro
linear de ordem completa dependente de modos

F :

{

x f (k+ 1) = A f (θk)x(k)+B f (θk)y(k),

z f (k) =C f (θk)x(k)+D f (θk)y(k),
(2)

Conectando o filtro (2) ao MJLS (1), a dinâmica do
erro de estimação e(k) = z(k)− z f (k) é determinada
pelo seguinte sistema aumentado:

Gau =

{

x̃(k+ 1) = Ã(θk)x(k)+ B̃(θk)w(k)

e(k) = C̃(θk)x(k)+ D̃(θk)w(k)
(3)

com x̃(k) =
[

x(k)T x f (k)
T
]T

e

Ãi =

[

Ai 0
B f i

Cyi
A f i

]

, B̃i =

[

Ji

B f i
Eyi

]

,

C̃i =
[

Czi −D f i
Cyi

−C f i

]

, D̃i = Ezi −D f i
Eyi

.

(4)
Um dos critérios de desempenho usualmente uti-

lizado no projetos de filtros para MJLS corresponde à
norma H∞ do sistema aumentado (3), a qual é definida
como (Seiler e Sengupta, 2003)

‖G ‖2
∞ := sup

0 6=w∈L2,θ0∈K

‖e(k)‖2
2

‖w(k)‖2
2

. (5)

A norma H∞ pode ser vista como o cômputo de
um limitante superior para a relação entre as energias
do sinal de saída e(k) e do sinal de pertubação w(k).

2.2 Esquema de transporte Hop-by-Hop

O modelo Hop-by-Hop é um mecanismo de trans-
porte de pacotes em que o controle de erros na trans-
missão é distribuído ao longo da rota utilizando os pa-
cotes dados com acknowledgement transmitidos salto
por salto. Assumindo que o processo de perda por
salto é Bernoulli (descorrelacionado), a taxa média de
sucesso ao utilizar o esquema de transporte Hop-by-

Hop é dada por (Heimlicher et al., 2007)

PS = [1− (1− p)L]Nr , (6)

em que Nr corresponde ao número de saltos entre os
nós intermediários dada uma rota r, L é o máximo nú-
mero de transmissões permitidas por pacote, p repre-
senta a probabilidade de sucesso entre saltos (ponto-a-
ponto) e PS é a probabilidade de sucesso na transmis-
são da fonte ao destino.

2.3 Modelo de falha na rede em NCS

O sucesso e a falha na transmissão dos sinais po-
dem ser modelados mediante a modificação dos ele-
mentos das matrizes do sistema (1) em função dos
modos de operação i. Para os projetos de filtragem
essa modelagem geralmente corresponde a modificar
as matrizes Cyi

e Eyi
, que permitem determinar a me-

dida y(k) (Schenato, 2009). No caso do problema de

filtragem sujeito à perda nos sinais de medida, pode-
se utilizar uma abordagem chamada Zero-input, a qual
emprega os valores nominais do sistema para os mo-
dos i associados a sucesso e trocar os elementos das
matrizes de saída do sistema (entrada do filtro) Cyi

e
Eyi

por zero para cada modo associado à falha da trans-
missão. Com essa abordagem, quando ocorrer um erro
na comunicação, o sinal medido y(k) corresponderá a
um vetor de zeros. Outra abordagem possível, a qual
fornece o mesmo custo garantido H∞ em projetos de
filtragem ótima em MJLS, é a chamada Hold-input em
que, quando uma falha ocorre, a entrada do filtro é fi-
xada igual à última medida transmitida corretamente.
Porém, essa estratégia implica no aumento da ordem
do sistema (Fioravanti et al., 2011). Embora o custo
garantido H∞ das abordagens Zero-input e Hold-input

sejam iguais, dependendo da planta, tanto o erro mé-
dio como seu desvio padrão podem ser significativa-
mente diferentes (Carvalho et al., 2016).

3 Modelagem do processo de perda em redes

Multi-rotas

O problema de filtragem por meio da rede pode
ser modelado por uma arquitetura cliente-servidor ba-
seada em CNS (do inglês, Client-Network-Server)
(Wang e Liu, 2008) e adaptada para uma rede multi-
rotas, como a esquematizada na Figura 1. Essa topolo-

Figura 1: Filtro na arquitetura cliente-servidor (CNS)
em projetos de controle por meio da rede.

gia de rede é vantajosa pela redundância de caminhos
distintos por meio dos quais é possível que os sinais
alcancem o destino. Nesse tipo de arquitetura, os al-
goritmos de roteamento são encarregados de determi-
nar a seleção da rota procurando otimizar critérios de
desempenho e substituindo as rotas prioritárias por ou-
tras caso algum problema seja detectado. O procedi-
mento de seleção de rotas pode ser modelado por uma
cadeia de Markov discreta, de maneira que a escolha
da próxima rota é condicionada pela última utilizada.
Um exemplo que emprega essa seleção pode ser en-
contrado em Krishnan (1990).

Assim, uma vez selecionada a rota, a probabili-
dade de sucesso de transmissão do pacote dependerá
da taxa de perda de pacotes por salto e do esquema de
transporte utilizado (Seção 2.2). Se o processo esto-
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cástico entre os saltos não for Bernoulli, obter a dinâ-
mica de perda de pacotes por rota pode ser uma tarefa
complexa (Heimlicher et al., 2007; Palma et al., 2016).
Por outro lado, se o processo de perda é assumido Ber-
noulli, a probabilidade de sucesso pode ser calculada
analiticamente segundo a equação (6), ou via simula-
ção, ou de maneira experimental usando a métrica da
rede chamada taxa de perda de pacotes (do inglês Pac-

ket Loss Rate–PLR). Empregando o PLR é possível
modelar a perda por rota via cadeia de Markov do tipo
Bernoulli, dando origem a uma matriz de probabili-
dade P de dimensão 2× 2, na qual apenas uma linha,
dada por

[

Tok Ter

]

, é linearmente independente, em
que Tok = 1−PLR corresponde à probabilidade de su-
cesso enquanto Ter = PLR é a probabilidade de falha
na rede.

3.1 Modelagem da perda de pacotes em redes multi-

rotas

Nesta seção é proposta uma forma de modelagem
da dinâmica de perda de pacotes em redes multi-rotas
que emprega uma cadeia de Markov discreta. A pri-
meira hipótese assumida é que a cadeia de Markov
que modela o processo de seleção de rota seja de or-
dem Ur, que corresponde ao número máximo de rotas
possíveis. O par (ri|k−1 , r j|k) representa a probabili-
dade de selecionar uma rota r j no instante k dada uma
rota ri no instante anterior k− 1. Assim, a matriz de
probabilidade de transição das rotas Γrr é dada por

Γrr =











r1r1 r1r2 · · · r1rUr

r2r1 r2r2 · · · r2rUr

...
...

. . .
...

rUr r1 rUr r2 · · · rUr rUr











, (7)

e também satisfaz as mesmas condições que a matriz
P apresentada na Seção 2.1. Embora a matriz dada em
(7) determine a dinâmica da seleção de rotas, a proba-
bilidade de sucesso na transmissão obedece a uma ca-
deia de Markov do tipo Bernoulli de dimensão 2× 2,
característica de cada uma das rotas. Para estruturar
a matriz que modela o processo global de perda da
rede multi-rotas, foi utilizado como referência o mo-
delo de canal Markoviano de erro de bit McCullough

(McCullough, 1968) procurando simplificar a esque-
matização de projetos de controle por meio da rede.
Esse modelo é composto por estados internos e es-
tados de saída, visando flexibilidade para modelar os
processos de perda de pacote e o erro de bit condicio-
nados pelo último evento. O esquema McCullough do
erro de bit para canal de comunicação modificado para
modelagem de perda de pacotes em redes multi-rotas
é apresentado na Figura 2. Esse diagrama corresponde
a uma cadeia de Markov segundo a estrutura McCul-

lough de Ur modos internos, representados por círcu-
los na Figura 2, em que cada modo tem duas saídas
não condicionadas pelos modos passados, representa-
das por blocos quadrados. O processo global de perdas

Figura 2: Modelo de canal para o problema multi-
rotas.

é modelado pela seguinte matriz

PG =











Ψ1 0 · · · 0
0 Ψ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · ΨUr











. (8)

Observe que a matriz P dada por (8) é bloco diagonal
em que cada elemento Ψi corresponde às probabilida-
des de, dada a última rota utilizada, transitar a outra
e a um estado de saída. Os blocos Ψi de PG são es-
truturados na forma apresentada em (7), em que cada
coluna ímpar corresponde a um estado da cadeia de
transição PG associado ao sucesso e cada coluna par é
associada a uma transição com falha. Cada elemento
da matriz possui a informação da última rota utilizada
mais a rota atual da cadeia e o estado da saída. Por esse
motivo, a ordem da matriz PG corresponde a 2U2

r .

4 Projeto de filtro para um rede multi-rotas

Para exemplificar os diferentes projetos de filtro
para uma rede multi-rotas modelada por um MJLS,
utiliza-se um sistema composto por um sistema massa-
mola (duas massas acopladas por uma mola) em que
as matrizes nominais da planta a tempo contínuo (as
quais são discretizadas com um período de amostra-
gem de 1ms) são dadas por

[

A J

Cy Ey

]

=













−0.36 0.36 −30 −10 2 0 0
0.18 −0.18 5 −5 0 1 0

1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0.5













.

(10)

O projeto corresponde a um filtro observador de
estados no qual a saída (z(k)) é igual ao vetor de es-
tados da planta. Para as simulações, os seguintes si-
nais de excitação foram adotados: w1(t) = sen(1.77t)
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Ψi =























rir1Tok rir1Ter rir2Tok rir2Ter · · · rirUr Tok rirUr Ter

rir1Tok rir1Ter rir2Tok rir2Ter · · · rirUr Tok rirUr Ter

rir1Tok rir1Ter rir2Tok rir2Ter · · · rirUr Tok rirUr Ter

rir1Tok rir1Ter rir2Tok rir2Ter · · · rirUr Tok rirUr Ter

...
...

...
...

. . .
...

...
rir1Tok rir1Ter rir2Tok rir2Ter · · · rirUr Tok rirUr Ter

rir1Tok rrr1Ter rir2Tok rir2Ter · · · rirUr Tok rirUr Ter























(9)

rad/s, w2(t) = 2sen(0.5t) rad/s e w3(t) correspon-
dendo a um ruído de medida caracterizado por um si-
nal aleatório gaussiano de média nula e desvio padrão
unitário. Como comentado na Seção 2.3, para mode-
lar a falha da rede é empregada a estratégia Zero-input

(consultar (Palma, Carvalho, de Oliveira, Gonçalves e
Duran Faundez, 2015) para mais detalhes do sistema
utilizado como exemplo). Os sinais y(k) são transmi-
tidos por uma rede com três rotas possíveis, sendo que
a matriz de probabilidades de transição é descrita por

ΓRR =





0.1 0.4 0.5
0.2 0.5 0.3
0.3 0.3 0.4



 . (11)

Toda a rede utiliza como esquema de transporte Hop-

by-Hop com um número máximo de transmissões
igual a L = 5 e uma probabilidade de sucesso entre
salto de p = 0.4. O número de saltos por rota Nr em-
pregados são N1 = 7, N2 = 9 e N3 = 11, consequente-
mente, com base na equação (6) a taxa de sucesso por
rota é PS = Tok(r1) = 0.5674, PS = Tok(r1) = 0.4826 e
para PS = Tok(r1) = 0.4105. Os valores dos parâme-
tros p, L e Nr foram escolhidos arbitrariamente com o
intuito de exemplificar a modelagem McCullough do
problema de transmissão multi-rotas. No entanto, o
método proposto pode ser aplicado, sem perda de ge-
neralidade, a sistemas reais nos quais esses mesmos
dados podem ser obtidos via medição ou identificação.

4.1 Filtragem e a disponibilidade do modo

O projeto de filtros ótimos para MJLS só é pos-
sível no caso em que tanto as matrizes de estado as-
sociadas aos modos quanto a matriz de probabilidade
P são precisamente conhecidas (não afetadas por pa-
râmetros incertos), (Gonçalves et al., 2009; Fioravanti
et al., 2008). Outra hipótese forte que deve ser satis-
feita para que a filtragem ótima seja possível em MJLS
para o caso de uma matriz P em que as linhas não se-
jam iguais é a disponibilidade total dos modos de ope-
ração i, fornecendo filtros dependentes do modo. O
problema tratado nesse artigo exemplifica um caso em
que nem todos os modos de operação i estão acessí-
veis, pois quando ocorrer falha de transmissão, não é
possível determinar precisamente a rota que foi utili-
zada.

Para tratar o caso de observação parcial dos mo-
dos i da cadeia de Markov, uma solução encontrada na
literatura corresponde à utilização de clusters (do Val
et al., 2002). Isso significa agrupar os modos de ope-
ração em ℓ clusters ou grupos disjuntos, de forma que

a intersecção desses conjuntos seja vazia e sua união
produza o conjunto total de modos do sistema. Um
caso especial chamado de independente de modo cor-
responde a agrupar todos modos i num único cluster

(ℓ = 1), resultando numa solução robusta no sentido
de que a estrutura do filtro projetado é invariante no
tempo (embora o desempenho resultante seja o mais
conservador). Como, no caso estudado, não é possível
realizar um projeto dependente de modos em função
do problema de observabilidade dos modos i associ-
ados à falha da rede, optou-se por projetos utilizando
cluster, de maneira que surgem três abordagem pos-
síveis. A primeira é a de um cluster único (ℓ = 1),
gerando um filtro independente do modo. A segunda
é gerar dois clusters: um com os modos associados a
sucesso na recepção dos pacotes e o outro com os mo-
dos associados à falha de comunicação da rede. Por
último, a terceira abordagem propõe a criação de um
cluster por rota para os modos i associados ao sucesso,
e mais um único cluster associado a todos os modos i

que representam falha nas rotas. Na implementação
deste último esquema, o número clusters corresponde
a Ur + 1.

4.2 Resultados das simulações

Para ilustrar a eficiência das estratégias propostas
são avaliados os desempenhos dos filtros projetados
segundo os critérios de custo garantido H∞, valores e
as curvas do erro médio quadrático (em inglês, Mean

Square Error — MSE) e seu desvio padrão (σMSE ) ob-
tido via simulação de Monte Carlo num intervalo de
tempo. Para comparação dos resultados foram testa-
dos dois projetos: um filtro clássico H∞, o qual não
contempla perda de informação da rede, e um filtro
considerando a modelagem do processo de transmis-
são com cadeias de Markov. O filtro H∞ clássico não
é otimizado para a perda dos sinais de medida y(k),
portanto espera-se que o desempenho seja inferior aos
projetos baseados em sistemas markovianos. Em con-
trapartida, o filtro dependente de modos corresponde
ao resultado ótimo, ou seja, ao menor custo garan-
tido quando comparado aos demais projetos em ter-
mos de clusters, os quais são sub-ótimos. A perturba-
ção de pior caso em MJLS (Seiler e Sengupta, 2003)
corresponde a um ruído inteligente dependente de mo-
dos calculado em tempo real. Os sinais w(k) utiliza-
dos foram selecionados de acordo com a resposta em
frequência da planta contínua pois o ruído de pior caso
tem uma probabilidade baixa de ocorrência em plantas
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Tabela 1: Resultados dos projetos de filtros.

clss ℓ= 1 ℓ= 2 Ur + 1 ℓ= Nn

H∞ − 9.9296 2.5585 2.5585 2.5585
MSE 3.1743 2.1899 0.8300 0.8245 0.8201
σMSE 1.0563 0.6474 0.3683 0.3654 0.3615

práticas.
Os resultados de MSE e desvio padrão correspon-

dem a uma simulação de Monte Carlo de 103 iterações
em um intervalo de k = 104 amostras. Os filtros que
utilizam agrupamento de modos foram obtidos utili-
zando (Gonçalves et al., 2009, Teorema 4). O filtro
dependente do modo (projeto ótimo) foi obtido usando
a condição dada em (Fioravanti, 2007, Teorema 3.5).
Com esse mesmo método, fazendo PS = 1 pode-se ob-
ter o filtro clássico H∞.

Na Tabela 1 são exibidos os custos garantidos H∞

e os MSE resultantes para os diferentes projetos de
filtro: Clássico (clss) implementado em redes multi-
rotas com perda de pacote; O independente de modos
(ℓ= 1); agrupamento em dois clusters (ℓ= 2) e o par-
cialmente dependente de ℓ = Ur + 1 clusters. Na Ta-
bela 1 também são incluídas as informações referen-
tes ao custo garantido e MSE do filtro dependente de
modos (ℓ = Nn), que embora seja um projeto inviável
na prática pelo problema da observabilidade dos mo-
dos dos estados de falha da rede, apresenta um desem-
penho teórico com informações relevantes por corres-
ponder à solução ótima do problema de filtragem em
MJLS. Note que os projetos com ℓ = 2 e ℓ = Ur + 1,
fornecem em termos de custo garantido, a mesma so-
lução que o projeto ótimo (igualdade verificada até a
quinta casa decimal). Por outro lado, o projeto de fil-
tro independente de modos apresenta um custo garan-
tido H∞ quase 4 vezes pior que os demais métodos.
Assim como em relação ao custo garantido, os proje-
tos baseados em dois ou Ur + 1 clusters apresentam
um MSE e desvio padrão muito similares aos obtidos
pelo filtro ótimo. Embora, em teoria a utilização de
mais clusters implicaria em um projeto menos con-
servador, conhecer a rota utilizada pode trazer com-
plexidades na rede pela necessidade de incorporar in-
formação do caminho nos pacotes. Como, para esse
problema, os resultados mostram que a utilização de
dois clusters permite obter praticamente o mesmo de-
sempenho do projeto dependente de modo, essa é uma
informação muito relevante, pois um projeto de filtro
dependente de apenas dois clusters não requer a mo-
dificação nos protocolos de comunicação implementa-
dos na rede para identificar a rota e a implementação
desse filtro torna o projeto mais simples do que o de-
pendente de modos (que nesse caso de estudo corres-
ponde ao conhecimento de 18 modos).

5 Conclusão e trabalhos futuros

De acordo com o conhecimento dos autores, o
presente trabalho é o primeiro da literatura que esque-
matiza o problema de filtragem sujeito à perda de pa-

cotes em redes multi-rotas por meio de modelos mar-
kovianos. Utilizando um estudo de caso, foi verificado
que um projeto de filtro considerando dois clusters for-
nece um desempenho, em termos de custo garantido
H∞, praticamente igual ao do filtro ótimo. Essa con-
clusão é importante pois o filtro ótimo corresponde
a um projeto inviável na prática, dado que em redes
multi-rotas apenas a observação parcial dos modos é
possível. Outro aspecto que torna atraente o projeto
baseado em dois clusters é a simplicidade na imple-
mentação prática, dado que faz-se necessário unica-
mente detectar a perda ou transmissão do pacote.

Como tema prospectivo para investigações futu-
ras considera-se o estudo do atraso em redes multi-
rotas, pois o transporte de dados numa rede digital,
além de apresentar uma probabilidade de falha de
transmissão, ainda apresenta um custo em tempo. Ou-
tro tema não explorado no presente trabalho corres-
ponde à filtragem no caso da matriz Γrr apresentar in-
certezas (filtragem robusta). Observe que resolver um
problema de filtragem considerando incertezas na ma-
triz PG pode levar à síntese de um filtro para taxas de
sucesso inferiores à da rede real. Contudo, para levar
isso em conta nos projetos deve-se condicionar o filtro
a um PLR máximo, o que corresponde a uma restri-
ção não convexa, aumentando a complexidade do pro-
blema a ser tratado.
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