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Abstract— This paper presents a sparse PI control synthesis methodology for nons-quare multivariable sys-
tems aiming tracking response performance and decoupling among control loops. We formulate the control
problem as a non-linear optimization problem in the space of the sparse PI control parameters. To formulate
the control problem, we consider the H∞ reference model approximation approach. We apply the differential
evolution algorithm to solve the proposed optimization problem. We illustrate the efficiency of the proposed
synthesis methodology considering a column flotation non-square process, with two process output variables and
three manipulated variables, multiple delay times, unstable open-loop transfer functions and strong interactions
among the control loops.
Keywords— Process control, non-square multivariable systems, sparse PI control, differential evolution algo-
rithm.

Resumo— Este artigo apresenta uma metodologia de śıntese de controladores PI esparsos para sistemas mul-
tivariáveis não-quadrados visando o desempenho da resposta de rastreamento e o desacoplamento entre as malhas
de controle. Nós formulamos o problema de controle como um problema de otimização não linear no espaço dos
parâmetros do controlador PI esparso. Para formular o problema de controle, nós consideramos a abordagem
da aproximação do modelo de referência H∞. Nós aplicamos o algoritmo de evolução diferencial para resolver o
problema de otimização proposto. Nós ilustramos a eficiência da metodologia de śıntese proposta considerando
um processo não-quadrado de flotação em coluna, com duas variáveis controladas e três variáveis manipuladas,
múltiplos atrasos de tempo, funções de transferências instáveis em malha aberta e fortes interações entre as
malhas de controle.

Palavras-chave— Controle de processos, sistemas multivariáveis não-quadrados, controle PI esparso, algo-
ritmo evolução diferencial.

1 Introdução

Sistemas com múltiplas entradas e múltiplas sáı-
das (MIMO, do inglês multiple-input multiple-
output), como o apresentado na Fig. 1, com múl-
tiplos atrasos de tempo e interações entre as ma-
lhas de controle são comuns em processos indus-
triais. Para sistemas quadrados, quando o nú-
mero de entradas são iguais ao número de sáı-
das, p = q, a estrutura PI/PID descentralizada
é a mais popular devido a estrutura de controle
simples, menor número de parâmetros, robustez
contra falhas no sensor/atuador e facilidade de
entendimento, ver Dittmar et al. (2012) e refe-
rências lá contidas. No controle descentralizado,
um sistema MIMO é decomposto em sistemas com
uma entrada e uma sáıda (SISO, do inglês single-
input single-output) baseados no pareamento de
entradas e sáıdas. Os controladores são projeta-
dos para cada sistema SISO individualmente como
em Persechini et al. (2004). Os sistemas MIMO
são denominados não-quadrados quando eles pos-
suem um número diferente de variáveis de entra-
das e sáıdas, p 6= q, tal como o problema de con-
trole padrão Shell (Vlachos et al., 2002), processo
de flotação em coluna (Persechini, 2001), ambos
com 3 entradas e 2 sáıdas, ou o problema de con-
trole da unidade de destilação de óleo cru (Muske
et al., 1991), com 5 entradas e 4 sáıdas. Para
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Figura 1: Sistema de controle multivariável em
malha fechada.

aplicar o controle PI/PID descentralizado em sis-
temas não-quadrados é necessário remover a sáıda
menos significativa, no caso de p < q, ou ajustar
para manual as entradas extras, no caso de p >
q. Adicionar entradas ou sáıdas pode ser dispen-
dioso, enquanto que remover entradas ou sáıdas
pode deteriorar o desempenho e ainda fazer que
o sistema se torne instável (Chen et al., 2011; Jin
et al., 2014). No caso de processos não-quadrados
ou processos com grandes interações entre as ma-
lhas de controle, é interessante considerar estru-
turas de controle mais complexas como controle
desacoplador ou controle centralizado. Na estru-
tura de controle por desacoplador, o controlador
é a combinação do controle PI/PID e um desaco-
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plador pré-compensador. O objetivo do desaco-
plador é fazer com que o bloco de controle descen-
tralizado perceba um sistema desacoplado a partir
do produto do desacoplador pela planta, obtendo
uma matriz de transferência quadrada com ele-
mentos nulos fora da diagonal. Há diferentes mé-
todos de calcular o desacoplador para o caso de
processos quadrados como em Gagnon and Pro-
merleau (1998) e Shen and Sun (2012), ou proces-
sos não-quadrados, Cai et al. (2012), Shen et al.
(2014), Jin et al. (2016) e referências citadas nes-
tes trabalhos. O controle PI/PID pode ser sin-
tonizado considerando sistemas SISO que são os
elementos da diagonal da matriz de transferência
obtida pelo produto das matrizes de transferências
do processo e desacoplador. No caso do controla-
dor PI/PID centralizado, todos os elementos da
matriz de transferência p x q do controlador K(s)
são blocos PI/PID conectando todos os erros de
rastreamento com todas as variáveis manipuladas
(Shen et al., 2014). A desvantagem do controle
desacoplador ou centralizado é a complexidade.
Uma estrutura intermediária entre o controle des-
centralizado PI/PID e o controle desacoplador ou
controle PI/PID centralizado é o controle PI/PID
esparso (Shen et al., 2010). No caso do controle
PI/PID esparso, alguns dos elementos da matriz
de transferência do controlador podem ser nulas
para simplificar sua implementação. A questão a
ser respondida é qual o controlador esparso mais
simples que resulta em um desempenho similar em
relação a estrutura de controlador mais complexa
e como sintetizá-lo (Shen et al., 2010).

A contribuição deste artigo é formular a śın-
tese de controladores PI esparsos como um pro-
blema de otimização não linear que pode lidar com
múltiplos objetivos de controle. Na formulação
do problema de otimização, consideramos a apro-
ximação do modelo de referência H∞ da matriz
de transferência em malha fechada, relacionando
os sinais de referência e as sáıdas do processo,
para garantir o desempenho da resposta de rastre-
amento e o desacoplamento entre as malhs de con-
trole. Esta abordagem já foi aplicada com sucesso
para controle desacoplador de sistemas quadrados
(Siqueira et al., 2014). Neste artigo, avaliamos
esta abordagem para um processo não-quadrado
considerando o problema de controle de um pro-
cesso de flotação em coluna (Persechini, 2001).
Este exemplo é especialmente interessante por in-
cluir funções de transferência instáveis em malha-
aberta, o que inviabiliza o uso de várias técnicas
de śıntese já publicadas. Avaliamos a estrutura
de controle PI para este problema e a compara-
mos com o controle PI descentralizado 2 x 2 lá
proposto.

A notação considerada neste artigo é padrão.
A notação compacta para matrizes de tranferência

é considerada:

G(s) = C(sI −A)−1B +D =

[
A B
C D

]
. (1)

2 Formulação do Problema

Considere o sistema linear invariante no tempo
descrito pelo modelo no espaço de estados

ẋ(t) = Ax(t) +Buu(t) +Bww(t),
z(t) = Czx(t) +Dzuu(t) +Dzww(t),
y(t) = Cyx(t) +Dyww(t),

(2)

sendo x(t) ∈ Rn o vetor de estados, u(t) ∈ Rp
o vetor de variáveis manipuladas (as sáıdas do
controlador), w(t) ∈ Rnw o vetor de entradas
exógenas (sinais de referência, r(t) ∈ Rq, dis-
túrbios, d(t), e rúıdos de medição, n(t) ∈ Rq),
z(t) ∈ Rnz o vetor de sáıdas controladas (sáıdas
da planta, c(t) ∈ Rq e variáveis manipuladas, u(t))
e y(t) ∈ Rq o vetor de sáıdas medidas que são as
entradas do controlador dinâmico.

Seja o controlador PI esparso representado
por

K(s) ,

[
Ak Bk
Ck Dk

]
. (3)

A matriz de transferência relacionando as variá-
veis controladas, z(t), e as entradas exógenas,
w(t),

Tzw(s) =

[
Af Bf
Cf Df

]
, (4)

pode ser calculada por

Af =

[
A+BuDkCy BuCk
BkCy Ak

]
,

Bf =

[
Bw +BuDkDyw

BkDyw

]
,

Cf =
[
Cz +DzuDkCy DzuCk

]
,

Df =
[
Dzw +DzuDkDyw

]
.

(5)

As normas de sistemas, como H2 e H∞, são
medidas utéis para a medição do desempenho de
sistemas. A norma L2 de um vetor de sinal cont́ı-
nuo no tempo w(t) (”energia do sinal”) é

‖w(t)‖2 =

√∫ ∞
−∞

∑
i

|wi(t)|2 dt. (6)

Se a integral é finita, então w(t) ∈ L2. A norma
H∞ de uma função de transferência, Tzw(s), re-
presenta o pior caso da relação entre a energia do
vetor de sáıda, z(t), e o vetor de entrada, w(t):

‖Tzw‖∞ = max
w(t)∈L2,w(t)6=0

‖z(t)‖2
‖w(t)‖2

. (7)

Nós formulamos o problema da śıntese de con-
trole PI esparso como um problema de otimização:

K∗(s) = arg min
K(s)
‖E(s,K)‖∞

sujeito a: K(s) ∈ F ,
(8)
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onde F é o conjunto de controladores com uma
estrutura especificada que estabiliza o sistema em
malha fechada. O erro de aproximação, E(s,K),
é definido como o erro entre o modelo de referên-
cia, Tm(s), e função de transferência em malha
fechada, Tcr(s) ⊂ Tzw(s), relacionando o vetor de
sáıda da planta, c(t), e o vetor de sinais de refe-
rência, r(t):

E(s,K) , Tm(s)− Tcr(s,K). (9)

O modelo de referência deve ser uma matriz de
transferência diagonal:

Tm(s) =


Tm,1(s) 0 . . . 0

0 Tm,2
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 . . . 0 Tm,q(s)

 , (10)

para garantir o desacoplamento entre as malhas
de controle. Se ‖E(s,K‖ ≈ 0, então ri(t) terá in-
fluência mı́nima sobre cj(t), i 6= j, e a resposta
transitória de rastreamento de ci(t) será determi-
nado pela matriz de transferência diagonal, Tm,i,
i = 1, . . . , q.

Para resolver o problema de otimização (8), é
interessante considerar algoritmos evolucionários
com base nas caracteŕısticas da função objetivo
que pode ser não diferenciável, não convexa e mul-
timodal (mı́nimos em diferentes regiões do espaço
de busca). Entre os diferentes tipos de algoritmos
evolucionários, nós escolhemos o algoritmo evolu-
ção diferencial (DE, do inglês Differential Evolu-
tion) baseado nas experiências prévias e em sua
simplicidade. O algoritmo DE é apresentado na
próxima seção.

3 Algoritmo Evolução Diferencial

O algoritmo Evolução Diferencial é um algoritmo
de otimização evolucionário para solução de pro-
blemas com funções com domı́nio real (Storn and
Price, 1997; Das and Suganthan, 2011). O algo-
ritmo DE inclui operadores similares aos empre-
gados por algoritmos evolucionários padrões: mu-
tação, cruzamento ou recombinação e seleção.

Seja U(a,b) um número pseudo-aleatório com
distribuição uniforme no intervalo (a, b); I(m) um
número inteiro pseudo-aleatório com distribuição
uniforme no intervalo [1,m]; xk,i ∈ Rη o vetor de
variáveis de otimização; e N o número de indiv́ı-
duos (soluções candidatas) da população. Defina
a população na k-ésima iteração, Xk = {xk,i; i =
1, . . . , N}, sendo a i-ésima solução:

xk,i =

 xk,i,1
...

xk,i,η

 . (11)

Os operadores do DE são descritos a seguir.

3.1 População Inicial

O método DE começa com uma população inicial
de soluções candidatas aleatórias uniformemente
distribúıdas dentro do espaço de busca restrito pe-
los limites mı́nimo e máximo prescritos de cada
variável, x1,i,j ∈ [mj ,mj ]:

x1,i,j = U(mi,mi), (12)

i = 1, . . . , N, j = 1, . . . , η.

3.2 Mutação Diferencial

Considere os ı́ndices r1 6= r2 6= r3 6= i dados por
rj = I(N), j = 1, ..., 3. A i-ésima solução mutante
é obtida baseada na seguinte operação de mutação
diferencial:

vk,i = xk,r1 + Fi(xk,r2 − xk,r3), (13)

i = 1, . . . , N , em que Fi é um fator de escala apli-
cado sobre o vetor diferença. Neste trabalho, ado-
tamos Fi = U(0,5;1) para cada mutação.

3.3 Cruzamento

A recombinação entre os indiv́ıduos da k-ésima
população, Xk, e da população mutante, Vk, gera
a população tentativa, Uk:

uk,i,j =

{
vk,i,j , se U(0,1) ≤ Cr ou j = δi
xk,i,j , caso contrário

, (14)

para j = 1, . . . , η, i = 1, . . . , N , sendo Cr ∈ [0, 1]
a taxa de cruzamento. Adotamos Cr = 0, 9. O
ı́ndice δi = I(η) garante que uk,i 6= xk,i.

3.4 Seleção

O próximo passo do algoritmo é a operação de
seleção para determinar se o alvo, xk,i, ou o vetor
de tentativas, uk,i, sobrevive na próxima geração:

xk+1,i =

{
uk,i, se f(uk,i) ≤ f(xk,i)
xk,i, caso contrário

, (15)

i = 1, . . . , N .

3.5 Critério de Parada

Geralmente o critério de parada de algoritmos evo-
lucionários é um número máximo fixo de gerações,
Ng. Nós também consideramos um critério de pa-
rada baseado na diferença entre os valores máximo
e o mı́nimo da função objetivo: maxi f(xk,i) −
minj f(xk,j) ≤ εg. Nós adotamos Ng = 25.000 e
εg = 10−4.

3.6 Tratamento das Restrições

O algoritmo DE é desenvolvido para resolver pro-
blemas de otimização irrestritos. Para tratar pro-
blemas de otimização com restrições é necessá-
rio incluir as restrições na função objetivo pelo
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método de penalidades. Seja f0 = ‖E(s,K)‖∞,
f1 = maxiReal(λi(Af )), Real(λ) : C → R a
parte real de λ, λi(Af ) o i-ésimo autovalor de
Af , e f2 = max{−Ti,1, . . . ,−Ti,m}, Ti,j o j-ésimo
tempo integral. Nós consideramos a seguinte fun-
ção objetivo modificada no algoritmo DE:

f(K) =


1014 + f1, se f1 ≥ 0,
1010 + f2, se f1 < 0 e f2 > 0,
f0 se f1 < 0 e f2 ≤ 0.

(16)

Quando se compara o objetivo e as soluções de
testes, uma solução que resulta em um sistema em
malha fechada instável é pior que uma solução que
resulta em um sistema em malha fechada estável
mas com tempo integral negativo no controlador
PI, que por sua vez é pior que uma solução fact́ıvel.
Quando se compara duas soluções que violam as
mesmas restrições, a melhor solução é aquela que
está mais próxima da região fact́ıvel.

4 Exemplo Ilustrativo

Nós consideramos o problema de controle de um
processo (2 x 3) de flotação em coluna apresentado
na Fig. 2 (Persechini, 2001). As três variáveis ma-
nipuladas são: sinal enviado para o comando da
válvula de controle de vazão de água de lavagem,
UW ou u1, sinal enviado para o comando da vál-
vula de controle de vazão de alimentação de ar, Ug
ou u2 e o sinal de controle da velocidade da bomba
para variação de vazão de remoção do afundado,
UT ou u3. As duas variáveis controladas são: o
ńıvel ou altura da camada de espuma, h ou c1,
e Holdup de ar, εgcz ou c2, (porcentagem volumé-
trica de ar em uma determinada região da coluna).
O modelo considerado da matriz de transferência
é o seguinte:

G(s) =

 −0,034e−10s

s
(−3.587,8s2−4,092s−0,015)e−60s

s(80,68s+1)(486,46s+1)

0,18e−20s
94,91s+1

0,37e−60s

48,26s+1

0,016
s

0,07e−20s

38,11s+1

 .
(17)

As constantes de tempo e atrasos de tempo estão
em segundos. Nós representamos o sistema no mo-
delo em espaço de estados aproximando os atrasos
em tempo cont́ınuo por funções de transferências
racionais baseadas na aproximação de Padé de ter-
ceira ordem:

e−τs ≈
1− τ

2 s+ τ2

10 s
2 − τ3

120s
3

1 + τ
2 s+ τ2

10 s
2 + τ3

120s
3

(18)

O vetor de entradas exógenas é definido como
w(t) = [r1(t) r2(t)]T . As variáveis de desempenho
são definidas como z(t) = [c1(t) c2(t)]T . O vetor
dos sinais de medidas é definido como o erro de
rastreamento: y(t) = [r1(t)− c1(t) r2(t)− c2(t)]T .
Nós definimos o modelo de referência como uma
matriz de transferência bloco diagonal

Tm(s) =

[
Tm,1(s) 0

0 Tm,2(s)

]

Água de
lavagem

Flotado Zona de limpeza

Polpa

Ar

Afundado

Zona de coleta
ou recuperação

FT
03

XC-01

PT
01

PT
02

FT
04

XC-02

SC-02

Figura 2: Desenho esquemático da coluna de flo-
tação (adaptado de Persechini, 2001)

com funções de transferência de terceira ordem e
atraso de tempo:

Tm,i(s) =
ω2
n,i(Tz,iωn,is+ 1)e−τis

(Tp,is+ 1)(s2 + 2ζiωn,is+ ω2
n,i)

i = 1, 2.
Nós consideramos uma realização em espaço

de estados da matriz de transferência do modelo
de referência com aproximação de Padé de terceira
ordem dos atrasos de tempo cont́ınuo. Os valo-
res foram ajustados para ωn,1 = 0, 08, ζ1 = 0, 5,
Tz,1 = 10, τ1 = 0, Tp,1 = 5, ωn,2 = 0, 012,
ζ2 = 0, 45, Tz,2 = 10, τ2 = 20 e Tp,2 = 5 para
obter um bom equiĺıbrio entre a resposta de ras-
treamento e o desacoplamento entre as malhas.

Após a avaliação de diferentes configurações e
considerando os atrasos no tempo das funções de
transferência em malha-aberta, nós representamos
o controlador PI esparso em termos de parâmetros
de otimização como:

K(s) ,



0 0 0 0 θ1 0
0 0 0 0 0 θ2
0 0 0 0 θ3 0
0 0 0 0 0 θ4
θ5 0 0 0 θ5 0
0 θ6 0 0 0 θ6
0 0 θ7 θ8 θ7 θ8


. (19)

onde θi = −1/Ti,1, i = 1, . . . , 4 e θ4+j = kp,j ,
j = 1, . . . , 4.

Nós resolvemos o problema de otimização (8)
com a estrutura apresentada na Eq. (19) para
calcular o controlador:

K∗(s) =


−1,1084(s+0,01155)

s
0

0 0,063643(s+0,2242)
s

2,917(s+0,04456)
s

0,12743(s+0,3248)
s

 ,
(20)

que resulta em ‖E(s,K∗)‖∞ = 0, 4081.
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Nós consideramos a integral do erro ao qua-
drático como ı́ndice de desempenho para compa-
rar o controlador proposto neste trabalho e o ob-
tido em Persechini (2001):

ISEi ,
∫ ∞
0

[ri(t)− ci(t)]2dt

ISEt ,
m∑
i=1

ISEi

.
Nós simulamos o sistema de controle no

Simulink R© para MATLAB R© considerando blocos
de atraso de tempo ao invés de aproximações de
Padé. Seja 1(t− τ) o degrau unitário no tempo τ ,
que é nulo para t < τ e igual a 1 para t ≥ τ . Na
simulação, nós consideramos os sinais de referên-
cia como r1(t) = 10(t) e r2(t) = 1(t − 750). As
respostas transitórias estão apresentadas nas Figs.
3 e 4 para o controlador K∗(s) e o controlador em
Persechini (2001) que é um controlador PI descen-
tralizado, calculado a partir de uma aproximação
do processo por funções de transferência de pri-
meira ordem com atraso, que mantém a terceira
variável manipulada em valor fixo. As integrais
dos erros quadráticos, no intervalo de tempo con-
siderado, são apresentadas na Tabela 1 para os
dois controladores. O controlador proposto apre-
sentou um menor tempo de subida, menor tempo
de acomodação e um melhor desacoplamento para
as duas sáıdas em relação ao controlador apresen-
tado em Persechini (2001), além de um valor total
significamente menor da integral do erro quadrá-
tico para os sinais de testes considerados. A au-
sência da ação derivativa pode evitar problemas
na presença de rúıdos de medição. O controlador
esparso PI apresenta uma estrutura mais simples
em relação a um controlador PI centralizado ou
PI com desacoplador.
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Figura 3: Resposta transitória da coluna de flota-
ção para sinais de referência em degrau.
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Figura 4: Resposta transitória das variáveis ma-
nipuladas da coluna de flotação para sinais de re-
ferência em degrau.

Tabela 1: Desempenho do controle da coluna de
flotação para sinais de referência em degrau

Persechini, 2001 K∗(s)
ISE1 1.989,4 861,6433
ISE2 279,6087 135,4406
ISEt 2.269 997,0839

O método de śıntese do controlador proposto
requer oito parâmetros da matriz do modelo de re-
ferência para defini-la. Estes parâmetros podem
ser definidos pela abordagem de tentativa e erro.
Nós podemos ajustar os parâmetros das funções
de transferência do modelo de referência baseados
nas respostas transitórias obtidas nas tentativas
prévias. A escolha dos parâmetros do modelo de
referência para reproduzir a resposta transitória
previamente testada, resultará em um menor erro
de aproximação e consequentemente um melhor
desacoplamento. Se escolhermos os parâmetros
para induzir uma resposta transitória mais rápida,
provavelmente ela deteriorará o desacoplamento.
É necessário obter um equiĺıbrio entre a veloci-
dade da resposta transitória e o desacoplamento
entre as malhas.

5 Conclusões

Nós propusemos uma metodologia de śıntese de
um controlador multivariável que pode ser apli-
cada a sistemas quadrados ou não-quadrados. A
formulação da śıntese de controle proposta pode
calcular controladores com qualquer estrutura de-
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sejada e pode considerar múltiplos objetivos de
controle. Neste trabalho, nós aplicamos esta for-
mulação para calcular um controle PI esparso para
lidar com as especificações de resposta de rastrea-
mento e desacoplamento entre as malhas de con-
trole. Outros objetivos de controle, tais como re-
jeição a distúrbios, atenuação de rúıdos de me-
dição e minimização de esforço de controle, po-
dem ser facilmente inclúıdos na formulação do
problema. Quando comparado a procedimentos
anaĺıticos, como o método baseado em funções de
transferências equivalentes (ETF, do inglês equi-
valent transfer function), a formulação de śıntese
de controle proposta, baseada em otimização, tem
a desvantagem de um maior custo computacional
e maior número de parâmetros de ajuste para ob-
ter o desempenho desejado. Por outro lado, a
metodologia proposta tem a possibilidade de in-
cluir múltiplos objetivos de controle e restrições
no problema de otimização, não havendo a neces-
sidade de adaptações nas funções de transferência
do modelo do processo, o que é necessário para
os métodos ETF, e é posśıvel escolher a estrutura
e blocos do controlador, incluindo controladores
PID com dois graus de liberdade. Para avaliar a
formulação proposta, nós calculamos um contro-
lador PI esparso para um processo de flotação em
coluna modelado a partir de uma planta piloto,
com 4 blocos de controle PI. O custo computa-
cional é compensado pelo bom desempenho com
uma estrutura mais simples, além da flexibilidade
da metodologia.
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