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Abstract— The present work applies a method of a manuever control with guaranteed finite-time arrival, con-
straint satisfaction and obstacle avoidance to a Quanser 3DOF helicopter model. Typically, obstacle avoidance
strategies involve incorporating the dimensions of the vehicle to the obstacle. However, as it will be demonstrated
in this work, the 3DOF helicopter physical dimension varies along elevation and travel angles directions according
to the pitch angle value. Thus, the expansion of the obstacle assuming a worst-case scenario renders an approach
unnecessarily conservative, entailing degraded perfomance. In the present work, the optimization problem is for-
mulated to consider the vehicle’s state in defining the avoidance constraints resulting in a collision-free trajectory
with better perfomance.

Keywords— Model Predictive Control, Trajectory Planning, Obstacle Avoidance.

Resumo— O presente trabalho aplica um método de controle de manobra com chegada garantida em tempo
finito ao conjunto alvo, satisfação de restrições e desvio de obstáculos para um modelo de helicóptero Quanser
3DOF. Tipicamente, as estratégias de desvio de obstáculos envolvem a incorporação das dimensões do véıculo
ao obstáculo. No entanto, como será mostrado neste trabalho, a dimensão f́ısica do helicóptero 3DOF varia
nas direções correspondentes ao ângulo de elevação e deslocamento de acordo valores assumidos pelo ângulo
de arfagem. Assim, a expansão do obstáculo considerando um cenário de pior caso, resulta em uma abordagem
desnecessariamente conservadora, o que implica em um desempenho degradado. No presente trabalho, o problema
de otimização é formulado para considerar o estado do véıculo na definição das restrições de desvio, resultando
em uma trajetória livre de colisão com melhor desempenho.

Palavras-chave— Controle Preditivo, Planejamento de Trajetória, Desvio de Obstáculo.

1 Introdução

A operação autônoma de véıculos aéreos não tri-
pulados (VANTs) requer o planejamento de tra-
jetórias capazes de considerar véıculos com dinâ-
mica complexa e cujas variáveis estejam sujeitas a
condicionantes como limites de excursão impostos
sobre as variáveis de controle e estados, de forma
que a trajetória obtida possa de fato ser execu-
tada pelo véıculo. Com isso, diversas técnicas de
planejamento usualmente bem sucedidas no caso
de robôs terrestres sob condições pouco exigentes
de desempenho não são adequadas para planeja-
mento de trajetórias de VANTs.

Nesse contexto, o uso de técnicas de controle
preditivo (Model-based Predictive Control - MPC)
que tratam o planejamento de trajetória como um
problema de programação matemática com res-
trições se apresentam como uma alternativa viá-
vel. Contudo, a caracteŕıstica de convexidade do
problema de otimização é comprometida pela pre-
sença de obstáculos, dificultando sua solução.

A formulação proposta por Richards e How
(2006) contorna esta questão formulando o pro-
blema MPC adequadamente para lidar com a não-
convexidade causada pelos obstáculos. O ı́ndice de
desempenho proposto na formulação para ser mi-
nimizado envolve o tempo e o gasto de controle,
de modo que a trajetória assim obtida garante a

chegada do véıculo, em tempo finito, a um con-
junto terminal arbitrário partindo de uma dada
condição inicial e com satisfação das restrições. A
minimização do tempo e as restrições referentes
ao desvio de obstáculo são escritos com o aux́ılio
de variáveis binárias (Bemporad e Morari, 1999).
O problema matemático resultante é um problema
de programação linear envolvendo variáveis reais e
inteiras (Mixed-Integer Linear Program - MILP).
Algoritmos existentes para a solução deste tipo de
problema possuem a propriedade da completeza,
i.e. possuem garantias de se encontrar uma solu-
ção fact́ıvel, caso exista (Hoy et al. (2015)).

Na literatura esta técnica tem sido empregada
em sistemas com dinâmica mais simples como du-
plos integradores (Hoy et al. (2015)), uma vez que
problemas do tipo MILP são NP-completos, i.e.,
no pior caso o tempo necessário para se obter a
solução do problema de otimização aumenta expo-
nencialmente com o dimensão do problema (Bem-
porad e Morari (1999)). Os trabalhos de Har-
tley e Maciejowski (2014) e Shekhar et al. (2014)
apresentam diferentes estratégias para se tratar
do problema de tempo de computação da solução,
tornando posśıvel o emprego desta técnica em sis-
temas com dinâmicas mais complexas e rápidas.

No presente trabalho, a técnica proposta em
Richards e How (2006) será aplicada ao modelo
de um helicóptero com três graus de liberdade (3
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Degrees of Freedom - 3DOF) da Quanser descon-
siderando a presença de perturbações. Visto que
o helicóptero é um corpo extenso e a técnica pro-
posta por Richards e How (2006) lida apenas com
pontos materiais, é necessário considerar as di-
mensões do helicóptero para evitar colisões. Usu-
almente expandem-se os obstáculos em todas as
direções usando uma distância fixa de segurança,
estratégia que é conservadora, já que o véıculo é
admitido como um corpo extenso de dimensões
invariantes no tempo. Neste trabalho propõe-se
uma estratégia alternativa que consiste em consi-
derar as dimensões do helicóptero como variáveis
no problema de otimização de modo a obter tra-
jetórias menos conservadoras.

O restante deste artigo é dividido como se-
gue: a formulação do controlador adotada neste
trabalho é descrita na seção 5; o modelo do he-
licóptero 3DOF é apresentado na seção 3, onde
também desenvolve-se a formulação das restrições
de desvio de obstáculos como função do estado do
helicóptero; na seção 4 apresentam-se resultados
de simulação; na seção 5 apresentam-se as conclu-
sões e posśıveis trabalhos futuros.

2 Formulação do Problema de
Panejamento

Neste trabalho, utiliza-se o controlador proposto
em Richards e How (2006) aplicável a sistemas
lineares a tempo discreto:

x[k + 1] = A · x[k] +B · u[k], k ∈ N (1)

sujeito a restrições:

x[k] ∈ X ⊂ Rn, k ∈ N (2)

u[k] ∈ U ⊂ Rm, k ∈ N (3)

E, para fins de desvio de obstáculo:

x[k] /∈ O ⊂ Rn, k ∈ N (4)

Assume-se que os conjuntos X , U e O sejam
politopos convexos, com U fechado contendo a ori-
gem. Admite-se que o par (A,B) é controlável e
que todos os elementos do vetor de estados são
acesśıveis.

O objetivo do controlador proposto é guiar
os estados x[k] do sistema partindo de uma dada
condição inicial até um conjunto terminal Q
desviando-se do obstáculo O, enquanto se mini-
miza uma função de custo envolvendo o horizonte
para atingir Q e o gasto de controle.

O problema de otimização que resulta no pla-
nejamento pode ser enunciado como:

Problema 1

min
x,u,N

J(x[k]) =

N [k]+1∑
j=1

(1+γ·‖u[k+j−1|k]‖1), γ > 0

(5)

sujeita às restrições, ∀j ∈ {1,...,N [k] + 1}:

x[k + j|k] = Ax[k + j − 1|k] +Bu[k + j − 1|k]
(6a)

x[k|k] = x[k] (6b)

x[k +N [k] + 1|k] ∈ Q (6c)

x[k + j|k] ∈ X (6d)

u[k + j − 1|k] ∈ U (6e)

x[k + j|k] /∈ O (6f)

Para assegurar a convergência do estado x ao
conjunto terminal Q em tempo finito, o horizonte
N [k] é uma variável a ser otimizada.

O controle em malha fechada é obtido medi-
ante entrada em um laço: a cada iteração a função
de custo (5) é minimizada e obtém-se uma sequên-
cia de controle U∗[k] = {u∗[k|k],....,u∗[k +N |k]}.
Aplica-se o primeiro elemento da sequência, i.e.
u[k] = u∗[k|k], obtendo x[k + 1] = x[k + 1|k].
Caso x[k + 1] ∈ Q, interrompe-se a tarefa de
controle. Caso contrário, resolve-se novamente
o Problema 1 a partir de k + 1, i.e. fazendo
x[k + 1|k + 1] = x[k + 1]. Este procedimento é
denominado horizonte retrocedente.

O problema de minimização de uma função
de custo de horizonte variável conforme descrito
em (5) pode ser reescrito como um problema de
programação matemática envolvendo variáveis re-
ais e inteiras (MILP) para o qual existem algorit-
mos eficientes implementados em forma de pacotes
computacionais comerciais (Koch et al. (2011)).

2.1 Implementação como MPC MILP

A seguir mostra-se como o problema pode ser for-
mulado um problema MILP cuja solução é igual
à do Problema 1, para isso necessita-se contornar
as dificuldades trazidas pela minimização do hori-
zonte N [k] e pela presença do obstáculo.

2.1.1 Minimização do tempo

Admitindo-se que Nmin = N∗[k] seja o horizonte
de predição ótimo obtido através da minimiza-
ção de (5), pode-se escolher um horizonte fixo
N̄ ≥ Nmin de modo a garantir que o estado
x[k+ j] ∈ Q em algum instante j ∈

{
1,...,N̄ + 1

}
.

Assumindo que o conjunto terminal seja definido
pelo politopo:

Q =
{
x|SQ · x ≤ BQ

}
(7)

com SQ ∈ RNQ×n e BQ ∈ RNQ , em que NQ cor-
responde ao número de lados do conjunto termi-
nal. Pode-se escrever a seguinte restrição:

sQi · x[k + j|k] ≤ bQi +M(1− b[j]),
1 ≤ i ≤ NQ, 1 ≤ j ≤ N̄ + 1

(8)

com sQi e bQi correspondendo à linha i da matriz
SQ e ao i-ésimo elemento do vetor BQ respectiva-
mente.
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Na inequação (8), M é um escalar suficien-
temente grande que, em conjunto com a variável
binária b[j], possui o objetivo de impor ou relaxar
a restrição de desigualdade (8). Isto é:

M > max |sQi · x− b
Q
i |, 1 ≤ i ≤ NQ (9)

Enquanto x[k + j|k] /∈ Q, somente b[j] = 0
satisfaz a inequação (8). Por outro lado, quando
x[k + j|k] ∈ Q, b[j] = 1 passa a ser uma solução
admisśıvel. Para garantir que a variável binária b
assuma o valor unitário uma única vez ao longo
do horizonte de predição N̄ , define-se a restrição:

N̄+1∑
j=1

b[j] = 1 (10)

A função de custo (5) de horizonte variável
pode ser então reformulada em termos do hori-
zonte fixo N̄ com o aux́ılio da variável binária b,
da seguinte forma:

J(x[k]) =

N̄+1∑
j=1

(j · b[j]+γ · ‖u[k+ j−1|k]‖1), γ > 0

(11)

2.1.2 Minimização do gasto de controle

Pode-se reescrever a norma ‖u[k + j|k]‖1
utilizando-se uma variável auxiliar a fim de se ob-
ter um custo linear. Definindo variáveis auxiliares
α[k + j − 1] satisfazendo:

ui[k + j − 1|k] ≤ αi[k + j − 1]

−ui[k + j − 1|k] ≤ αi[k + j − 1]
(12)

∀i = {1, 2, ...,m}. Logo, substituindo-se as variá-
veis auxiliares α[k+ j − 1] no lugar de ‖u[k+ j −
1|k]‖1, a função de custo (11) pode ser reescrita
como:

J(x[k]) =

N̄+1∑
j=1

(j ·b[j]+γ ·α[k+j−1]), γ > 0 (13)

2.1.3 Desvio de obstáculo

Assumindo que o obstáculo seja definido pelo po-
litopo:

O =
{
x|SObx ≤ BOb

}
(14)

com SOb ∈ RNL×n e BOb ∈ RNL , sendo NL o
número de lados do obstáculo. Da equação (4),
segue que para evitar a colisão com obstáculos,
deve-se ter:

sOb
i · x[k + j|k] > bOb

i + di − M̄ci[j]

1 ≤ i ≤ NL, 1 ≤ j ≤ N̄ + 1
(15)

em que sOb
i e bOb

i correspondem à linha i da ma-
triz SOb e ao i-ésimo elemento do vetor BOb res-
pectivamente. O escalar di corresponde a uma

distância de segurança entre o véıculo e o lado i
obstáculo.

Caso a variável binária ci[j] = 0, a restrição
dada pela equação (15) no lado i do obstáculo é
imposta. Quando ci[j] = 1, a restrição é relaxada.

Analogamente ao caso do conjunto terminal, o
escalar M̄ deve ser escolhido adequadamente, i.e.:

M̄ > max |sOb
i · x− bOb

i − di| 1 ≤ i ≤ NL (16)

Ao assumir o valor nulo, a variável binária
ci[j] impõe que a posição esteja fora do obstá-
culo, impondo o complemento da desigualdade
que define um semiplano do obstáculo politópico.
Quando ci[j] = 1, a restrição é relaxada. Para
garantir que ao menos um dos complementos dos
semiplanos do obtáculo contenham a posição do
véıculo a cada instante em (15), evitando assim
adentrar no obstáculo, deve-se impor:

NL∑
i=1

ci[j] ≤ NL − 1, 1 ≤ j ≤ N̄ + 1 (17)

A cada obstáculo adicional, variáveis binárias
associadas devem ser definidas respeitando-se as
restrições (15) e (17) concomitantemente com as
restrições já presentes.

2.1.4 Relaxamento de Restrições após
Atingir o Conjunto Terminal

Uma vez que o problema de minimização (5) foi
reformulado utilizando-se um horizonte fixo N̄ ≥
N [k], deve-se garantir que a solução u[k+j−1|k] =
0 seja admisśıvel para N [k] < j ≤ N̄ . Portanto,
devem-se relaxar as restrições impostas ao estado
e às variáveis binárias ci para este intervalo de j.

As restrições de estado podem ser relaxadas
fazendo uso da variável binária b e o escalar M :

xp[k + j|k] ≤ xmax
p +

j−1∑
r=1

b[r] ·M

−xp[k + j|k] ≤ −xmin
p +

j−1∑
r=1

b[r] ·M

(18)

para p = {1,2, . . . , n} e ∀j ∈
{

1,2,...,N̄ + 1
}

. Os
escalares xmin

p e xmax
p representam os valores mı́-

nimos e máximos de excursão imposto a cada va-
riável do vetor de estados.

A restrição imposta ci pode ser reescrita por:

NL∑
i=1

ci[j] ≤ NL − 1 +

j−1∑
q=1

b[q] (19)

3 Modelo do Helicóptero 3DOF da
Quanser

O helicóptero 3DOF da Quanser é composto es-
sencialmente por 4 partes: corpo, base, braço
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Figura 1: Helicóptero 3DOF da Quanser. a) Mo-
tor Dianteiro, b) Motor Traseiro, c) Braço Princi-
pal, d) Base, e) Braço Secundário, f) Contrapeso.

principal e braço secundário, conforme ilustrado
na Fig. 1.

O corpo do helicóptero é composto por uma
pequena haste em cujas extremidades encontram-
se acoplados um par formado por hélices e um mo-
tor DC cuja tensão é restrita ao intervalo de 0 a
5V (tensão aplicada à entrada de amplificadores).
A depender da tensão aplicada a cada um dos mo-
tores, o conjunto é capaz de realizar o movimento
de rotação em torno do eixo do braço principal. O
nome definido a este movimento é o de arfagem.

A base, por sua vez, liga-se ao corpo do heli-
cóptero por meio do braço principal e o fixa à ban-
cada por meio de uma junta que lhe fornece dois
graus de liberdade, a rotação em torno do eixo
horizontal (movimento de elevação) e em torno
do eixo vertical (movimento de deslocamento). A
Fig. 2 ilustra cada um dos movimentos e a seta
indica o sentido positivo do respectivo ângulo.

Ângulo de Arfagem

CP

CP
MD

MT

MD

Ângulo de Elevação

MD

MT

Ângulo de Deslocamento

Figura 2: Três graus de liberdade do Helicóptero.
MD = Motor Dianteiro, MT = Motor Traseiro,
CP = Contrapeso.

Ao braço secundário, encontra-se conectado
um contrapeso utilizado para diminuir o empuxo
necessário para manter o helicóptero pairando.

3.1 Modelo Linear a Tempo Discreto do Helicóp-
tero 3DOF

Adota-se neste trabalho, o modelo linear a tempo
discreto desenvolvido em Maia (2008) para o he-

licóptero 3DOF:

x[k + 1] = Ahx[k] +Bhu[k]

y[k] = Chx[k]
(20)

em que

Ah =


1 0,04 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0,999 0,04 0 0
0 0 −0,048 0,999 0 0

−0,001 0 0 0 1 0,04
−0,05 −0,001 0 0 0 1


(21)

Bh =


0,002 −0,002
0,112 −0,112

0 0
0,016 0,016

0 0
0 0

 , C
T
h =


0 0
0 0
1 0
0 0
0 1
0 0


(22)

O vetor de estados definido neste modelo é
o seguinte: xT =

[
P Ṗ E Ė T Ṫ

]
, em

que P : arfagem, E: elevação e T : deslocamento.
O modelo foi linearizado em torno do ponto de

equiĺıbrio x̄T =
[

0 0 −7◦ 0 0 0
]
, ūT =[

2,804 2,804
]
V e discretizado sob o tempo

de amostragem Ts de 40 ms.
Admitem-se os seguintes valores máximos e

mı́nimos de excursão para as variáveis de estado e
entrada, de modo a garantir uma boa predição do
modelo linear a tempo discreto e não ultrapassar
a máxima tensão admitida na entrada dos ampli-
ficadores dos motores:

−10◦ ≤ x1[k]− x̄1 ≤ 10◦ (23a)

−15◦ ≤ x3[k]− x̄3 ≤ 15◦ (23b)

0 ≤ ui[k] + ūi ≤ 5, i = 1,2 (23c)

3.2 Cálculo das Dimensões do Helicóptero

A Fig. 3 ilustra uma visão superior e lateral do
helicóptero bem como as dimensões f́ısicas, cujos
valores se encontram na Tabela 1.

r

MD
dEexato

dy(P)
Vista Lateral Esquerda

MT

CP
dx(P)

junta da base

Vista Superior
rh

rh

CP

0,5rE

0,5rE

dTexato r ra

Figura 3: Vistas superior e lateral do helicóptero.
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Tabela 1: Medidas do helicóptero.

Parâmetro Significado Valor

r
Distância entre o corpo do helicóptero
e a junta da base do braço principal

0,660 m

rh Raio da hélice do helicóptero 0,115 m
ra Comprimento da metade da haste 0,065 m
rE Altura do corpo do helicóptero 0,110 m

Os comprimentos dx e dy representam as di-
mensões efetivas do helicóptero na horizontal e
vertical respectivamente. Estas dimensões variam
de acordo com a projeção ortogonal do corpo do
helicóptero sobre os eixos perpendiculares x (cor-
respondente a T ) e y (correspondente a E), con-
forme ilustrado na Fig. 4:

P

rE

P

2rh+ra

MT

MD

PC

PA

x

y

PB

dy

dx

PA

PB

PC

OA

O

OB

Detalhe

0.5rE

0.5rE

Figura 4: Movimento de arfagem do helicóptero.

Segue de Fig. 4 que PC P̂BOB = PBP̂AOA =
90◦ − P . Além disso, definindo os pontos PA =
(xA,yA), PB = (xB ,yB) e PC = (xC ,yC), tem-se
que dx = xC e dy = −yA, para P ≥ 0.

Partindo das coordenadas do ponto PB :

PB = ((2rh + ra) cos(P );−(2rh + ra) sen(P ))
(24)

As coordenadas de PA e PC em função das
coordenadas de PB são dadas por:

PA = PB+(−rE
2

cos(90◦ − P )︸ ︷︷ ︸
sen(P )

;−rE
2

sen(90◦ − P )︸ ︷︷ ︸
cos(P )

)

(25)

PC = PB + (
rE
2

cos(90◦ − P )︸ ︷︷ ︸
sen(P )

;
rE
2

sen(90◦ − P ))︸ ︷︷ ︸
cos(P )

(26)

Chega-se portanto às seguintes equações não-
lineares para dx e dy:

dx(P ) = (2rh + ra) cos(P ) +
rE
2

sen(P ), P ≥ 0

(27a)

dy(P ) = (2rh + ra) sen(P ) +
rE
2

cos(P ), P ≥ 0

(27b)

Aproximando-se as funções (27a) e (27b) em
torno de P̄ = 0 através de um polinômio de Taylor

de primeira ordem, i.e. f(P ) ≈ f(P̄ ) + df(P̄ )
dP (P −

P̄ ) obtêm-se:

dx(P ) ' (2rh + ra) +
rE
2
P (28a)

dy(P ) ' (2rh + ra)P +
rE
2

(28b)

Para o intervalo de P < 0, dx = xA e dy = yC .
Dada a simetria do problema, podem-se reescrever
as equações (28a) e (28b), da seguinte forma:

dx(P ) = (2rh + ra) +
rE
2
|P | (29a)

dy(P ) = (2rh + ra)|P |+ rE
2

(29b)

Por fim, necessita-se obter relações lineares
que mapeiem as dimensões dx(P ), dy(P ) em ân-
gulos a serem acrescidos nas direções de desloca-
mento e elevação. A partir da Fig. 3, verifica-se
que os ângulos dTexato e dEexato são dados por:

tg(dTexato) =
dx(P )

r
(30a)

tg(dEexato) =
dy(P )

r
(30b)

Dado que tg(β) ≥ β, 0 ≤ β < 90◦, pode-
se escolher dT = tg(dTexato) ≥ dTexato e dE =
tg(dEexato) ≥ dEexato, de modo a resultar em
aproximações conservadoras. Com isso

dx(P ) = dT · r (31a)

dy(P ) = dE · r (31b)

Substituindo (29a) e (29b) em (31a) e (31b),
têm-se:

dT (P ) =
(2rh + ra)

r
+
rE
2r
|P | (32a)

dE(P ) =
(2rh + ra)

r
|P |+ rE

2r
(32b)

Obtidas as equações para as dimensões do he-
licóptero em função dos ângulos de arfagem, eleva-
ção e deslocamento, deve-se considerá-las na res-
trição (15) por meio das distâncias de segurança
di entre o véıculo e o obstáculo, caso contrário a
colisão com o obstáculo ocorrerá pois o planeja-
mento de trajetória é realizado considerando-se o
centro geométrico do véıculo.

A fim de incorporar as dimensões do corpo
extenso de forma adequada para evitar colisões,
duas abordagens serão tratadas nas subseções se-
guintes.

3.3 Expansão conservadora do obstáculo

No trabalho de Richards e How (2002), adotou-se
a estratégia de se expandir o obstáculo em todas
as direções de um valor equivalente ao tamanho
que o véıculo possúıa naquela direção.
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Visto que o helicóptero possui dimensões
dT (P ) e dE(P ) que variam de acordo com o ân-
gulo de arfagem, pode-se considerar, por conser-
vadorismo, o caso em que dT (P ) e dE(P ) assu-
mem o valor máximo dentro do intervalo admis-
śıvel de P . Isso ocorre para P = 10◦, ou seja,
dTmax = dT (10◦) e dEmax = dE(10◦).

Partindo da equação (15), e substituindo as
distâncias dTmax e dEmax obtidas:

E[k+j|k]≤EOb−δbOb−ε−dEmax+M̄c1[j]

T [k+j|k]≤TOb−δeOb−ε−dTmax+M̄c2[j]

−E[k+j|k]≤−EOb−δcOb−ε−dEmax+M̄c3[j]

−T [k+j|k]≤−TOb−δdOb−ε−dTmax+M̄c4[j]
(33)

∀j =
{

1,2,...,N̄ + 1
}

. Adicionou-se ε = 10−5 para
conferir tolerância a eventuais erros numéricos.

3.4 Proposta de Melhoria

Uma contribuição deste trabalho é o uso de um
modelo de um helicóptero de laboratório real. Na
literatura da área os modelos utilizados têm se res-
tringido a duplos integradores em cada eixo, sendo
as variáveis manipuladas as acelerações em cada
eixo (x e y no caso bidimensional). Com o uso
deste modelo mais realista no presente trabalho,
torna-se necessário considerar diretamente as di-
mensões do véıculo nas restrições de colisão, visto
que no caso do helicóptero as dimensões horizon-
tais e verticais variam com a variável de estado
P conforme (32a) e (32b). Assim, pode-se obter
uma trajetória menos conservadora do que aquela
obtida para a estratégia do obstáculo expandido.

Da equação (15) tem-se:

E[k+j|k]≤EOb−δbOb−ε− dE(P )+M̄c1[j]

T [k+j|k]≤TOb−δeOb−ε− dT (P )+M̄c2[j]

−E[k+j|k]≤−EOb−δcOb−ε− dE(P )+M̄c3[j]

−T [k+j|k]≤−TOb−δdOb−ε− dT (P )+M̄c4[j]
(34)

∀j =
{

1,2,...,N̄ + 1
}

.

Definindo a =
(2rh + ra)

r
, b =

rE
2r

e lem-

brando que |P | = P, P ≥ 0 e |P | = −P, P <
0, reescrevem-se as equações (32a) e (32b), de
modo a obter relações lineares:

dT (P ) =

{
a+ bP, P ≥ 0
a− bP, P < 0

dE(P ) =

{
aP + b, P ≥ 0
−aP + b, P < 0

(35)

Substituindo as equações de (35) em (34),
obtém-se:

S′Ob · x[k + j|k] ≤ b′Ob + M̄c′Ob[j] (36)

em que

S′
Ob =



a 0 1 0 0 0
−a 0 1 0 0 0
b 0 0 0 1 0
−b 0 0 0 1 0
a 0 −1 0 0 0
−a 0 −1 0 0 0
b 0 0 0 −1 0
−b 0 0 0 −1 0


, c′Ob[j] =



c1[j]
c1[j]
c2[j]
c2[j]
c3[j]
c3[j]
c4[j]
c4[j]


(37)

b′Ob =



EOb − ε− δb
Ob − b

EOb − ε− δb
Ob − b

TOb − ε− δe
Ob − a

TOb − ε− δe
Ob − a

−EOb − ε− δc
Ob − b

−EOb − ε− δc
Ob − b

−TOb − ε− δd
Ob − a

−TOb − ε− δd
Ob − a



4 Resultados

Com o intuito de comparar o desempenho do con-
trolador obtido ao utilizar uma das duas formula-
ções, foi elaborado o seguinte cenário:

4.1 Cenário de simulação

Definiu-se um conjunto alvo em forma de politopo
centrado em (TQ,EQ) = (60◦,0◦):

[
Ch

−Ch

]
x ≤


EQ + δc

Q

TQ + δd
Q

−EQ + δb
Q

−TQ + δe
Q

 (38)

sendo δQb = δQc = δQd = δQe = 2◦. Analogamente,
definiu-se um obstáculo centrado em (TOb,EOb) =
(30◦,− 4◦):

[
Ch

−Ch

]
x ≤


EOb − δbOb

TOb − δeOb

−EOb − δcOb

−TOb − δdOb

 (39)

com δOb
b = 27◦,δOb

c = 0◦,δOb
d = δOb

e = 2◦.
As restrições operacionais impostas são as da

Eq. (23) com um peso γ = 0,1 definido de forma
arbitrária.

Os resultados de simulação foram obtidos
usando o Gurobi (Gurobi Optimization, 2016)
para resolver o problema de otimização em um
computador pessoal com processador CoreTM i7-
6700K com 24GB de memória RAM.

4.2 Resultados de simulação

A Fig. 5 ilustra a trajetória com a margem mais
conservadora da subseção 3.3.

Deseja-se que a trajetória do centro geomé-
trico (curva azul) evite o obstáculo expandido (re-
tângulo tracejado em vermelho), fazendo com que
o corpo extenso (retângulos amarelos) não colida
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D E
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Figura 5: Trajetória de voo do helicóp-
tero 3DOF considerando o obstáculo expan-
dido. A = (1,567; 5,245), B = (56,92; 5,245),
C = (58,44; 4,214), D = (1,557;−35,44),
E = (58,44;−35,29), F = (39,15; 5,244), G =
(61,54; 2,0).

com o obstáculo real (retângulo cheio vermelho).
Observa-se na Fig. 5 que isto de fato ocorre.

Cabe ressaltar que, nos detalhes da Fig. 5,
nota-se que ocorre colisão considerando a trajetó-
ria em tempo cont́ınuo. Isso acontece porque a
técnica usada considera apenas as restrições nos
instantes de amostragem. Em Maia e Galvão
(2008) é proposta uma abordagem para se evitar
a colisão do véıculo entre os instantes de predição.

A Fig. 6 ilustra a trajetória obtida com abor-
dagem proposta na subseção 3.4. Observa-se que
não há colisão entre o corpo do helicóptero e o
obstáculo e nota-se uma manobra menos conser-
vadora em comparação com a da Fig. 5.

A

Figura 6: Trajetória de voo do helicóptero 3DOF
considerando-se as dimensões no problema de mi-
nimização. A = (58,0; 2,0).

O desempenho em termos de gasto de con-
trole e tempo para atingir o conjunto terminal
encontra-se na Tabela 2.

O custo pode ser calculado a partir da equação

Tabela 2: Comparação de desempenho.

Cenário
Tempo de
Trajetória

Controle
Gasto

Custo
Tempo Comp.

Médio
Expansão 3.3 3,28 s 58,50 V 140,50 12,23 s
Proposta 3.4 3,20 s 27,43 V 107,43 12,47 s

(40):

J =

N̄+1∑
k=1

(k · b[k] + γ · α[k − 1]), γ > 0 (40)

Na equação (40), o tempo de trajetória está rela-

cionada à parcela de custo
∑N̄+1

k=1 (k · b[k]), para
k = {1,2,...N̄ + 1}. No intervalo considerado,
a somatória totaliza N̄ + 1 iterações de Ts se-
gundos, resultando no tempo da trajetória. O
gasto de controle, por sua vez, é dado pela par-

cela
∑N̄+1

k=1 (α[k − 1]).
Na expansão de obstáculo o menor horizonte

fixo obtido foi de N̄ = 81, ao passo que para a
solução proposta N̄ = 79.

Comparando-se os custos obtidos utilizando
as duas abordagens para tratar de desvio de obstá-
culo, observa-se que, neste caso, a estratégia tradi-
cional resultou em um controlador com desempe-
nho inferior ao controlador obtido com a solução
proposta neste trabalho. O tempo de processa-
mento computacional para a obtenção da solução,
por outro lado, manteve-se inalterado.

5 Conclusões

No presente trabalho uma técnica de MPC para
planejamento de trajetórias foi usada em um mo-
delo de helicóptero 3DOF para desviar de um obs-
táculo. Para isso, foi proposto o uso da dinâ-
mica completa do helicóptero no planejamento e
uma maneira de considerar as suas dimensões de
forma menos conservadora foi desenvolvida. Pode-
se concluir pelos resultados que foi posśıvel reali-
zar o planejamento evitando obstáculos com ga-
nho de desempenho.

Acredita-se, com isso, que esse seja um passo
relevante na direção de tornar técnicas de planeja-
mento usando MPC MILP úteis em sistemas com-
plexos, tratando uma lacuna na literatura. Dessa
forma, um trabalho futuro natural consiste em
realizar ensaios experimentais. Para isso, deve-
se contornar a dificuldade tecnológica referente à
solução do problema de otimização dentro do li-
mite imposto pelo peŕıodo de discretização, pro-
blema que persiste mesmo utilizando o solver co-
mercial com melhor desempenho computacional
(Koch et al. (2011)).

Para implementação em tempo real pode-se
recorrer a duas soluções. Uma das soluções que
tem despertado interesse da comunidade cient́ıfica
é o projeto de circuitos dedicados FPGA para a
solução do problema de otimização permitindo a
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aplicação desta técnica em tempo real (Hartley
e Maciejowski (2014)). Outra abordagem encon-
trada consiste em decompor a tarefa de planeja-
mento de trajetória em ńıveis hierárquicos, per-
mitindo a realização de um planejamento prévio
e reduzindo a tarefa que necessita ser atualizada
em tempo real (Shekhar et al. (2014)).
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