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Abstract— In this paper, the H∞ control based on the state-dependent Riccati equation (SDRE) is applied
in a nonlinear inverted car-pendulum system. A weighting matrix over the energy of the output variable to
be controlled is considered in the H∞ control cost function. Aiming to design the H∞ controller, the plant
modeling as well as the state-dependent coefficients (SDC) structure are developed. Through simulation results,
the effectiveness of the H∞ control technique based on SDRE is evaluated.
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Resumo— Neste artigo, o controle H∞ baseado na equação de Riccati dependente de estado (SDRE - state-
dependent Riccati equation) é aplicado em um sistema não linear carro-pêndulo invertido. Uma matriz de
ponderação sobre a energia da variável de sáıda a ser controlada é considerada na função custo do problema
de controle H∞. Visando projetar o controlador H∞, a modelagem da planta bem como a estrutura com
coeficientes dependentes de estado (SDC - state-dependent coefficients) são desenvolvidas. Através de resultados
de simulação, a eficácia da técnica de controle H∞ baseada em SDRE é avaliada.

Palavras-chave— Teoria de controle H∞, sistemas não lineares, coeficientes dependentes de estado, equação
de Riccati dependente de estado.

1 Introdução

Muitos sistemas f́ısicos do mundo real são, por
natureza, não lineares (Chen, 1999). Tais siste-
mas são geralmente tratados com o emprego de
modelos e estruturas de controle lineares. Isto
se deve ao fato da faixa de operação a que o
sistema está restrito possuir caracteŕısticas linea-
res. Entretanto, se a faixa de operação do sis-
tema for muito larga, as caracteŕısticas não li-
neares tornam-se acentuadas. Nesse caso, o em-
prego de técnicas de controle puramente lineares
poderá levar a um desempenho pobre (Slotine &
Li, 1991; Leigh, 1983). Além das não linearida-
des inerentes aos sistemas práticos, outro aspecto
que se opõe ao desempenho satisfatório da malha
de controle é a presença de perturbações e rúı-
dos de medição. Nesse contexto, surge a temática
da robustez dos sistemas de controle submetidos a
perturbações e incertezas, a qual sempre foi uma
questão central em projeto de controladores em
malha fechada (Zhou & Doyle, 1999).

A teoria de controle H∞ é um campo que
emergiu dentro da teoria de controle robusto prin-
cipalmente a partir dos anos de 1980. No con-
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texto de controle robusto, a otimização H∞ é uma
maneira de projetar controladores robustos consi-
derando o pior caso da perturbação de entrada
(Lewis et al., 2012). Não obstante a formulação
original do problema de controle H∞ ter sido no
domı́nio da frequência, sua abordagem no domı́-
nio do tempo ganhou seu espaço principalmente a
partir dos artigos de Doyle et al. (1989) e Doyle &
Glover (1989). Orlov & Aguilar (2014) afirmam
que a derivação das soluções em espaço de estados
dos problemas de controle ótimo H∞ apresentada
por Doyle et al. (1989) foi verdadeiramente um
avanço na teoria de controle linear.

A importância da teoria de controle H∞ no
cenário atual da teoria de controle robusto é ainda
corroborada pelas recentes publicações em perió-
dicos especializados: Xu et al. (2016) apresenta
uma śıntese de controle robusto H∞ para con-
trole de véıculos aéreos não tripulados em minia-
tura visando a melhoria de sua capacidade de voo
na presença de perturbações do vento; Babaza-
deh & Nobakhti (2015) apresentam o projeto de
controladores H∞ de ordem fixa com realimenta-
ção de sáıda para sistemas lineares e invariantes
no tempo. Várias dessas propostas, entretanto,
são aplicadas em sistemas lineares. Uma alterna-
tiva para a extensão do controle H∞ ao contexto
não linear é proposta por Cloutier et al. (1996): a
técnica consiste em usar uma parametrização di-
reta para trazer o sistema não linear para uma es-
trutura pseudo-linear com coeficientes dependen-
tes do estado (SDC - state-dependent coefficients);
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por conseguinte, a equação de Riccati, dependente
de estado, é resolvida para cada ponto da trajetó-
ria das variáveis de estado. Tal equação é deno-
minada equação de Riccati dependente do estado
(SDRE - state-dependent Riccati equation).

Neste artigo, o controle H∞ baseado em
SDRE é aplicado em um sistema não linear carro-
pêndulo invertido. A modelagem da planta e ob-
tenção da estrutura SDC adequada para o projeto
de controle H∞ são deduzidas em detalhes. Além
disso, uma matriz de ponderação sobre a energia
da variável de sáıda a ser controlada é utilizada
na função custo do problema de controle H∞.

O artigo tem a seguinte estrutura: na seção
2, o problema de controle H∞ é formulado; na
seção 2.1, a técnica de controle SDRE é apresen-
tada; na seção 2.2, o problema de controle H∞

baseado em SDRE para sistemas não lineares é
tratado; na seção 3, a modelagem da planta é de-
senvolvida bem como os principais resultados de
simulação são apresentados; na seção 4, são dadas
as conclusões do trabalho.

2 Problema de Controle H∞

Considere o sistema linear descrito em espaço
de estados por

ẋ(t) = Ax(t) +B1w(t) +B2u(t) (1)

z(t) = C1x(t) +D12u(t) (2)

onde x(t) ∈ R
n é o vetor de estados, u(t) ∈ R

m é
a entrada de controle, w(t) ∈ R

r é a perturbação
(desconhecida) e z(t) ∈ R

l é a sáıda a ser contro-
lada. As matrizes A, B1, B2, C1 e D12 possuem
dimensões apropriadas.

O problema de controle H∞ sub-ótimo (Orlov
& Aguilar, 2014; Lewis et al., 2012) consiste em
encontrar todos os controladores admisśıveis tais
que

‖Tzw‖∞ < γ, γ > 0 (3)

onde Tzw é a matriz de transferência em ma-
lha fechada da perturbação para a sáıda a
ser controlada e γ é um limitante superior da
norma H∞, a qual é definida por ‖Tzw‖∞ =
max

z,w∈L2

(
‖z‖2

/
‖w‖2

)
, sendo ‖·‖2 a norma L2 no

espaço de Hilbert das funções quadraticamente in-
tegráveis em (−∞,∞).

O critério dado na equação (3) pode ser es-
pecificado no domı́nio do tempo como (Lewis
et al., 2012)

max
z(t)∈L2

w(t)∈L2

‖z(t)‖
2
2

‖w(t)‖
2
2

< γ2 ⇔ ‖z(t)‖
2
2−γ2 ‖w(t)‖

2
2 < 0.

(4)

Assim, minimizando o termo ‖z(t)‖
2
2−γ2 ‖w(t)‖

2
2,

determina-se o controle u(t) que atende ao critério
‖Tzw‖∞ < γ para a perturbação de pior caso.
Dessa forma, considerando a equação (4), tem-se
a seguinte função custo a ser minimizada:

J =
1

2

∫ ∞

0

[
zT(t)Qz(t)− γ2wT(t)w(t)

]
dt (5)

onde uma matriz simétrica Q ∈ R
l×l é aqui em-

pregada para ponderar a energia da variável de
sáıda a ser controlada. Agora, define-se

L =
1

2

[
zT(t)Qz(t)− γ2wT(t)w(t)

]
. (6)

Por conseguinte, a função hamiltoniana para o
problema de minimizar (5) sujeito a (1) e (2) é
dada como

η = L+ λ
T(t)[Ax(t) +B1w(t) +B2u(t)] (7)

onde λ ∈ R
n denota o multiplicador de Lagrange

associado ao problema de otimização.
Agora, aplicando as condições de otimalidade,

obtém-se:

ẋ(t) =
∂η

∂λ(t)
= Ax(t) +B1w(t) +B2u(t) (8)

−λ̇(t) =
∂η

∂x(t)
= CT

1 QC1x(t) +CT
1 QD12u(t)+

AT
λ(t) (9)

0 =
∂η

∂u(t)
= DT

12QC1x(t) +DT
12QD12u(t)+

BT
2 λ(t) (10)

0 =
∂η

∂w(t)
= BT

1 λ(t)− γ2w(t). (11)

Da equação (10), tem-se

u(t) = −D12

[
DT

12QC1x(t) +BT
2 λ(t)

]
(12)

onde D12 =
(
DT

12QD12

)−1
. E da equação (11)

w(t) = γ−2BT
1 λ(t). (13)

Note que substituindo as equações (12) e (13)
na equação (8), tem-se a equação de estado

ẋ(t) =
[
A−B2D12D

T
12QC1

]
x(t)

+
[
γ−2B1B

T
1 −B2D12B

T
2

]
λ(t).

(14)

Por conseguinte, substituindo a equação (12) na
equação (9), resulta a equação de co-estado

λ̇(t) =
[
−CT

1 QC1 +CT
1 QD12D12D

T
12QC1

]
x(t)

+
[
−AT +CT

1 QD12D12B
T
2

]
λ(t).

(15)
As equações (14) e (15) podem ser escri-

tas na forma matricial [veja equação (16)],
onde H denota a matriz hamiltoniana.

[
ẋ(t)

λ̇(t)

]

=






A−B2D12D
T
12QC1 γ−2B1B

T
1 −B2D12B

T
2

−CT
1 QC1 +CT

1 QD12D12D
T
12QC1 −AT +CT

1 QD12D12B
T
2






︸ ︷︷ ︸

H

[
x(t)
λ(t)

]

. (16)
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A condição ‖Tzw‖∞ < γ ocorre se e somente
se a matriz H não possui autovalores no eixo ima-
ginário (Doyle et al., 1989). Dessa forma, o valor
de γ é determinado como segue:

(P1) Escolher um valor positivo para γ.

(P2) Calcular os autovalores de H e verificar se os
mesmos estão sobre o eixo imaginário.

(P3) Caso H não tenha autovalores sobre o eixo
imaginário, diminuir γ e voltar para o passo
(P2); caso contrário, aumentar γ e voltar para
(P2). O processo deve continuar até ser ob-
tido o menor valor de γ para o qual H não
tenha autovalores sobre o eixo imaginário.

Para solucionar completamente o problema de
minimização da função custo estabelecida em (7)
é ainda necessária a condição final

λ(T ) = S(T )x(T ) (17)

onde a matriz S(T ) é simétrica e semidefinida po-
sitiva. Considerando que x(t) e λ(t) satisfazem a
relação linear dada em (17) para todo t ∈ [t0, T ],
então

λ(t) = S(t)x(t). (18)

Diferenciando (18) com relação a t, tem-se

λ̇(t) = Ṡ(t)x(t) + S(t)ẋ(t). (19)

Agora, substituindo em (19) o valor de ẋ(t) obtido
em (14) e o valor de λ̇(t) obtido em (15), resulta

[
−CT

1 QC1 +CT
1 D12D12D

T
12QC1

]
x(t)+

[
−AT +CT

1 QD12D12B
T
2

]
λ(t) =

Ṡ(t)x(t) + S(t)
{[

A−B2D12D
T
12QC1

]
x(t) +

[
γ−2B1B

T
1 −B2D12B

T
2

]
λ(t)

}
.

(20)

Substituindo (18) em (20), tem-se a seguinte equa-
ção diferencial de Riccati:

−Ṡ(t)=
[
A−B2D12D

T
12QC1

]T
S(t)

+S(t)
[
A−B2D12D

T
12QC1

]

+S(t)
[
γ−2B1B

T
1 −B2D12B

T
2

]
S(t)

+
[
CT

1 QC1 −CT
1 QD12D12D

T
12QC1

]

(21)

onde S(t) é a solução desta equação com condi-
ção final S(T ). Se S(t) converge, então Ṡ(t) = 0

e S(t) = S. Assim, (21) resulta na equação algé-
brica de Riccati para o problema de controle H∞.
Dessa forma, usando a solução S e substituindo
(18) em (12), pode-se obter u(t) para o problema
de controle H∞:

u(t) = −Kcx(t) (22)

onde Kc é o ganho do controlador dado por

Kc =
(
DT

12QD12

)−1 [
DT

12QC1 +BT
2 S

]
. (23)

2.1 Técnica de Controle baseado em SDRE

A técnica de controle baseado SDRE (State-
Dependent Riccati Equation - equação de Ric-
cati dependente do estado) consiste em primeira-
mente fazer uma parametrização direta das equa-
ções não lineares de um sistema dinâmico de modo
a representá-lo por uma estrutura linear com coe-
ficientes dependentes de estado (SDC - State-

Dependent Coefficients). Como consequência, a
equação de Riccati resultante da solução do pro-
blema de controle ótimo é parametricamente de-
pendente das variáveis de estado. Em seguida, a
equação de Riccati dependente de estado (SDRE)
é resolvida para cada instante ti da trajetória do
estado x(ti). A solução obtida ao longo da tra-
jetória do estado é então utilizada para determi-
nar a ação de controle por realimentação de es-
tados a cada instante ti (Çimen, 2008; Erdem &
Alleyne, 2004).

O método SDRE é diretamente aplicável a
sistemas não lineares cuja dinâmica é dada pela
equação diferencial ẋ(t) = f

(
x(t),u(t)

)
e podem

ser representados por um modelo SDC. Assim,
considere o sistema dinâmico não linear dado por

ẋ(t) = f
(
x(t),u(t)

)
, x(0) = x0. (24)

Agora, fazendo a fatoração do sistema (24) na
forma SDC resulta em

ẋ(t) = A
(
x(t),u(t)

)
x(t) +B

(
x(t),u(t)

)
u(t).

(25)
No contexto da teoria do regulador linear qua-

drático (LQR), o objetivo é determinar a lei de
controle por realimentação de estados na forma
u(t) = −K

(
x(t)

)
x(t) que minimiza o ı́ndice de

desempenho dado por

J =
1

2

∫ +∞

0

[
xT(t)R1x(t) + uT(t)R2u(t)

]
dt

(26)
onde R1 ∈ R

n×n é semidefinida positiva e R2 ∈
R

m×m é definida positiva. A matriz de ganho de
controle K

(
x(t)

)
para o LQR sub-ótimo (Lewis

et al., 2012) é obtida através da expressão

K
(
x(t)

)
= R−1

2 B
(
x(t)

)T
S
(
x(t)

)
(27)

onde S
(
x(t)

)
é a solução da equação algébrica de

Riccati dependente de estado dada por

AT
(
x(t)

)
S
(
x(t)

)
+ S

(
x(t)

)
A
(
x(t)

)

−S
(
x(t)

)
B
(
x(t)

)
R−1

2 B
(
x(t)

)T
S
(
x(t)

)

+R1 = 0.

(28)

Desse modo, o problema de controle H∞ também
pode ser estendido ao caso não linear, uma vez
que admite solução baseada na equação de Riccati
(Çimen, 2008).

2.2 Controle H∞ baseado em SDRE

O problema de controle H∞ baseado em
SDRE é caracterizado como segue: inicialmente,
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emprega-se um modelo SDC com a mesma estru-
tura dada nas equações (1) e (2), isto é, fazendo
A = A

(
x(t)

)
, B1 = B1

(
x(t)

)
e B2 = B2

(
x(t)

)
.

Assim, a matriz Hamiltoniana dada na equação
(16), bem como a equação de Riccati para o con-
trole H∞ tornam-se dependentes do estado. Em
seguida, determina-se a solução da SDRE S

(
x(ti)

)

para cada instante ti, que resulta no seguinte ga-
nho para o controlador:

Kc

(
x(ti)

)
= D12

[
DT

12QC1

+BT
2

(
x(ti)

)
S
(
x(ti)

)]
.

(29)

3 Simulação

Nesta seção, a modelagem do sistema carro-
pêndulo invertido e sua representação na forma
SDC são desenvolvidas. Também, são apresenta-
dos os principais resultados de simulação para o
problema de controle H∞ baseado em SDRE.

3.1 Modelagem da Planta

Considere o sistema carro-pêndulo invertido
representado na Figura 1, onde

θ posição angular do pêndulo
xc posição linear do carro
mc massa do carro
mp massa do pêndulo
l distância do centro de massa ao pivô
g aceleração da gravidade
I momento de inércia do pêndulo
Fw força de perturbação
F força aplicada ao carro
Bc coeficiente de atrito do carro
Bp coeficiente de atrito do pêndulo

Figura 1: Representação do sistema carro-pêndulo inver-
tido.

Do diagrama de corpo livre do pêndulo, mos-
trado na Figura 2, são obtidas as equações da lei
de Newton aplicada à horizontal e à vertical, res-
pectivamente:

mp

d2

dt2
[xc(t) + l sen θ(t)] = FH (30)

e

mp

d2

dt2
[l cos θ(t)] = FV −mpg. (31)

Figura 2: Diagrama de corpo livre do pêndulo invertido.
FV e FH são as forças de reação vertical e horizontal no
pivô, respectivamente.

Das equações (30) e (31), obtêm-se as forças de
reação vertical (FV ) e horizontal (FH):

FV = mpl
[

−θ̇2(t) cos θ(t)− θ̈(t) sen θ(t)
]

+mpg
(32)

FH = mpl
[

−θ̇2(t) sen θ(t) + θ̈(t) cos θ(t)
]

+mpẍc(t).
(33)

Agora, aplicando a equação de torque ao centro
de gravidade do pêndulo, tem-se

τ = Iθ̈(t)

= [FV1
− FH1

+ Fw1
] l −Bpθ̇(t)

= [FV sen θ(t) + (Fw(t)− FH) cos θ(t)] l

−Bpθ̇(t).

(34)

Substituindo FV e FH das equações (32) e (33) na
equação (34), obtém-se
(
I +mpl

2
)
θ̈(t) +Bpθ̇(t) +mplẍc(t) cos θ(t)

−mplg sen θ(t)− Fw(t)l cos θ(t) = 0.
(35)

Considerando o diagrama de corpo livre do
carro mostrado na Figura 3, obtém-se a partir das
leis de Newton, a seguinte relação:

mcẍc = F (t)− FH −Bcẋc. (36)

Então, substituindo FH da equação (33) em (36),
tem-se

(mc +mp) ẍc(t) +Bcẋc(t) +mplθ̈(t) cos θ(t)

−mplθ̇
2(t) sen θ(t) = F (t).

(37)

Figura 3: Diagrama de corpo livre do carro. F é a força
aplicada ao carro, Bcẋc é a força de atrito e FH é a força
de reação horizontal no pivô.

Assim, as equações (35) e (37) descrevem a
dinâmica não linear do sistema carro-pêndulo in-
vertido. Agora, considere o vetor de estados x(t)
definido por:

x(t) =
[
x1(t) x2(t) x3(t) x4(t)

]T

=
[

xc(t) ẋc(t) θ(t) θ̇(t)
]T

.
(38)
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Fazendo m1 = mc + mp, m2 = I + mpl
2, substi-

tuindo as variáveis de estado definidas em (38) e
combinando as equações (35) e (37), resulta

ẋ2(t) = −
Bcm2

m3
x2(t) +

mplBp

m3
x4(t) cosx3(t)

−
m2

pl
2g

m3
sen x3(t) cosx3(t)

+
mplm2

m3
x2
4(t) sen x3(t)

−
mpl

2

m3
cos2 x3(t)Fw(t) +

m2

m3
F (t)

(39)
e

ẋ4(t) = −
Bpm1

M3
x4(t) +

mplBc

m3
x2(t) cosx3(t)

−
m2

pl
2

m3
x2
4(t) sen x3(t) cosx3(t)

+
mplgm1

m3
sen x3(t) +

lm1

m3
cosx3(t)Fw(t)

−
mpl

m3
cosx3(t)F (t)

(40)
onde m3 = m1m2 −m2

pl
2 cos2 x3(t).

Assim, sendo ẋ1(t) = x2(t), ẋ3(t) = x4(t),
a perturbação w(t) = Fw(t) e o controle u(t) =
F (t), obteve-se a matriz A

(
x(t)

)
, dada na equa-

ção (42), para a estrutura SDC. Consequente-
mente, as matrizes B1

(
x(t)

)
e B2

(
x(t)

)
são dadas

por

B1

(
x(t)

)
=










0

−
mpl

2

m3
cos2 x3(t)

0
lm1

m3
cosx3(t)










(43)

B2

(
x(t)

)
=










0
m2

m3
0

−
mpl

m3
cosx3(t)










. (44)

As simulações de controle do sistema carro-
pêndulo invertido foram realizadas utilizando os
parâmetros dados na Tabela 1, os quais se ba-
seiam em Kumar & Jerome (2013); para Bc e Bp,
utilizou-se valores t́ıpicos da literatura.

Tabela 1: Parâmetros do carro-pêndulo invertido.

Parâmetro Valor Unidade

mc 0, 94 kg
mp 0, 23 kg
l 0, 33 m
Bc 0, 44 Nms/rad
Bp 0, 05 Nms/rad
I 0, 0083 kg-m2

g 9, 81 m/s2

3.2 Controle H∞ baseado em SDRE

A Figura 4(a)-(d) mostra as curvas de
resposta do estado x(t) para o controle
H∞ baseado em SDRE, com estado inicial
x0 = [ 0 0 140◦ 0 ]

T
. A perturbação aplicada

ao sistema é mostrada na Figura 4(e). Visando
manipular a energia associada aos estados,
considerou-se três distintos cenários para a matriz
Q. Note que, em comparativo com o LQR, o
controle H∞ baseado em SDRE apresenta um
desempenho superior com respeito a energia
associada aos estados.

4 Conclusões

Neste artigo, a técnica de controle H∞ ba-
seado na equação de Riccati dependente de es-
tado foi aplicada a um sistema não linear carro-
pêndulo invertido. Visando ter-se maior flexibili-
dade no ajuste da energia associada aos estados,
considerou-se uma matriz de ponderação da ener-
gia da variável de sáıda na função custo do pro-
blema de controle H∞. Além disso, desenvolveu-
se o modelo da planta considerando uma pertur-
bação bem como a estrutura de coeficientes depen-
dentes de estado. Através de resultados numéri-
cos, verificou-se a eficácia da técnica de controle
H∞ baseado em SDRE com matriz de ponderação
da energia da variável de sáıda.
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(a) Estado x1(t)

(b) Estado x2(t)

(c) Estado x3(t)

(d) Estado x4(t)

(e) Perturbação w(t)

Figura 4: Q1 = diag([1 × 10−5 1 1 1]), Q2 = diag([1 ×

10−4 1 1 1]), Q3 = diag([1× 10−4 1 10 5]), QLQR =
diag([0, 1 1 30 25]), R = 1, 0.
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