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Abstract— In this paper, the Hoo control based on the state-dependent Riccati equation (SDRE) is applied
in a nonlinear inverted car-pendulum system. A weighting matrix over the energy of the output variable to
be controlled is considered in the Hoo control cost function. Aiming to design the Hoo controller, the plant
modeling as well as the state-dependent coefficients (SDC) structure are developed. Through simulation results,

the effectiveness of the Hoo control technique based on SDRE is evaluated.

Keywords— 7Hoo control theory, nonlinear systems, state-dependent coefficients, state-dependent Riccati
equation.
Resumo— Neste artigo, o controle Hoo baseado na equagdo de Riccati dependente de estado (SDRE - state-

dependent Riccati equation) é aplicado em um sistema nao linear carro-péndulo invertido. Uma matriz de
ponderacao sobre a energia da varidvel de saida a ser controlada é considerada na funcdo custo do problema
de controle He. Visando projetar o controlador Heo, a modelagem da planta bem como a estrutura com
coeficientes dependentes de estado (SDC - state-dependent coefficients) sdo desenvolvidas. Através de resultados
de simulacdo, a eficicia da técnica de controle H~ baseada em SDRE é avaliada.

Palavras-chave— Teoria de controle H o, sistemas nao lineares, coeficientes dependentes de estado, equagao

de Riccati dependente de estado.

1 Introducao

Muitos sistemas fisicos do mundo real sdo, por
natureza, nao lineares (Chen, 1999). Tais siste-
mas sao geralmente tratados com o emprego de
modelos e estruturas de controle lineares. Isto
se deve ao fato da faixa de operagao a que o
sistema estd restrito possuir caracteristicas linea-
res. Entretanto, se a faixa de operagao do sis-
tema for muito larga, as caracteristicas nao li-
neares tornam-se acentuadas. Nesse caso, o em-
prego de técnicas de controle puramente lineares
poderd levar a um desempenho pobre (Slotine &
Li, 1991; Leigh, 1983). Além das néo linearida-
des inerentes aos sistemas praticos, outro aspecto
que se opoe ao desempenho satisfatério da malha
de controle é a presenga de perturbacgoes e rui-
dos de medigao. Nesse contexto, surge a tematica
da robustez dos sistemas de controle submetidos a
perturbacoOes e incertezas, a qual sempre foi uma
questao central em projeto de controladores em
malha fechada (Zhou & Doyle, 1999).

A teoria de controle Ho, é um campo que
emergiu dentro da teoria de controle robusto prin-
cipalmente a partir dos anos de 1980. No con-
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texto de controle robusto, a otimizagao Ho, € uma
maneira de projetar controladores robustos consi-
derando o pior caso da perturbagao de entrada
(Lewis et al., 2012). Nao obstante a formulacdo
original do problema de controle H., ter sido no
dominio da frequéncia, sua abordagem no domi-
nio do tempo ganhou seu espago principalmente a
partir dos artigos de Doyle et al. (1989) e Doyle &
Glover (1989). Orlov & Aguilar (2014) afirmam
que a derivacao das solugoes em espago de estados
dos problemas de controle 6timo H., apresentada
por Doyle et al. (1989) foi verdadeiramente um
avanco na teoria de controle linear.

A importancia da teoria de controle H., no
cendrio atual da teoria de controle robusto é ainda
corroborada pelas recentes publicacoes em perié-
dicos especializados: Xu et al. (2016) apresenta
uma sintese de controle robusto H., para con-
trole de veiculos aéreos nao tripulados em minia-
tura visando a melhoria de sua capacidade de voo
na presenca de perturbacoes do vento; Babaza-
deh & Nobakhti (2015) apresentam o projeto de
controladores H., de ordem fixa com realimenta-
¢ao de saida para sistemas lineares e invariantes
no tempo. Varias dessas propostas, entretanto,
sao aplicadas em sistemas lineares. Uma alterna-
tiva para a extensao do controle H., ao contexto
néo linear é proposta por Cloutier et al. (1996): a
técnica consiste em usar uma parametrizagao di-
reta para trazer o sistema nao linear para uma es-
trutura pseudo-linear com coeficientes dependen-
tes do estado (SDC - state-dependent coefficients);



por conseguinte, a equacao de Riccati, dependente
de estado, é resolvida para cada ponto da trajeté-
ria das varidveis de estado. Tal equagao é deno-
minada equagao de Riccati dependente do estado
(SDRE - state-dependent Riccati equation).

Neste artigo, o controle H., baseado em
SDRE ¢ aplicado em um sistema nao linear carro-
péndulo invertido. A modelagem da planta e ob-
tencao da estrutura SDC adequada para o projeto
de controle H, sdo deduzidas em detalhes. Além
disso, uma matriz de ponderacao sobre a energia
da variavel de saida a ser controlada é utilizada
na funcao custo do problema de controle H .

O artigo tem a seguinte estrutura: na segao
2, o problema de controle H,, é formulado; na
secao 2.1, a técnica de controle SDRE é apresen-
tada; na secao 2.2, o problema de controle H ..
baseado em SDRE para sistemas nao lineares é
tratado; na secao 3, a modelagem da planta é de-
senvolvida bem como os principais resultados de
simulagao sao apresentados; na secao 4, sao dadas
as conclusoes do trabalho.

2 Problema de Controle H,

Considere o sistema linear descrito em espago
de estados por

Ax(t) + Byw(t) + Bou(t) (1)
Clx(t) + Dlgu(t) (2)

onde x(t) € R™ é o vetor de estados, u(t) € R™ é
a entrada de controle, w(t) € R" é a perturbagao
(desconhecida) e z(t) € R! é a saida a ser contro-
lada. As matrizes A, By, By, C; e D15 possuem
dimensoes apropriadas.

O problema de controle H o, sub-6timo (Orlov
& Aguilar, 2014; Lewis et al., 2012) consiste em
encontrar todos os controladores admissiveis tais

que
(3)

onde T,, é a matriz de transferéncia em ma-
lha fechada da perturbagao para a saida a
ser controlada e v é um limitante superior da
norma Moo, a qual é definida por ||T..|. =

 nax (llzll,/|lwlly), sendo |||, a norma L no

espaco de Hilbert das fungoes quadraticamente in-
tegraveis em (—00,00).

O critério dado na equacao (3) pode ser es-
pecificado no dominio do tempo como (Lewis
et al., 2012)

I2(2)13

Z(t)el HI?
=L w0}

||Tzw||oo <7, v>0

2 2
<7 & 2l =7 Iwt)ll; < 0.

(4)

Assim, minimizando o termo ||z(t)||§ —72 ||w(t) Hg,

XIIT Simp6sio Brasileiro de Automacao Inteligente
Porto Alegre — RS, 12 — 4 de Outubro de 2017

determina-se o controle u(t) que atende ao critério
|T.0ll,, < 7 para a perturbacado de pior caso.
Dessa forma, considerando a equagao (4), tem-se
a seguinte fung@o custo a ser minimizada:

7=5 [0 - Tiw]a 6)

2
onde uma matriz simétrica Q € R™*! é aqui em-
pregada para ponderar a energia da varidavel de
saida a ser controlada. Agora, define-se

L2 (0)Qalt) — W T ()w(®)].  (6)

L= =
2

Por conseguinte, a funcao hamiltoniana para o

problema de minimizar (5) sujeito a (1) e (2) é

dada como

n=L+X()[Ax(t) + Biw(t) + Bzu(t)] (7)

onde A € R™ denota o multiplicador de Lagrange
associado ao problema de otimizagcao.

Agora, aplicando as condigoes de otimalidade,
obtém-se:

x(t) = 8f\7(7t) — Ax(t) + Biw(t) + Bou(t) (8)
“A() = 8‘97(7> — CTQCx(t) + CT QD ou(t)+
ATA(1) (9)

0= aiZs) — DL,QC:x(t) + DL, QDyu(t)+
BIX(t) (10)
- afv?Zt) =BTA(t) — v*w(t). (11)

Da equagao (10), tem-se

u(t) = —Di2 [DT,QCi1x(t) + B3 A(t)]  (12)

onde Dy = (DlTQQDlg)_l. E da equagao (11)
w(t) =y ZBTA(t). (13)

Note que substituindo as equagoes (12) e (13)
na equagao (8), tem-se a equagao de estado
x(t) = [A—-ByD12D,QC ] x(t)

B (14)
+ [vy7?B1B] — B:D12BJ | A(t).

Por conseguinte, substituindo a equagéo (12) na
equacao (9), resulta a equacao de co-estado
A(t) [-CTQC; + CTQD:D1,D!,QC, ] x(t)

+ [-AT + CTQD2D12B3 ] A(t).
(15)
As equagbes (14) e (15) podem ser escri-
tas na forma matricial [veja equagdo (16)],
onde H denota a matriz hamiltoniana.

A - B,D;,D,QC,

-cTqQc, + cfqQp,,Db,DE,QC,

77?B;B] — B;D12Bj {x(t)}
—AT + CTQD;,D,BY
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A condicao || T.y|,, < ocorre se e somente
se a matriz H nao possui autovalores no eixo ima-
gindrio (Doyle et al., 1989). Dessa forma, o valor
de v é determinado como segue:

(P1) Escolher um valor positivo para +.

(P2) Calcular os autovalores de H e verificar se os
mesmos estao sobre o eixo imagindrio.

(P3) Caso H néo tenha autovalores sobre o eixo
imaginario, diminuir v e voltar para o passo
(P2); caso contrério, aumentar v e voltar para
(P2). O processo deve continuar até ser ob-
tido o menor valor de v para o qual H nao
tenha autovalores sobre o eixo imagindario.

Para solucionar completamente o problema de
minimizagao da fungdo custo estabelecida em (7)
¢ ainda necessaria a condi¢ao final

A(T) = S(T)x(T) (17)

onde a matriz S(7") é simétrica e semidefinida po-
sitiva. Considerando que x(t) e A(t) satisfazem a
relagdo linear dada em (17) para todo t € [to, T],
entao

A(t) = S(t)x(¢) (18)
Diferenciando (18) com relacdo a t, tem-se
A(t) = S(H)x(t) + S(t)x(t). (19)

Agora, substituindo em (19) o valor de x(t) obtido
em (14) e o valor de A(t) obtido em (15), resulta

[-CTQC; + CID12D12D1,QC ] x(t)+
[-AT + CTQD12D1:B3 | A(t)
S(t)x(t) + S(t) { [A — ByD12D,QC1] x(t) +
[v?B1Bf — B:D12BJ | A(t)} .

(20)

Substituindo (18) em (20), tem-se a seguinte equa-
cao diferencial de Riccati:

~S(t)=[A — B:D1,D},QC] " S(1)

+S(t) [A — BsD12DT,QC; | (1)
+S(t) [y ?B1B} — B2D12B3] S(¢)

+ [C1TQ01 - C?QD12512D1T2Q01]

onde S(¢) é a solucao desta equacao com condi-
¢do final S(T). Se S(t) converge, entdao S(t) = 0
e S(t) = S. Assim, (21) resulta na equagdo algé-
brica de Riccati para o problema de controle H .
Dessa forma, usando a solugao S e substituindo
(18) em (12), pode-se obter u(t) para o problema
de controle Hqo:

u(t) = —K.x(t) (22)

onde K. é o ganho do controlador dado por

K. = (D},QDy,)  [DLQC, + BIS]. (23)
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2.1 Técnica de Controle baseado em SDRE

A técnica de controle baseado SDRE (State-
Dependent Riccati Equation - equagao de Ric-
cati dependente do estado) consiste em primeira-
mente fazer uma parametrizacao direta das equa-
¢oes nao lineares de um sistema dinamico de modo
a representa-lo por uma estrutura linear com coe-
ficientes dependentes de estado (SDC - State-
Dependent Coefficients). Como consequéncia, a
equacao de Riccati resultante da solugao do pro-
blema de controle étimo é parametricamente de-
pendente das varidveis de estado. Em seguida, a
equagcao de Riccati dependente de estado (SDRE)
é resolvida para cada instante t; da trajetoria do
estado x(t;). A solucdo obtida ao longo da tra-
jetéria do estado é entao utilizada para determi-
nar a agao de controle por realimentagao de es-
tados a cada instante t; (Cimen, 2008; Erdem &
Alleyne, 2004).

O método SDRE é diretamente aplicavel a
sistemas nao lineares cuja dinamica é dada pela
equagdo diferencial x() = f(x(¢),u(t)) e podem
ser representados por um modelo SDC. Assim,
considere o sistema dinamico nao linear dado por

x(t) = f(x(t), u(t)), x(0) = xp. (24)

Agora, fazendo a fatoracdo do sistema (24) na
forma SDC resulta em

x(t) = A(x(t),u(t))x(t) + B(x(t), u(t))u(t).
(25)
No contexto da teoria do regulador linear qua-
dratico (LQR), o objetivo é determinar a lei de
controle por realimentacdo de estados na forma
u(t) = —K(x(t))x(t) que minimiza o indice de
desempenho dado por

+o0
I=3 / [xT(6)Rx() + u” (1) Rou(t)] dt
0
(26)
onde R; € R™*™ ¢ semidefinida positiva e Ry €
R™*™ ¢ definida positiva. A matriz de ganho de
controle K(x(t)) para o LQR sub-6timo (Lewis

et al., 2012) é obtida através da expressio
- T
K(x(t)) =Ry 'B(x(t)) S(x(t))  (27)

onde S(x(t)) é a solucdo da equacéo algébrica de
Riccati dependente de estado dada por

AT (x(t))S(x(t)) + S(x(t)) A(x(t))
—S(x(£))B(x(t)) Ry "B(x(t)) ' S(x(1))
+R1 = 0

(28)

Desse modo, o problema de controle H., também
pode ser estendido ao caso nao linear, uma vez
que admite solugao baseada na equacgao de Riccati
(Cimen, 2008).

2.2  Controle Hoo baseado em SDRE

O problema de controle H,, baseado em
SDRE ¢ caracterizado como segue: inicialmente,



emprega-se um modelo SDC com a mesma estru-
tura dada nas equagoes (1) e (2), isto é, fazendo
A = A(X(t)), B1 = Bl(X(t)) (§ B2 = BQ(X(t))
Assim, a matriz Hamiltoniana dada na equagao
(16), bem como a equagao de Riccati para o con-
trole Hoo tornam-se dependentes do estado. Em
seguida, determina-se a solugao da SDRE S(x(t;))
para cada instante t;, que resulta no seguinte ga-
nho para o controlador:

K.(x(t;)) = D12 [D},QC,

29
+B;F(x(ti))S(x(ti))]. (29)

3 Simulacao

Nesta secao, a modelagem do sistema carro-
péndulo invertido e sua representacao na forma
SDC sao desenvolvidas. Também, sdo apresenta-
dos os principais resultados de simulacao para o
problema de controle H., baseado em SDRE.

3.1 Modelagem da Planta

Considere o sistema carro-péndulo invertido
representado na Figura 1, onde

0 posigao angular do péndulo

r.  posicao linear do carro

m. massa do carro

mp massa do péndulo

l distancia do centro de massa ao pivo
g aceleracao da gravidade

I momento de inércia do péndulo
F,, forca de perturbagao

F forca aplicada ao carro

B. coeficiente de atrito do carro
B, coeficiente de atrito do péndulo

Figura 1: Representagdo do sistema carro-péndulo inver-
tido.

Do diagrama de corpo livre do péndulo, mos-
trado na Figura 2, sao obtidas as equagoes da lei
de Newton aplicada & horizontal e a vertical, res-
pectivamente:

2
My [zc(t) +1sen(t)] = Fy (30)
d2
My s [lcosO(t)] = Fy — myg. (31)
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Figura 2: Diagrama de corpo livre do péndulo invertido.
Fy e Fp sao as forgas de reagdo vertical e horizontal no
pivo, respectivamente.

Das equagoes (30) e (31), obtém-se as forgas de
reagao vertical (Fy ) e horizontal (Fy):

Fyv = myl [—92(t) cosO(t) — 6(t) sen H(t)}
+mpg

(32)

Fy = myl [-0’2(75) sen 0(t) + 6(1) cosa(t)} )
+mpZc(t).

Agora, aplicando a equacao de torque ao centro
de gravidade do péndulo, tem-se
T = I6(t)
- [Fvl — Fu, +Fw1]lfBP0(t)
= [Fy sen 0(t) + (Fy,(t) — Fr) cos 0(t)]
—B,0(t).
Substituindo Fy e Fir das equagbes (32) e (33) na
equagdo (34), obtém-se

; (34

(I +mpl?) 0(t) + Bpo(t) +myplic(t) cos O(t)

—mylg sen 0(t) — F,,(t) cos O(t) = 0. (35)

Considerando o diagrama de corpo livre do
carro mostrado na Figura 3, obtém-se a partir das
leis de Newton, a seguinte relagao:

med. = F(t) — Fg — Bede. (36)
Entao, substituindo Fg da equagdo (33) em (36),
tem-se
(Me +mp) &e(t) + Beie(t) + myll(t) cos O(t)

—m,yl62(t) sen O(t) (37)

Figura 3: Diagrama de corpo livre do carro. F é a forca
aplicada ao carro, B.i. é a forca de atrito e Fiy é a forca
de reagao horizontal no pivoé.

Assim, as equagbes (35) e (37) descrevem a
dinamica nao linear do sistema carro-péndulo in-
vertido. Agora, considere o vetor de estados x(t)
definido por:

= [@(®) w2(t) ws(t) 2a(t)]"
[e(t) @o(t) 60t) 6(1)]" .

x(t) (38)



Fazendo my = m¢ +myp, ma =1 + mplz, substi-
tuindo as varidveis de estado definidas em (38) e
combinando as equagoes (35) e (37), resulta

. B.om mylB
io(t) = — m32:c2(t) + 7’;173’”934(15) cos z3(t)
m2i2g
-2 t t
- sen x3(t) cos x3(t)
mplma
——xy(t t
£ 43(1) sen (1)
12
I o8 2y (1) F (1) + L2 B (1)
m3 ms3
(39)
e
. B,m mylB
ig(t) = —JffT;u(t) + %@ () cos z3(t)
m21?
- T:?) x2(t) sen x3(t) cos x3(t)
l l
PRI o (1) + 2L cos a3 (t) Fl (1)
ms ms
l
L L x3(t)F(t)
ms3
(40)

onde mg = myms — mf,l2 cos? z3(t).

Assim, sendo #1(t) = x2(t), o3(t) = x4(t),
a perturbagdo w(t) = F,(t) e o controle u(t) =
F(t), obteve-se a matriz A (x(t)), dada na equa-
¢do (42), para a estrutura SDC. Consequente-
mente, as matrizes By (x(t)) e B2(x(t)) sdo dadas
por

ma

B, (x(t)) = s . (44)

l
= s x3(t)
m3

As simulagoes de controle do sistema carro-
péndulo invertido foram realizadas utilizando os
parametros dados na Tabela 1, os quais se ba-
seilam em Kumar & Jerome (2013); para B, e By,
utilizou-se valores tipicos da literatura.
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TABELA 1: PARAMETROS DO CARRO-PENDULO INVERTIDO.

Parametro ‘ Valor ‘ Unidade

me 0,94 kg
my 0,23 kg
l 0,33 m
B, 0,44 | Nms/rad
B, 0,05 Nms/rad
I 0,0083 kg-m?
g 9,81 m/s?

3.2 Controle Hoo baseado em SDRE

A Figura 4(a)-(d) mostra as curvas de
resposta do estado x(¢t) para o controle
Hoo baseado em SDRE, com estado inicial
xo = [0 0 140° O]T. A perturbagao aplicada
ao sistema é mostrada na Figura 4(e). Visando
manipular a energia associada aos estados,
considerou-se trés distintos cendrios para a matriz
Q. Note que, em comparativo com o LQR, o
controle H., baseado em SDRE apresenta um
desempenho superior com respeito a energia
associada aos estados.

4 Conclusoes

Neste artigo, a técnica de controle H., ba-
seado na equacgao de Riccati dependente de es-
tado foi aplicada a um sistema nao linear carro-
péndulo invertido. Visando ter-se maior flexibili-
dade no ajuste da energia associada aos estados,
considerou-se uma matriz de ponderagao da ener-
gia da variavel de saida na funcao custo do pro-
blema de controle H,,. Além disso, desenvolveu-
se o modelo da planta considerando uma pertur-
bagao bem como a estrutura de coeficientes depen-
dentes de estado. Através de resultados numéri-
cos, verificou-se a eficicia da técnica de controle
Hoo baseado em SDRE com matriz de ponderagao
da energia da variavel de saida.
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