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Abstract— Based on the variable structure adaptive pole placement control (VS-APPC) theory, a control
system is proposed to control the chaos phenomenon in Lorenz system using only the measured output variable.
The parameters of system are considered unknown and is considered the disturbance presence in input’s system.
It is shown that in closed-loop system, the output tracks the reference trajectory and the state vector converges
to the equilibrium state, presenting good transient behavior and robustness to the parametrics uncertainties as
also in presence of disturbance in input’s plant.

Keywords— Adaptive and learning systems, adaptive pole placement control, variable structure systems,
Lorenz system.

Resumo— Baseado na teoria de controle adaptativo por posicionamento de polos e estrutura variável (VS-
APPC), um sistema de controle é proposto para controlar o fenômeno do caos no sistema de Lorenz utilizando
apenas a medição da variável de sáıda. Os parâmetros do sistema são considerados desconhecidos e é considerada
a presença de distúrbio na entrada do sistema. É demonstrado que no sistema em malha fechada a variável de
sáıda segue a trajetória de referência e o vetor de estado converge para o estado de equiĺıbrio, apresentando um
bom comportamento transitório e robustez a incertezas paramétricas, como também, na presença de distúrbios
na entrada da planta.

Palavras-chave— Sistemas adaptativos e de aprendizagem, controle adaptativo por posicionamento de polos,
sistemas com estrutura variável, sistema de Lorenz.

1 Introdução

Sistemas caóticos são caracterizados por sua na-
tureza impreviśıvel e alta sensibilidade à varia-
ção de suas condições iniciais, apresentando assim
um comportamento dinâmico aleatório. O sistema
de Lorenz, descrito de forma simplificada por um
conjunto de três equações diferenciais ordinárias,
as quais dependem de três parâmetros reais e posi-
tivos, é um clássico exemplo deste tipo de sistema.
As equações de Lorenz são derivadas do modelo
para convecção de fluido que tenta descrever al-
gumas caracteŕısticas da dinâmica atmosférica.

Inúmeras técnicas têm sido desenvolvidas
no intuito de controlar sistemas caóticos, como
em (Araújo and Singh, 2002), no qual é proposto
um controlador adaptativo por modelo de referên-
cia e estrutura variável (VS-MRAC), o qual utiliza
leis de adaptação chaveadas.

Uma estratégia de controle, para o caso em
que os parâmetros do sistema são conhecidos, na
qual há apenas alocação de polos, não envolvendo
cancelamento nem de polos nem de zeros, aplicá-
vel tanto a plantas de fase mı́nima como não mı́-
nima, lineares e invariantes no tempo, é denomi-
nada controle por posicionamento de polos (PPC).
A combinação da lei de controle do PPC com um
estimador de parâmetros, cujas leis de adapta-

ção paramétricas são integrais, gera a estratégia
conhecida por controle adaptativo por posiciona-
mento de polos (APPC). Esta técnica foi desenvol-
vida baseada nos esquemas de controle adaptativo
indireto, onde os parâmetros do controlador são
calculados com base nas estimativas dos parâme-
tros da planta.

A contribuição deste artigo reside no projeto
de um sistema de controle para o fenômeno do caos
no sistema de Lorenz baseado na teoria do con-
trole adaptativo por posicionamento de polos e es-
trutura variável (VS-APPC) (Júnior et al., 2017).
Aqui, a abordagem utiliza leis de adaptação chave-
adas em associação com a lei de controle fornecida
pelo PPC, substituindo os valores reais por suas
estimativas.

2 Sistema de Lorenz

O sistema de Lorenz, assim como em (Araújo and
Singh, 2002), é descrito por

ẋ1 = σ(x2 − x1)

ẋ2 = ρx1 − x2 − x1x3 + u+ d(t) (1)

ẋ3 = −βx3 + x1x2

onde σ, ρ e β são parâmetros reais positivos que re-
presentam, respectivamente, o número de Prandtl,
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o número de Rayleigh (que é proporcional à dife-
rença de temperatura das superf́ıcies superior e
inferior), e um fator geométrico. As variáveis de
estado x1, x2 e x3 representam medidas da veloci-
dade do fluido e distribuição espacial de tempera-
tura na camada do fluido sob ação da gravidade.
O sinal d(t) (um sinal de natureza aleatória com
amplitude variando entre 0 e 1) é o distúrbio de
entrada e u é o sinal de controle. Os parâmetros
(σ, ρ e β) são considerados desconhecidos.

O sistema de Lorenz, em malha aberta, pode
exibir comportamentos dinâmicos distintos, de
acordo com o valor do parâmetro ρ. Para
0 < ρ < 1, a origem do sistema é um ponto
de equiĺıbrio estável, xe1 = (0, 0, 0). Para
ρ > 1, existem três pontos de equiĺıbrio. A
origem, que se torna um ponto de equiĺıbrio
instável, e outros dois pontos localizados em
xe2 = (+

√
β(ρ− 1),+

√
β(ρ− 1), ρ− 1)T e xe3 =

(−
√
β(ρ− 1),−

√
β(ρ− 1), ρ − 1)T , que podem

ser estáveis ou não. Se a condição dada pela equa-
ção (2), de acordo com (Araújo and Singh, 2002),
é satisfeita, xe2 e xe3 são estáveis, caso contrá-
rio são instáveis e o sistema apresenta comporta-
mento caótico.

σ + ρ >
2σ(ρ− 1)

β + σ + 1
(2)

Para a eliminação do comportamento caótico
e regulação do estado no ponto de equiĺıbrio de-
sejado, assim como em (Alvarez-Gallegos, 1994)
e (Zeng and Singh, 1997), a variável de sáıda é
escolhida como

y = x1 (3)

objetivando x1 atingir um determinado valor cons-
tante r e, sob esta condição de acordo com a equa-
ção (1), x1(t) ≡ x2(t) ≡ r, uma vez que ẋ1(t) ≡ 0.

A representação entrada/sáıda pode ser ob-
tida a partir das equações (1) e (3).

y = W (s)[u+ g(x, t)] (4)

onde W (s) é a função de transferência, x =
(x1, x2, x3)T é o vetor de estado, u é a entrada
do sistema e g(x, t) é composto pelos termos não
lineares e a perturbação na entrada.

W (s) =
σ

s2 + (1 + σ)s+ (1− ρ)σ
= σ

Zp(s)

R(s)
(5)

g(x, t) = d(t)− x1x3 (6)

Zp(s) = 1 e σ é o ganho de alta frequência da
função de transferência W (s).

Para a estabilidade do sistema em malha fe-
chada usando leis de controle com estrutura variá-
vel, o grau relativo da sáıda (definido pela ordem
mı́nima da derivada da sáıda que é afetada dire-
tamente pela entrada) e a dinâmica de erro nulo
(dinâmica residual do sistema quando o erro de

sáıda e = r−y é identicamente nulo) são determi-
nantes. Diferenciando y ao longo da equação (1),
obtém-se

ẏ = σ(x2 − x1)

ÿ = −σ2(x2 − x1) + σ(ρx1 − x2 − x1x3

+ u+ d(t)) (7)

O sinal de controle apareceu inicialmente na
equação da derivada segunda da sáıda. Portanto,
o grau relativo (ρ∗) da sáıda y é dois, e a dimensão
da dinâmica de erro nulo é um (n−ρ∗). Para que o
sistema em malha fechada seja estável, a dinâmica
de erro nulo deve ser estável (Isidori, 2013).

Para o sistema de Lorenz, o estado da di-
nâmica de erro nulo, x3, é exponencialmente es-
tável, uma vez que o sinal de controle u força
y ≡ r, um valor constante desejado. Quando isto
ocorre ẋ1(t) ≡ 0 e x2(t) = r. Além disso, para
x1(t) ≡ x2(t) ≡ r, resolvendo a equação diferen-
cial para x3, pode-se obter a trajetória da dinâ-
mica de erro nulo dada por

x3(t) = e−βtx3(0) + (r2/β)[1− e−βt] (8)

3 Controle por Posicionamento de Polos
(PPC)

Nesta seção e na seção 4, considere o termo g(x, t)
nulo. A lei de controle e a a lei de adaptação
serão obtidas para o caso em que a perturbação de
entrada é considerada nula. Considere a função de
transferência em (5), descrita por uma razão entre
dois polinômios, da seguinte maneira

W (s) =
σ

s2 + (1 + σ)s+ (1− ρ)σ
=
Z(s)

R(s)
(9)

e

Z(s)

R(s)
=

bn−1s
n−1 + ...+ b1s+ b0

sn + an − 1sn−1 + ...+ a1s+ a0
(10)

Assim, a função de transferência pode ser des-
crita, em termos dos parâmetros dos polinômios
Z(s) e R(s), por

W (s) =
Z(s)

R(s)
=

b0
s2 + a1s+ a0

(11)

onde b0 = σ, a1 = (1 + σ) e a0 = (1− ρ)σ.
De acordo com a representação entrada/sáıda

em (4), pode-se considerar a seguinte lei de con-
trole por posicionamento de polos:

Qm(s)L(s)u = P (s)(r − y) (12)

ondeQm(s), P (s) e L(s) (L(s) mônico) são polinô-
mios de grau q, q+n−1 e n−1, respectivamente.
O polinômio Qm(s) é o modelo interno de r, ou
seja, r é assumido satisfazer

Qm(s)r = 0 (13)

XIII Simpósio Brasileiro de Automação Inteligente

Porto Alegre – RS, 1o – 4 de Outubro de 2017

706



de modo que como r está sendo considerado cons-
tante, ∀t ≥ 0, tem-se que Qm(s) = s.

Aplicando (12) à equação (4), com W (s) de-
finida pela equação (11), obtém-se a equação da
planta em malha fechada

y =
Z(s)P (s)

Qm(s)L(s)R(s) + P (s)Z(s)
r (14)

cuja equação caracteŕıstica

Qm(s)L(s)R(s) + P (s)Z(s) = 0 (15)

tem ordem 2n + q − 1. Com isso, o objetivo é
escolher P (s) e L(s), tal que

Qm(s)L(s)R(s) + P (s)Z(s) = A∗(s) (16)

seja satisfeita pelo polinômio A∗(s) de grau 2n +
q − 1. Como Qm(s)R(s) e Z(s) são coprimos,
existe uma única solução para P (s) e L(s) que
atende a equação (16).

4 Controle Adaptativo por
Posicionamento de Polos e Estrutura

Variável (VS-APPC)

O VS-APPC é um sistema de controle que prevê
a utilização de leis de adaptação chaveadas, o que
torna o transitório do sistema controlado superior
se comparado ao algoritmo convencional cujas leis
de adaptação são integrais. Aqui será inicialmente
apresentada a planta em um formato alternativo
baseado em seus parâmetros e nos sinais dispońı-
veis para medição. Subsequentemente será avali-
ada a estabilidade do algoritmo, com base na pro-
posição de uma função de Lyapunov e de uma lei
de adaptação chaveada.

A partir de (4), com W (s) definida pela equa-
ção (11), supondo os sinais u e y dispońıveis para
medição e os parâmetros da planta desconhecidos,
pode-se estabelecer uma relação entre a entrada e
a sáıda, dada por

(s2 + a1s+ a0)y(s) = b0u(s) (17)

Então,

s2y(s) = b0u(s)− (a1s+ a0)y(s) (18)

Os parâmetros em (18), podem ser isolados
em um vetor de parâmetros dado por

θ∗ = [b0, a1, a0]T = [θ∗1 , θ
∗
2 , θ
∗
3 ]T (19)

e os sinais de entrada/sáıda e suas derivadas são
alocados em um vetor de sinais dado por

Y (s) = [u(s),−sy(s),−y(s)]T (20)

De forma mais compacta, pode-se reescrever
a planta, em função do vetor de sinais e de suas

derivadas e do vetor de parâmetros, da seguinte
maneira

s2y(s) = θ∗TY (s) (21)

Considerando que se tem dispońıvel apenas
as medições de sáıda e entrada do sistema, e que
o uso de diferenciação não é desejado, os sinais
em Y (s) devem ser evitados. Para tanto, pode-se
filtrar esses sinais, utilizando um filtro estável de
enésima ordem (para este caso, de segunda ordem)

1
Λ(s) , onde

Λ = s2 + λ1s+ λ0 (22)

Assim,

s2y(s)

Λ(s)
=
θ∗TY (s)

Λ(s)
= θ∗T

1

s2

s2Y (s)

Λ(s)
(23)

Definindo s2

Λ(s) = W
′
(s), obtém-se

W
′
(s)y(s) = θ∗T

1

s2
W

′
(s)Y (s) = W

′
(s)

θ∗TY (s)

s2

(24)
Considerando z(s) = W

′
(s)y(s), então

z(s) = W
′
(s)θ∗TΨ(s) (25)

onde

Ψ(s) =
Y (s)

s2
(26)

W
′
(s) não é ERP (estritamente real positiva). En-

tão, uma função L
′
(s) é escolhida de tal modo que

o produto W
′
(s)L

′
(s) seja estritamente real posi-

tivo. Assim,

z(s) = W
′
(s)L′(s)θ∗T

Ψ(s)

L′(s)
= W

′
(s)L′(s)θ∗Tφ(s)

(27)

onde φ(s) = Ψ(s)
L′(s) .

Utilizando as estimativas dos parâmetros θ,
obtém-se então uma estimativa ẑ, dada por

ẑ = W
′
(s)L′(s)θTφ(s) (28)

O erro de estimação e0 é gerado a partir da
diferença entre z e sua estimativa ẑ, denotado por

e0 = z − ẑ (29)

e a normalização do erro de estimação é fornecida
por

ε0 = z − ẑ −W
′
(s)L

′
(s)ε0n

2
s (30)

Esta normalização é de fundamental impor-
tância para o desenvolvimento matemático da
prova de estabilidade do método adaptativo por
leis chaveadas. Assim, ns é um sinal normalizado,
de modo que satisfaça a seguinte condição

φ

m
∈ L∞,m2 = 1 + n2

s (31)

Uma escolha usual para ns que satisfaz a condição
(31) é n2

s = φTPφ, para qualquer matriz P =

XIII Simpósio Brasileiro de Automação Inteligente

Porto Alegre – RS, 1o – 4 de Outubro de 2017

707



PT > 0. Quando φ ∈ L∞, a condição em (31)
é satisfeita, m = 1, portanto ns = 0, e assim,
ε0 = e0.

Definindo θ̃ = θ−θ∗, pode-se obter a partir da
substituição das equações (27) e (28) na equação
(30), a seguinte equação dada por

ε0 = W
′
(s)L

′
(s)(−θ̃Tφ− ε0n

2
s) (32)

Considere a seguinte representação em espaço
de estado de (32), dada por

ė = Ace+ bc(−θ̃Tφ− ε0n
2
s)

ε0 = hTc e
(33)

para a qual Ac, bc e hc são matrizes associadas à
representação em espaço de estado da função de
transferência W

′
(s)L

′
(s) = hTc (sI −Ac)−1bc.

O seguinte lema, apresentado a seguir, é uti-
lizado para as provas de estabilidade.

Lema 1 (Kalman-Yakubovich-Lefschetz)
Dados dois vetores hc e bc, uma matriz assinto-
ticamente estável Ac, tal que o par (Ac, bc) seja
controlável e hTc (sI − Ac)

−1bc estritamente real
positiva, existe P = PT > 0 e Q = QT > 0 que
satisfaz ATc P + PAc = −2Q e Pbc = hc.

Seja a seguinte lei integral de adaptação dada
por

θ̇ = Γε0φ (34)

Teorema 1 Para o sistema dado em (33), cuja
lei de adaptação é fornecida pela equação (34), o
ponto de equiĺıbrio [eT , θ̃T ] = [0, 0] é um ponto de
equiĺıbrio estável.

Prova: Para uma candidata a função de Lyapu-
nov dada por

V (e, θ̃) =
1

2
eTPe+

1

2
θ̃TΓ−1θ̃ > 0, Γ = ΓT > 0

(35)
sua derivada resulta em

V̇ (e, θ̃) = −eTQe− ε2
0n

2
s ≤ 0 (36)

como demonstrado em (Júnior and Araújo, 2005).
Portanto, o ponto de equiĺıbrio [eT , θ̃T ] = [0, 0] é
estável. 2

Considere uma lei de adaptação chaveada
dada por

θi = θ̄isgn(ε0φi), θ̄i > |θ∗i | (37)

Teorema 2 Para o sistema dado em (33), com
a lei de adaptação fornecida pela equação (37), o
ponto de equiĺıbrio e = 0 é um ponto de equiĺıbrio
assintoticamente estável.

Prova: Escolhendo-se uma candidata a função de
Lyapunov dada por

V (e) =
1

2
eTPe (38)

Então,

V̇ (e) =
1

2
(ėTPe+ eTP ė) (39)

V̇ (e) =
1

2
[eTATc + bTc (−θ̃Tφ− ε0n

2
s)]Pe

+
1

2
eTP [Ace+ bc(−θ̃Tφ− ε0n

2
s)] (40)

V̇ (e) =
1

2
[eT (ATc P + PAc)e]

+
1

2
[2ε0(−θ̃Tφ− ε0n

2
s)] (41)

V̇ (e) = −eTQe− ε2
0n

2
s − ε0θ̃

Tφ (42)

V̇ (e) = −eTQe− ε2
0n

2
s − ε0(θ − θ∗)Tφ (43)

V̇ (e) = −eTQe− ε2
0n

2
s −

n+1∑
i=1

[θ̄isgn(ε0φi)− θ∗i ]ε0φi

(44)

V̇ (e) = −eTQe− ε2
0n

2
s −

n+1∑
i=1

(θ̄i|ε0φi| − θ∗i ε0φi)

(45)

Desde que θ̄i > |θ∗i |, tem-se que

V̇ (e) ≤ −eTQe− ε2
0n

2
s < 0 (46)

como demonstrado em (Júnior and Araújo, 2005).
Portanto, o ponto de equiĺıbrio e = 0 é assintoti-
camente estável. 2

5 Cálculo dos parâmetros do controlador

De acordo com a equação (16), dados que A∗(s) =
(s+10)4 (dinâmica desejada), R(s) = s2+a1s+a0,
Z(s) = b0 e Qm(s) = s, resta determinar L(s) =
s+ l0 e P (s) = p2s

2 + p1s+ p0, cujos coeficientes
dependem dos parâmetros da planta. Assim,

s(s+l0)(s2+a1s+a0)+(p2s
2+p1s+p0)b0 = (s+10)4

(47)
De acordo com o prinćıpio da equivalência à

certeza, quando os parâmetros da planta são co-
nhecidos com incertezas, deve-se utilizar a mesma
lei de controle. Assim, os polinômios P (s) e L(s)
devem ser calculados a partir das estimativas dos
parâmetros da planta. Desse modo, a solução da
equação (47) é dada por

l̂0 = 40− â1

p̂2 = 600−â0−â1 l̂0
b̂0

p̂1 = 4000−â0 l̂0
b̂0

p̂0 = 10000
b̂0

(48)

onde b̂0, â1 e â0 são utilizadas em substituição aos
parâmetros b0, a1 e a0.
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Os parâmetros do controlador podem ser fun-
ções de uma ou mais estimativas dos parâmetros
da planta simultaneamente, podendo assim virem
a possuir sinal indefinido. Assim, se faz necessário
introduzir um valor nominal para cada parâmetro,
afim de manter o valor do parâmetro com sinal
definido. Desse modo a lei de adaptação pode ser
reescrita da seguinte maneira

θi = θ̄isgn(ε0φi) + θi,nom (49)

onde |θ∗i − θi,nom| < θ̄i < |θi,nom|, sendo θi,nom o
valor nominal associado a cada parâmetro θ∗i .

6 Simulações e Resultados

Foi utilizado o método de Euler com passo de inte-
gração de h = 10−4s. A condição inicial do vetor
de estado é dada por x(0) = (0.1, 0.1, 0.1)T e os
parâmetros do sistema de Lorenz foram escolhidos
como σ = 10, ρ = 25.47 e β = 8

3 . As simulações
foram realizadas no software Matlab.

6.1 Sistema de Lorenz

Sob as condições especificadas, a violação da res-
trição imposta pela equação (2) leva o sistema a
apresentar o comportamento caótico. Nas Figuras
1 e 2 estão apresentadas as trajetórias caóticas das
variáveis de estado no plano de fase.

Figura 1: Plano x1 − x2.

Figura 2: Plano x2 − x3.

6.2 Sistema Controlado

Nesta simulação, r(t) = 2, ∀ t ≥ 0. O vetor
contendo os valores nominais é dado por θnom =
[12, 13.2,−245.4]T e o vetor θ̄ = [2.1, 2.3, 2.1]T .

De acordo com a Figura 3 é verificada a con-
vergência da sáıda da planta y, em vermelho, para
o sinal de referência r, em azul. O sinal de con-
trole, na Figura 4, é chaveado devido à natureza
de suas leis de adaptação.

Figura 3: Sáıda.

Figura 4: Sinal de Controle.

As variáveis de estado x1, x2 e x3 têm suas
trajetórias convergindo para o ponto localizado
em xe = (2, 2, 1.5), de acordo com as Figuras 5
e 6.

Figura 5: Plano x1 − x2.
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Figura 6: Plano x2 − x3.

Na Figura 7 pode ser verificado o processo de
estimação, uma vez que a estimativa ẑ, em azul,
converge para a trajetória da sáıda filtrada z, em
vermelho. O distúrbio na entrada da planta pode
ser visualizado a partir da Figura 8.

Figura 7: z versus ẑ.

Figura 8: Termo não linear.

7 Conclusões

O VS-APPC demonstrou bom desempenho tran-
sitório, uma vez que a estimativa ẑ convergiu ra-
pidamente para a trajetória especificada pelo si-
nal filtrado da sáıda z. Foi verificada a robustez
na presença de incertezas paramétricas e de um
distúrbio composto por d(t) e x1x3. Assim, a su-
pressão do fenômeno caótico no sistema de Lorenz,
bem como a regulação do vetor de estado no ponto

de operação especificado em projeto foram realiza-
das concorrentemente com o processo de estima-
ção paramétrica, obtendo resultados satisfatórios
e condizentes com a literatura. O sistema apre-
senta robustez à presença de perturbações, como
observado via simulações. A demonstração mate-
mática da robustez a distúrbios, que à priori não
são uniformemente limitados, será objeto de futu-
ros trabalhos.
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