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Abstract— Based on the variable structure adaptive pole placement control (VS-APPC) theory, a control
system is proposed to control the chaos phenomenon in Lorenz system using only the measured output variable.
The parameters of system are considered unknown and is considered the disturbance presence in input’s system.
It is shown that in closed-loop system, the output tracks the reference trajectory and the state vector converges
to the equilibrium state, presenting good transient behavior and robustness to the parametrics uncertainties as
also in presence of disturbance in input’s plant.

Keywords— Adaptive and learning systems, adaptive pole placement control, variable structure systems,
Lorenz system.

Resumo— Baseado na teoria de controle adaptativo por posicionamento de polos e estrutura varidvel (VS-
APPC), um sistema de controle é proposto para controlar o fenémeno do caos no sistema de Lorenz utilizando
apenas a medigao da varidvel de saida. Os parametros do sistema sdo considerados desconhecidos e é considerada
a presenga de disturbio na entrada do sistema. E demonstrado que no sistema em malha fechada a varidvel de
saida segue a trajetéria de referéncia e o vetor de estado converge para o estado de equilibrio, apresentando um
bom comportamento transitério e robustez a incertezas paramétricas, como também, na presenca de distirbios

na entrada da planta.

Palavras-chave— Sistemas adaptativos e de aprendizagem, controle adaptativo por posicionamento de polos,

sistemas com estrutura varidvel, sistema de Lorenz.

1 Introducao

Sistemas cadticos sdo caracterizados por sua na-
tureza imprevisivel e alta sensibilidade a varia-
¢ao de suas condigoes iniciais, apresentando assim
um comportamento dindmico aleatdrio. O sistema
de Lorenz, descrito de forma simplificada por um
conjunto de trés equacoes diferenciais ordindrias,
as quais dependem de trés parametros reais e posi-
tivos, é um clédssico exemplo deste tipo de sistema.
As equagoes de Lorenz sdo derivadas do modelo
para convecgao de fluido que tenta descrever al-
gumas caracteristicas da dinamica atmosférica.

Intimeras técnicas tém sido desenvolvidas
no intuito de controlar sistemas cadticos, como
em (Araijo and Singh, 2002), no qual é proposto
um controlador adaptativo por modelo de referén-
cia e estrutura variavel (VS-MRAC), o qual utiliza
leis de adaptagao chaveadas.

Uma estratégia de controle, para o caso em
que os parametros do sistema sao conhecidos, na
qual ha apenas alocagao de polos, nao envolvendo
cancelamento nem de polos nem de zeros, aplica-
vel tanto a plantas de fase minima como nao mi-
nima, lineares e invariantes no tempo, é denomi-
nada controle por posicionamento de polos (PPC).
A combinagao da lei de controle do PPC com um
estimador de parametros, cujas leis de adapta-
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¢ao paramétricas sao integrais, gera a estratégia
conhecida por controle adaptativo por posiciona-
mento de polos (APPC). Esta técnica foi desenvol-
vida baseada nos esquemas de controle adaptativo
indireto, onde os parametros do controlador sao
calculados com base nas estimativas dos parame-
tros da planta.

A contribuicdo deste artigo reside no projeto
de um sistema de controle para o fenomeno do caos
no sistema de Lorenz baseado na teoria do con-
trole adaptativo por posicionamento de polos e es-
trutura varidvel (VS-APPC) (Juinior et al., 2017).
Aqui, a abordagem utiliza leis de adaptagao chave-
adas em associacao com a lei de controle fornecida
pelo PPC, substituindo os valores reais por suas
estimativas.

2 Sistema de Lorenz

O sistema de Lorenz, assim como em (Araijo and
Singh, 2002), é descrito por

.1:1 = (7(.%‘2 — 1‘1)
Zo = pr1 — T9 — T123 + u + d(t) (1)

—Bx3 + z170

3

onde o, p e 8 sao parametros reais positivos que re-
presentam, respectivamente, o niimero de Prandtl,
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o ndmero de Rayleigh (que é proporcional a dife-
renga de temperatura das superficies superior e
inferior), e um fator geométrico. As varidveis de
estado x1, x5 e x3 representam medidas da veloci-
dade do fluido e distribuicao espacial de tempera-
tura na camada do fluido sob acao da gravidade.
O sinal d(t) (um sinal de natureza aleatéria com
amplitude variando entre 0 e 1) é o distirbio de
entrada e u é o sinal de controle. Os parametros
(o, p e B) sdo considerados desconhecidos.

O sistema de Lorenz, em malha aberta, pode
exibir comportamentos dinamicos distintos, de
acordo com o valor do parametro p. Para
0 < p < 1, a origem do sistema é um ponto
de equilibrio estavel, w., (0,0,0). Para
p > 1, existem trés pontos de equilibrio. A
origem, que se torna um ponto de equilibrio
instavel, e outros dois pontos localizados em
e, = (+V/Blp—1),+VBlp—1),p —1)7 e ze,
(—v/B(p = 1), =/B(p=1),p = 1), que podem
ser estaveis ou nao. Se a condi¢ao dada pela equa-
¢do (2), de acordo com (Aratjo and Singh, 2002),
¢é satisfeita, x., € x., s@o estaveis, caso contra-
rio sdo instaveis e o sistema apresenta comporta-
mento caotico.

20(p—1)

>
B+o+1

o+p (2)

Para a eliminacao do comportamento cadtico
e regulacao do estado no ponto de equilibrio de-
sejado, assim como em (Alvarez-Gallegos, 1994)
e (Zeng and Singh, 1997), a varidvel de saida é
escolhida como

3)

objetivando x; atingir um determinado valor cons-
tante r e, sob esta condicao de acordo com a equa-
gao (1), z1(t) = x2(t) = r, uma vez que z1(t) = 0.

A representagao entrada/saida pode ser ob-
tida a partir das equagoes (1) e (3).

y=1o

W(s)[u+ g(z,1)] (4)

Y

onde W(s) é a fungdo de transferéncia, x
(x1,72,23)T é o vetor de estado, u é a entrada
do sistema e g(x,t) é composto pelos termos nao
lineares e a perturbagao na entrada.

o
2+ (1+0o)s+(1—p)o

W(s) =

g(x,t) = d(t) — z123

(6)

Zy(s) = 1 e o é o ganho de alta frequéncia da
funcao de transferéncia W(s).

Para a estabilidade do sistema em malha fe-
chada usando leis de controle com estrutura varia-
vel, o grau relativo da saida (definido pela ordem
minima da derivada da saida que é afetada dire-
tamente pela entrada) e a dinamica de erro nulo
(dindmica residual do sistema quando o erro de
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saida e = r —y é identicamente nulo) sdo determi-
nantes. Diferenciando y ao longo da equagao (1),
obtém-se

y = 0'(1’2 — iL’l)
= —02(332 — 1)+ o(pr1 — 22 — T123
+u+d(t)) (7)

O sinal de controle apareceu inicialmente na
equacao da derivada segunda da saida. Portanto,
o grau relativo (p*) da saida y é dois, e a dimenséo
da dindmica de erro nulo é um (n—px). Para que o
sistema em malha fechada seja estavel, a dindmica
de erro nulo deve ser estavel (Isidori, 2013).

Para o sistema de Lorenz, o estado da di-
namica de erro nulo, x3, é exponencialmente es-
tavel, uma vez que o sinal de controle u forca
y = r, um valor constante desejado. Quando isto
ocorre 1(t) = 0 e x2(t) = r. Além disso, para
21(t) = x2(t) = r, resolvendo a equagao diferen-
cial para x3, pode-se obter a trajetéria da dina-
mica de erro nulo dada por

w3(t) = e Pas(0) + (PP /B)L —e ] (8)

3 Controle por Posicionamento de Polos
(PPC)

Nesta secdo e na secio 4, considere o termo g(z, )
nulo. A lei de controle e a a lei de adaptagao
serao obtidas para o caso em que a perturbacao de
entrada é considerada nula. Considere a funcao de
transferéncia em (5), descrita por uma razao entre
dois polinémios, da seguinte maneira

B o ~Z(s)
W(s) = 24+ (140)s+(1—p)oc  R(s) ©)
e
Z(S) . bn_lsn_l+...+b13+b0 (10)
R(s) s"+ap, —1s" 1+ ... +a1s+ ag

Assim, a funcao de transferéncia pode ser des-
crita, em termos dos parametros dos polinomios
Z(s) e R(s), por

11
s2 +ays+ap (1)
onde by =0,a; =(14+0) eap=(1-p)o.

De acordo com a representagao entrada/saida
em (4), pode-se considerar a seguinte lei de con-
trole por posicionamento de polos:

Qm(s)L(s)u = P(s)(r —y) (12)

onde @, (s), P(s) e L(s) (L(s) mdnico) sao polind-
mios de grau q, g+n—1 e n— 1, respectivamente.
O polinémio @Q,,(s) é o modelo interno de r, ou
seja, r é assumido satisfazer
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de modo que como r estd sendo considerado cons-
tante, Vt > 0, tem-se que @, (s) = s.

Aplicando (12) & equagédo (4), com W (s) de-
finida pela equagao (11), obtém-se a equagao da
planta em malha fechada

_ Z(5)P(s) )
V= GnEDRG) + P02 MY

cuja equagao caracteristica
Qm(s)L(s)R(s) + P(s)Z(s) =0 (15

tem ordem 2n + ¢ — 1. Com isso, o objetivo é
escolher P(s) e L(s), tal que

Qm(s)L(s)R(s) + P(s)Z(s) = A*(s)  (16)
seja satisfeita pelo polindmio A*(s) de grau 2n +
qg— 1. Como @Qm(s)R(s) e Z(s) sdo coprimos,
existe uma unica solugdo para P(s) e L(s) que
atende a equacao (16).

4 Controle Adaptativo por
Posicionamento de Polos e Estrutura
Varidvel (VS-APPC)

O VS-APPC é um sistema de controle que prevé
a utilizagao de leis de adaptacao chaveadas, o que
torna o transitério do sistema controlado superior
se comparado ao algoritmo convencional cujas leis
de adaptagao sdo integrais. Aqui serd inicialmente
apresentada a planta em um formato alternativo
baseado em seus parametros e nos sinais disponi-
veis para medigao. Subsequentemente serd avali-
ada a estabilidade do algoritmo, com base na pro-
posigao de uma funcao de Lyapunov e de uma lei
de adaptacgao chaveada.

A partir de (4), com W (s) definida pela equa-
¢ao (11), supondo os sinais u e y disponiveis para
medigao e os parametros da planta desconhecidos,
pode-se estabelecer uma relagao entre a entrada e
a saida, dada por

(52 4+ ays + ag)y(s) = bou(s) (17)

Entao,

s%y(s) = bou(s) — (a1s +ao)y(s) ~ (18)

Os parametros em (18), podem ser isolados
em um vetor de parametros dado por
0" = [bo, a1, a0)” = [61,65,635]"  (19)

e os sinais de entrada/saida e suas derivadas sao
alocados em um vetor de sinais dado por

[u(s), =sy(s), —y(s)]"

De forma mais compacta, pode-se reescrever
a planta, em funcao do vetor de sinais e de suas

Y(s) (20)
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derivadas e do vetor de parametros, da seguinte

maneira
2y(s) = 07 (s) (21)

Considerando que se tem disponivel apenas
as medicoes de saida e entrada do sistema, e que
o uso de diferenciacao nao é desejado, os sinais
em Y (s) devem ser evitados. Para tanto, pode-se
filtrar esses sinais, utilizando um filtro estavel de
enésima ordem (para este caso, de segunda ordem)

A(ls), onde
A252+/\18—|—/\0 (22)
Assim,
s*y(s)  0*TY(s) .01 s*Y(s)
A(s) — A(s) - A(s) (23)
Definindo ﬁz) = W'(s), obtém-se
’ « 1 ’ / Q*TY S
W () = 07 W ()7 () = W ()5
(24)
Considerando z(s) = W' (s)y(s), entdo
2(s) = W (s)0*TW(s) (25)
onde ¥(s)
s
U(s) = 2 (26)

W' (s) néo é ERP (estritamente real positiva). En-
ta0, uma funcio L' (s) é escolhida de tal modo que
o produto W' (s)L'(s) seja estritamente real posi-
tivo. Assim,

2(s) = W' (s)L' ()" ;I’((SS)) = W ()L (5)0*T ¢(s)
(27)
onde ¢(s) = g,((i))

Utilizando as estimativas dos parametros 6,

obtém-se entao uma estimativa 2, dada por

5= W (s)L/(5)67 6(s) (28)

O erro de estimagao eg é gerado a partir da

diferenca entre z e sua estimativa 2, denotado por

e =z2—2% (29)

e a normalizacao do erro de estimacao é fornecida
por

co=2—4—W (s)L (s)egn? (30)

Esta normalizacao é de fundamental impor-
tancia para o desenvolvimento matemaético da
prova de estabilidade do método adaptativo por
leis chaveadas. Assim, ns é um sinal normalizado,
de modo que satisfaga a seguinte condigao

¢

= € Lo, m? =14 n?

(31)

Uma escolha usual para ns que satisfaz a condi¢ao
(31) é n?2 = ¢T P¢, para qualquer matriz P =



PT > 0. Quando ¢ € Lo, a condicio em (31)
é satisfeita, m = 1, portanto ny = 0, e assim,
o = €.

Definindo # = 0—6*, pode-se obter a partir da
substituicao das equagodes (27) e (28) na equagao
(30), a seguinte equagao dada por

g0 =W (s)L'(s)(—07¢ —eon?)  (32)

Considere a seguinte representacao em espago

de estado de (32), dada por

6= Age+ b (—0T ¢ — egn?) (33)
Ep = hfe
para a qual A., b. e h. sao matrizes associadas a
representacao em espago de estado da fungao de
transferéncia W' (s)L'(s) = hT (s — A.) " 'b..
O seguinte lema, apresentado a seguir, é uti-
lizado para as provas de estabilidade.

Lema 1 (Kalman-Yakubovich-Lefschetz)
Dados dois vetores h. e b., uma matriz assinto-
ticamente estdvel A, tal que o par (A.,b.) seja
controldvel e hT(sI — A.)"1b. estritamente real
positiva, existe P = PT >0 e @ = QT > 0 que
satisfaz ALY P + PA. = —2Q e Pb, = h..

Seja a seguinte lei integral de adaptacao dada
por

0 =Teop (34)

Teorema 1 Para o sistema dado em (33), cuja
lei de adaptagdo € fornecida pela equagao (34), o
ponto de equilibrio [eT,07] = [0,0] é um ponto de
equilibrio estdvel.

Prova: Para uma candidata a funcao de Lyapu-
nov dada por

| 1~ -
V(e,0) = 5eTPe + §9TP‘19 >0, T=T7">0

(35)

sua derivada resulta em
Vie,0) = —eTQe —e2n? <0 (36)
como demonstrado em (Jinior and Aratdjo, 2005).
Portanto, o ponto de equilibrio [e?, 7] = [0,0] é
estavel. O

Considere uma lei de adaptacao chaveada
dada por

Teorema 2 Para o sistema dado em (33), com
a lei de adaptagdo fornecida pela equagio (37), o
ponto de equilibrio e = 0 é um ponto de equilibrio
assintoticamente estdvel.
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Prova: Escolhendo-se uma candidata a funcao de
Lyapunov dada por

1
V(e) = 5eTPe (38)
Entao,
. 1
V(e) = 5(é7 Pe + €T Pe) (39)
Vie) = %[eTAz + 0T (=07 ¢ — egn?)| Pe
1 .
+ 5eTP[ACe + be(—0" ¢ — ggn?)] (40)
. 1
V(e) = §[eT(ACTP + PA,)e]
1 .
+ 5[250(—9T¢ —gon?)] (41)
Vie) = —eTQe —e2n? — g0 ¢ (42)
V(e) = —e"Qe—cfni —=o(0 - 07)"¢ (43)
n+1
V(e) = —eTQe — ein? — Z[@isgn(ao@») — 0¥
i=1
(44)
. n+1
V(e) = —e" Qe —efn: — Z(§i|50¢i| —0;c09:)
i=1
(45)
Desde que 6; > |07], tem-se que
Vie) < —eT'Qe —e2n? <0 (46)

como demonstrado em (Junior and Aratjo, 2005).
Portanto, o ponto de equilibrio e = 0 é assintoti-
camente estavel. |

5 Calculo dos parametros do controlador

De acordo com a equagao (16), dados que A*(s)
(s4+10)* (dinaAmica desejada), R(s) = s®+ays+ao,
Z(s) = by e Qm(s) = s, resta determinar L(s) =
s+1p e P(s) = pas? + p1s + po, cujos coeficientes
dependem dos parametros da planta. Assim,

s(s+1p) (s> +ays+ag)+(pas®+p15+po)bo = (s+10)*
(47)
De acordo com o principio da equivaléncia a
certeza, quando os parametros da planta sao co-
nhecidos com incertezas, deve-se utilizar a mesma
lei de controle. Assim, os polinémios P(s) e L(s)
devem ser calculados a partir das estimativas dos
parametros da planta. Desse modo, a solugao da
equagcdo (47) é dada por

lo =40 — a;
- 600—ao—aql;
Po = 0230 aito

4000 ol (48)
A —aoplo
A
~ 10000
Po= 3=

0

onde by, a1 e ag sao utilizadas em substituicao aos
parametros by, a; e ag.
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Os parametros do controlador podem ser fun-
¢oes de uma ou mais estimativas dos parametros
da planta simultaneamente, podendo assim virem
a possuir sinal indefinido. Assim, se faz necessério
introduzir um valor nominal para cada parametro,
afim de manter o valor do parametro com sinal
definido. Desse modo a lei de adaptagao pode ser
reescrita da seguinte maneira
0; = 0;sgn(eodi) + i nom (49)
onde [0 — 6; nom| < 0; < 10i nom|, sendo 6; nom 0
valor nominal associado a cada pardmetro 6.

6 Simulacoes e Resultados

Foi utilizado o método de Euler com passo de inte-
gracdo de h = 10™*s. A condicdo inicial do vetor
de estado ¢ dada por z(0) = (0.1,0.1,0.1)T e os
parametros do sistema de Lorenz foram escolhidos
como o = 10, p = 2547 e B = %. As simulagoes
foram realizadas no software Matlab.

6.1 Sistema de Lorenz

Sob as condigoes especificadas, a violagdo da res-
trigdo imposta pela equacao (2) leva o sistema a
apresentar o comportamento cadtico. Nas Figuras
1 e 2 estao apresentadas as trajetérias cadticas das
variaveis de estado no plano de fase.

20

X3

30

Figura 2: Plano zo — 3.
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6.2 Sistema Controlado

Nesta simulacgo, r(t) = 2, ¥Vt > 0. O vetor
contendo os valores nominais é dado por 6,0, =
[12,13.2,-245.4]T e o vetor 0 = [2.1,2.3,2.1]T.

De acordo com a Figura 3 é verificada a con-
vergéncia da saida da planta y, em vermelho, para
o sinal de referéncia r, em azul. O sinal de con-
trole, na Figura 4, é chaveado devido a natureza
de suas leis de adaptagao.

Saida Real
Referéncia

s . 4

Amplitude

1.5 2
ts)

Figura 3: Saida.

Sinal de Controle

50 . J

Amplitude

i i
05 1 1.5 2

Figura 4: Sinal de Controle.

As varidveis de estado 1, x2 e x3 tém suas
trajetérias convergindo para o ponto localizado
em z. = (2,2,1.5), de acordo com as Figuras 5
e 6.

x2
®

Figura 5: Plano xy — xs.
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Figura 6: Plano x3 — z3.

Na Figura 7 pode ser verificado o processo de
estimagao, uma vez que a estimativa Z, em azul,
converge para a trajetoria da saida filtrada z, em
vermelho. O distirbio na entrada da planta pode
ser visualizado a partir da Figura 8.

Amplitude

25 3

Figura 7: z versus Z.

! gl = d(b) - x1x3

Amplitude

25 3

Figura 8: Termo nao linear.

7 Conclusoes

O VS-APPC demonstrou bom desempenho tran-
sitério, uma vez que a estimativa Z convergiu ra-
pidamente para a trajetéria especificada pelo si-
nal filtrado da saida z. Foi verificada a robustez
na presenca de incertezas paramétricas e de um
disturbio composto por d(t) e xj23. Assim, a su-
pressao do fenémeno cadtico no sistema de Lorenz,
bem como a regulagao do vetor de estado no ponto
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de operacao especificado em projeto foram realiza-
das concorrentemente com o processo de estima-
¢ao paramétrica, obtendo resultados satisfatorios
e condizentes com a literatura. O sistema apre-
senta robustez a presenca de perturbagoes, como
observado via simulacdes. A demonstracdo mate-
matica da robustez a disturbios, que a priori nao
sao uniformemente limitados, sera objeto de futu-
ros trabalhos.
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