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Abstract— This paper proposes a strategy to Leader-Follower formation control based on NMPC using visual
information. The visual path following problem is solved in the image plane for the leader robot, which sends its
pose to the followers who calculate your relative separation and bearing, responsible for maintaining the forma-
tion’s spacing pattern. With the proposed strategy is possible to increase the range of applications through the
use of arbitrary visual paths in conjunction with already consolidated benefits of the Leader-Follower approach.
Due to the extension of the proposal, the approach is divided into two papers, in the first one are solved the prob-
lem for fixed formations through the basic NMPC algorithm. In this second step, are also proposed techniques
to feasibility and stability guarantee that solves the problem for time-varying formations.

Keywords— Multi-robot systems, Formation control, Robot control, Predictive control.

Resumo— Este artigo propõe uma estratégia para o controle de formação Ĺıder-Seguidor baseado em NMPC
utilizando informações visuais. O problema de seguimento de caminhos visuais é solucionado no plano da imagem
para o robô ĺıder, que envia sua postura para os seguidores calcularem suas separações e orientações relativas,
responsáveis pela manutenção de um padrão de espaçamento para a formação. Com a estratégia proposta é
posśıvel aumentar a gama de aplicações através da utilização de caminhos visuais arbitrários em conjunção
com benef́ıcios já consolidados da abordagem Ĺıder-Seguidor. Decorrente da grande extensão da proposta, a
abordagem é dividida em dois artigos, sendo na primeira etapa resolvido o problema para formações fixas através
do algoritmo NMPC básico. Nesta segunda etapa, são adicionalmente propostas técnicas para garantia de
factibilidade e estabilidade que resolve o problema para formações variantes no tempo.

Palavras-chave— Sistemas multi-robôs, Controle de formação, Controle de Robôs, Controle preditivo.

1 Introdução

Atualmente, muitas soluções dos problemas de
controle de formação baseia-se na utilização de
Controle preditivo baseado em modelo (MPC)
(Zhao and Go, 2014; Lee and Myung, 2015; El-
Ferik et al., 2016). A despeito dos muitos benef́ı-
cios obtidos com a utilização desta técnica, facti-
bilidade e estabilidade são caracteŕısticas que ne-
cessitam de análises criteriosas e garantias devem
ser fornecidas para a corretude das metodologias.

Para o MPC linear, várias abordagens para
garantia de factibilidade estão dispońıveis, por
exemplo, (Rawlings and Muske, 1993) que sugere
remover as restrições durante um peŕıodo inicial e
considerá-las em um momento posterior. (Zafiriou
and Chiou, 1993) propõe uma metodologia para
calcular uma quantidade apropriada de relaxa-
mento das restrições que tornam o problema de
otimização fact́ıvel. Seguindo a ideia de relaxa-
mento das restrições, cita-se ainda (Alvarez and
de Prada, 1997) que aplica relaxamento das res-

trições tanto nos estados quanto nas entradas do
sistema.

Em (Scokaert, 1994) são propostas várias es-
tratégias para resolver o problemas de infactibili-
dade, dentre as quais, destaca-se uma baseada na
classificação das restrições em ńıveis de prioridade
satisfazendo apenas os ńıveis mais altos, relaxando
os ńıveis mais baixos. Já em (Vada et al., 2001)
segue-se a mesma ideia, porém, um problema de
programação linear é resolvido em paralelo com o
problema MPC para a determinação de uma mé-
trica de relaxamento.

Uma vez que a factibilidade esteja garantida,
subotimalidade proposta por (Scokaert and Ra-
wlings, 1999) pode ser utilizada como estratégia
para garantia de estabilidade. Outra abordagem
para garantia de estabilidade denomina-se por res-
trições brandas (de Oliveira and Biegler, 1994),
onde existe uma penalização expĺıcita na função
objetivo à violações previamente admisśıveis nas
restrições do problema.
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Além destas abordagens, uma das mais bem
difundidas, baseia-se na adição de um termo de
penalidade terminal à função objetivo e uma re-
gião terminal para as restrições (Mayne et al.,
2000).

Formalizado o problema de controle de forma-
ção Ĺıder-Seguidor, utilizando informações visu-
ais, através do Controle Preditivo baseado em Mo-
delo Não Linear (NMPC ), nesta segunda parte,
serão adicionalmente propostas técnicas para ga-
rantia de factibilidade e estabilidade que per-
mitem o tratamento de formações variantes no
tempo, fundamentais em diversas aplicações prá-
ticas.

Este artigo está organizado como segue: A
Seção 2 apresenta o problema da factibilidade e
sua garantia. Garantia de estabilidade é o tópico
de interesse da Seção 3. Na Seção 4, resultados
experimentais são apresentados e discutidos. As
considerações finais são fornecidas na Seção 5.

2 Controlador NMPC com garantia de
Factibilidade

Para o desenvolvimento aqui realizado, retoma-
se o modelo cinemático de evolução dos erros de
estado do problema Ĺıder-Seguidor, obtido na pri-
meira parte 1, conforme expressões a seguir:

ėl = u1j − djωj sen γij ;

(1)

ėψ =
1

lij
(vj sen γij − djωj cos γij − vi senψij) + wi;

(2)

ėθ = u2j .
(3)

sendo:

u1j = vi cosψij − vj cos γij ; (4)

u2j = ωi − ωj . (5)

Seja o algoritmo NMPC básico:

min
u(.)

∫ t+Tp

t

F (xe(τ),ue(τ))dτ, (6)

sujeito a: ẋe(τ) = f(xe(τ),ue(τ)) (7)

ue ∈ U ∀ τ ∈ [t, t+ Tc] (8)

xe ∈ X ∀ τ ∈ [t, t+ Tp] (9)

1Ver parte I - CONTROLE DE FORMAÇÃO LÍDER-
SEGUIDOR BASEADO EM NMPC UTILIZANDO IN-
FORMAÇÕES VISUAIS - FORMALIZAÇÃO DO PRO-
BLEMA.

com:

F (xe(τ),ue(τ)) = xe
TQxe + ue

TRue, (10)

sendo:
Tc: Horizonte de controle;
Tp: Horizonte de predição; com Tc ≤ Tp;
Q, R: Matrizes positivas definidas que ponderam
os desvios dos valores desejados.

Tal algoritmo pode ser melhor analisado no
contexto das aplicações, objetivando-se explicitar
os requisitos de factibilidade, caracteŕıstica ine-
rente a qualquer abordagem para garantia de es-
tabilidade de controladores NMPC. Fundamental-
mente, os conjuntos U e X devem ser bem carac-
terizados a fim de definir valores limitantes para
as entradas e para os estados no processo de oti-
mização.

O problema de otimização será fact́ıvel na ini-
cialização se, para um dado estado inicial x0, o
conjunto de entradas admisśıveis U(x0) não é va-
zio. Existirá factibilidade ao longo do horizonte
de controle quando as seguintes condições são sa-
tisfeitas para todo tk = 0, 1, ..., Tc − 1:

u(tk) ∈ U(xu(tk,x0)); (11)

xu(tk+1,x0) ∈ X , (12)

sendo:
u(tk) a sequência de controle atual;
xu(tk,x0) a solução de (7) no instante tk.

Desde que somente problemas de controle
ótimo fact́ıveis possuem soluções admisśıveis, os
pontos x0 ∈ X , satisfazendo U(x0) 6= ∅ a cada
instante, são exatamente os pontos para os quais
a lei de controle impĺıcita em malha fechada µTp

é bem definida.
Para formalizar a análise de factibilidade

(Grüne and Pannek, 2011, Caṕıtulo 8) fornece a
seguinte definição:

Definição 1 Seja um conjunto de restrições de
estado X e um horizonte de predição Tp ∈ N, para
o algoritmo NMPC descrito por (6) até (10) tem-
se:

(i) Um ponto x ∈ X é chamado de fact́ıvel para
X e Tp se U(x0) 6= ∅

(ii) O conjunto fact́ıvel para X e Tp é definido
como:

FN := {x ∈ X |x é fact́ıvel para X e Tp}.
(13)

O conjunto F∞ é também chamado de núcleo
de viabilidade.

(iii) Um conjunto A ⊆ X é chamado de recursi-
vamente fact́ıvel para o horizonte de predição
Tp ∈ N se A ⊆ FN e é positivamente inva-
riante à lei de controle NMPC impĺıcita µTp

,
isto é, f(x, µTp

(x)) ∈ A é válida para todo
x ∈ A.

XIII Simpósio Brasileiro de Automação Inteligente

Porto Alegre – RS, 1o – 4 de Outubro de 2017

786



A propriedade da factibilidade recursiva da
definição (iii) garante que, para qualquer valor ini-
cial x ∈ A, o NMPC em malha fechada irá gerar
soluções admisśıveis para rodos os instantes futu-
ros. Formalmente, o seguinte lema define a facti-
bilidade recursiva:

Lema 1 Seja A ⊆ X recursivamente fact́ıvel
para o problema NMPC descrito anteriormente
com horizonte de predição Tp ∈ N. Então para
cada x ∈ A a solução impĺıcita em malha fe-
chada xµTp

(tk, x) é bem definida para todo n ∈
N0 e satisfaz xµN

(tk, x) ∈ A e assim também
xµTp

(tk, x) ∈ X para todo n ∈ N0.

A prova deste lema é obtida por indução di-
reta usando xµTp

(tk, x) e algum A positivamente
invariante a µTp

, isto é, se f(x, µTp
) ∈ A é válido

para todo x ∈ A.

Ainda em (Grüne and Pannek, 2011, Caṕıtulo
8) são propostas duas abordagens para garantia
de factibilidade sem qualquer alteração na função
objetivo ou restrições. A primeira utiliza proprie-
dades da interação entre f e X e é independente de
qualquer propriedade de estabilidade, neste caso,
determina-se o horizonte de predição mı́nimo para
a manutenção da factibilidade para determinados
valores limitantes de U . A segunda abordagem
utiliza a estabilidade assintótica em malha fechada
para garantir a factibilidade de subconjuntos no
espaço de estados.

Todas estas proposições objetivam manipular
os conjuntos das restrições para a garantia de fac-
tibilidade recursiva, sendo necessária uma análise
da possibilidade de aplicação ao NMPC não li-
near distribúıdo. Porém, no âmbito deste artigo,
opta-se por uma solução que seja mais simples e
eficiente do ponto de vista computacional. Mais
especificamente, sabe-se que definição dos limites
de U e X baseados em elementos f́ısicos intŕınse-
cos aos sistemas robóticos, a factibilidade inicial
e recursiva irá ser limitada a pequenas regiões de
atração, o que permite a aplicação do algoritmo
NMPC básico somente para a resolução de pro-
blemas muito bem caracterizados e sem variância
temporal de parâmetros.

Deste modo, utiliza-se a abordagem proposta
em (Ribeiro et al., 2016) para o relaxamento das
restrições, sendo a aplicação, neste caso, o con-
trole de formação Ĺıder-Seguidor. Simplificada-
mente, desde que as entradas de controle definidas
em (4) e (5) existem apenas no domı́nio matemá-
tico, é posśıvel remover qualquer sentido f́ısico na
definição dos limitantes de U , isto é, valores eleva-
dos são definidos com posterior redução a valores
admisśıveis na plataforma experimental.

Os valores limitantes para as restrições dos er-
ros de estado (limitantes de X ) são definidos como
segue:

xbound = xmax + xtol; (14)

xbound ∈ X , (15)

sendo xmax um vetor dos erros máximos de cada
estado ao longo do horizonte de predição e xtol
um vetor constante das tolerâncias, baseadas nos
critérios f́ısicos de cada estado.

3 Controlador NMPC com garantia de
Estabilidade

Qualquer sistema de controle possui como prin-
cipal requisito a estabilidade em malha fechada.
O mecanismo de realimentação dos controladores
preditivos baseia-se no Prinćıpio do Horizonte Mó-
vel, sendo assim necessária a realização de predi-
ções ao longo de um intervalo de tempo adequado.

Horizontes de predição finitos não são sufici-
entes para capturar por completo a dinâmica do
sistema, de modo que se deve realizar uma defini-
ção criteriosa deste parâmetro de sintonia. Em
geral, deve-se definir um horizonte de predição
longo, idealmente infinito para que se possa ga-
rantir estabilidade em malha fechada. Tal reque-
rimento é impraticável, pois os custos computaci-
onais envolvidos seriam proibitivos, sendo assim é
necessário o uso de horizonte finito.

Existem diversas abordagens que garantem
estabilidade de controladores NMPC, sendo as
principais baseadas na adição de critérios pura-
mente matemáticos à função custo responsáveis
pela convergência da dinâmica em malha fechada.

Neste artigo, utiliza-se técnica baseada em
custo e restrições terminais, de modo que o al-
goritmo NMPC assume o seguinte formato:

min
ū(·)

∫ t+Tp

t

F (x̄(τ), ū(τ))dτ + V (x̄(τ + Tp), (16)

sujeito a: ˙̄x(τ) = f(x̄(τ), ū(τ)), x̄(t) = x(t),
(17)

ū(τ) ∈ U ,∀τ ∈ [t, t+ Tc],
(18)

ū(τ) = ū(t+ Tc),∀τ ∈ [t+ Tc, t+ Tp],
(19)

x̄(τ) ∈ X ,∀τ ∈ [t, t+ Tp],
(20)

x̄(τ + Tp) ∈ Ω
(21)

onde V (x̄(τ+Tp) é o termo de penalidade terminal
e Ω é a região terminal.

A seguinte função de Lyapunov é escolhida
como termo de penalidade:

V (xe(t+ Tp)) =
1

2
xe(t+ Tp)

TPxe(t+ Tp) (22)
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sendo xe(t+Tp) = [elT , eψT
, eθT ]T o estado termi-

nal e P definida positiva.
Para a ação de controle terminal uTe , a se-

guinte condição deve ser satisfeita:

V̇ (xe(t)) + F (t,xe(t),ue(t)) ≤ 0. (23)

Considerando ueT = [−α1elT ,−α2eθT ]T , com
α1 e α2 ∈ R+ e os seguintes formatos para as
matrizes de ponderação:

Q = diag(q11, q22, q33);

R = diag(r11, r22);

P = diag(p11, p22, p33),

de (22) em (23), tem-se a seguinte condição
de estabilidade:

p11elT ėlT + p22eψT
ėψT

+ p33eθT ėθT + F (t+ Tp)

= p11elT (u1j − djωj sen γij) +

+p22eψT

[
1

lij
(vj sen γij − djωj cos γijvi senψij) + wi

]
+

+p33eθT u2j + q11e
2
lT + q22e

2
ψT

+ q33e
2
θT +RueT =

= (−p11α1+q11+r11α
2
1)e2

lT +(−p33α2+q33+r22α
2
2)e2

θT

+q22e
2
ψT
− p11djωj sen γijelT +

+p22eψT

[
1

lij
(vj sen γij − djωj cos γij − vi senψij) + wi

]
.

Deste modo, tem-se as seguintes condições
para a determinação dos pesos das matrizes de
ponderação:

−p11α1 + q11 + r11α
2
1 ≤ 0;

−p33α2 + q33 + r22α
2
2 ≥ q22.

A região terminal dos estados Ω é definida
como segue:

|eθT | ≥ |eψT
|;

(24)

ωj sen γijelT ≥ 0;
(25)

(vj sen γij − djωj cos γij − vi senψij + wi)eψT
≤ 0;
(26)

|elT | ≤
vj cos γij − vi cosψij

α1
;

(27)

|eθT | ≤
ωj − ωi
α2

.

(28)

sendo as ações de controle f́ısicas restritas da se-
guinte forma:

vjmin
≤ vj ≤ vjmax

; (29)

ωjmin
≤ ωj ≤ ωjmax

. (30)

4 Resultados

Para esta avaliação, são utilizados os mesmos ca-
minhos de referência, parâmetros de sintonia, pe-
ŕıodo de amostragem, velocidades, restrições e va-
riações de parâmetros dos experimentos da pri-
meira parte. Maiores detalhes da plataforma ex-
perimental estão dispońıveis em (Ribeiro, 2017).

Para a garantia de estabilidade, utilizou-se
P = diag(200, 200, 200), α1 = 2 e α2 = 1, e,
mantendo-se a arquitetura composta de um robô
real (ĺıder - R1) e dois virtuais (seguidores - R2

e R3), foram obtidos os resultados ilustrados na
Figura 1.

As Figuras 1(a) e 1(d) mostram que as forma-
ções foram rastreadas apenas em alguns instantes
e isto se deve a infactibilidades conforme ilustrado
na Figura 1(b). Tais infactibilidades geram os es-
forços de controle e computacionais elevados ilus-
trados nas Figuras 1(e) e 1(f), respectivamente.

Para garantia de factibilidade, foram utiliza-
dos os seguintes valores limitantes para as restri-
ções:

|uj1| ≤ 103; |uj2| ≤ 103;

|elj | ≤ 0, 05 + emaxlj m; |eψj
| ≤ 0, 5 + emaxψj

rad;

|eθj | ≤ 1, 5 + emaxθj rad.

Os resultados obtidos estão ilustrados na Fi-
gura 2. As Figuras 2(a) e 2(d) mostram que as
formações foram rastreadas a todos os instantes.
A Figura 2(b) confirma factibilidade recursiva e
os esforços de controle e computacionais obtidos
estão ilustrados nas Figuras 2(e) e 2(f), respecti-
vamente.

Em ambos os casos, verifica-se que o robô ĺıder
seguiu o caminho visual corretamente, conforme
ilustrado nas Figuras 1(c) e 2(c).

Estes resultados confirmam que a única abor-
dagem que consegue controlar formações variantes
no tempo, com esforços de controle e computaci-
onais praticáveis, utiliza a proposta para garantia
de factibilidade, já que, através do relaxamento
das restrições, foi posśıvel manter a factibilidade
recursiva, fazendo os erros serem reduzidos, a cada
instante de amostragem, para valores f́ısicos per-
misśıveis no ambiente de navegação.

Para esta abordagem, é interessante notar que
ações de controle internas de grande magnitude
são geradas, com posterior saturação das ações f́ı-
sicas em valores compat́ıveis com o tipo de robô
utilizado. As perturbações foram reguladas em
menos de 5s e custo computacional se manteve
sempre inferior a 5% do peŕıodo de amostragem,
o que confirma a eficiência da técnica.

5 Conclusões

Este trabalho propôs uma estratégia para controle
de formação Ĺıder-Seguidor baseado em controla-
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(a) Posições instantâneas dos robôs. (b) Soluções do problema de otimiza-
ção.

(c) Erros de seguimento de caminho vi-
sual.

(d) Erros de formação. (e) Esforços de controle. (f) Custo computacional.

Figura 1: Controle de formações variantes utilizando informações visuais - Estratégia Ĺıder Seguidor -
Garantia de estabilidade.

dores NMPC utilizando informações visuais. De-
corrente da grande extensão da proposta, a sua
apresentação foi dividida em duas etapas: Na pri-
meira, foi abordado o controle NMPC básico que
atende bem ao controle de formações fixas; Na
segunda, o controle de formações variantes foi so-
lucionado através de propostas para garantia de
estabilidade e factibilidade.

Com o NMPC básico, foi verificado experi-
mentalmente que, para o controle de formações
variantes no tempo, os requisitos de factibilidade
e estabilidade devem ser melhor analisados para
que sejam propostas técnicas para garantia destas
caracteŕısticas, escopo do presente artigo.

Para a garantia de estabilidade, utilizou-se a
técnica baseada na adição de custo terminal e re-
gião terminal para as restrições, sendo posśıvel
observar deterioração do desempenho, já que es-
forços de controle impraticáveis foram necessários
além de demasiado aumento do custo computaci-
onal. No caso da garantia de factibilidade, foi pro-
posta uma técnica para o relaxamento das restri-
ções sem qualquer penalização na função objetivo.
Com tal proposta foi posśıvel manter baixos ı́ndi-
ces de custo computacional e completa satisfação
dos objetivos de controle, o que evidencia as van-
tagens da técnica, servindo de alternativa para a
garantia de factibilidade, computacionalmente efi-
ciente, de controladores NMPC para controle de
formação.

Trabalhos futuros incluem aplicação da téc-
nica proposta para formações heterogêneas cons-
titúıdas de robôs diferenciais, omnidirecionais e
quadricópteros.
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