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Abstract— In this paper, a particle filter allied to the iterated extended Kalman filter for state estimation
of nonlinear systems with Gaussian noise is proposed. The proposed method consists of applying the iterated
extended Kalman filter to obtain two estimated state vectors. These two vectors substitute the two lowest
importance particles of the particle filter, allowing that estimates obtained through the iterated extended Kalman
filter be also evaluated by the importance density function. Through numerical simulations, the efficiency of the
proposed method is evaluated considering the model of a car-inverted pendulum system.

Keywords— Iterated extended Kalman filter, particle filter, state estimation feedback for control.

Resumo— Neste artigo, um filtro de particulas aliado ao filtro de Kalman estendido iterativo para estimagao
de estados de sistemas nao lineares com ruido gaussiano é proposto. O método proposto consiste em utilizar o
filtro de Kalman estendido iterativo de modo a se obter dois vetores de estados estimados. Estes dois vetores
substituem as duas particulas de menor importancia do filtro de particulas, permitindo que estimagoes obtidas
através do filtro de Kalman estendido iterativo sejam também avaliadas pela funcdo densidade de importancia.
Através de simulagoes numéricas, a eficdcia do método proposto é avaliada considerando o modelo de um sistema

carro-péndulo invertido.

Palavras-chave— Filtro de Kalman estendido iterativo, filtro de particulas, realimentacdo de estados esti-

mados para controle.

1 Introdugao

A estimacao de estados é um tépico de es-
tudo que vem sendo amplamente aplicado a siste-
mas nao lineares presentes nas areas de processa-
mento de sinais, rastreamento, navegagao de sa-
télite, detecgao de falta e controle 6timo e adap-
tativo (Havlik & Straka, 2015). Além disso, as
técnicas de estimacao podem ser utilizadas em
controle via realimentagao de estados estimados
com uma reduzida quantidade de sensores utiliza-
dos, como, por exemplo, em motores de indugao
(Alonge et al., 2015).

O objetivo desta estimacgao é obter os esta-
dos de um processo dindmico baseado em obser-
vagoes corrompidas por ruido (Hu et al., 2015).
Os métodos de estimagao estao, em sua maioria,
baseados em abordagem Bayesiana ou em abor-
dagens de otimizagdo. O filtro de Kalman (FK),
uma das técnicas mais difundidas no ambito da
estimagao, baseia-se no processo de minimizagao
do erro médio quadrético (Havlik & Straka, 2015),
sendo uma solucao 6tima caso o sistema seja linear
e os ruidos, gaussianos. Para sistemas nao linea-
res, a técnica mais comum é o filtro de Kalman
estendido (FKE); tal filtro utiliza série de Taylor
para linearizar o sistema a cada instante de tempo
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e, uma vez em posse de um sistema linearizado,
aplica-se as equacoes do FK. Todavia, o FKE nao
é um filtro 6timo devido ao fato de que a linea-
rizagao a cada instante pode gerar instabilidade
quando as condicoes de linearidade local nao sao
atendidas (Shademan & Janabi-Sharifi, 2005).

Com o objetivo de melhorar o FKE, varias
técnicas foram implementadas, como, por exem-
plo, o filtro de Kalman estendido iterativo (FKEI).
Tal técnica consiste em, uma vez que o FKE é
visto como um método de maximizacao da densi-
dade de probabilidade a posteriori através da pri-
meira iteracao de otimizacao por Gauss-Newton,
utilizar mais iteracoes a fim de obter-se um melhor
resultado (Havlik & Straka, 2015).

Outra técnica popular para solugdo do pro-
blema de estimacao em sistemas nao lineares é
o filtro de particulas (FP), o qual foi desenvol-
vido por Metropolis e Norbert Wiener em torno
de 1940 (Simon, 2006), consistindo na solugao nu-
mérica do problema de estimagao Bayesiana para
sistemas nao lineares (Bell & Cathey, 1993; Zuo
& Jia, 2013). A ideia principal do FP é represen-
tar a fungao densidade de probabilidade através
de um conjunto de amostras aleatorias, possuindo
cada amostra um peso que indica sua importancia
(Arulampalam et al., 2002). Ao contrario do FKE
e do FKEI, o FP é uma técnica imune as nao line-
aridades e também é uma solugao para casos com
ruido nao gaussiano (Cui & Kavasseri, 2015).

A partir da década de 1990, o estudo sobre



017/

o FP vem despertando um interesse crescente da
comunidade cientifica, tendo em vista o avanco
computacional que tornou viavel a sua implemen-
tagao. A partir dai, esta ferramenta tem sido am-
plamente investigada pela comunidade cientifica,
como Cui & Kavasseri (2015), por exemplo, que
aplicam um FP para a estimacao de estados dina-
micos em um sistema multi-méquina que emprega
um modelo detalhado dos geradores e obtém me-
digoes a partir dos dados disponiveis através de
PMU (phasor measurement units).

Um problema existente no FP é o empo-
brecimento das amostras' ao decorrer do tempo
(Simon, 2006) (Arulampalam et al., 2002). Com
o objetivo de reduzir este obstaculo, alguns pes-
quisadores utilizam o FKE e o FKEI aliado ao FP.
Zuo & Jia (2013), visando casos em que o rufdo
de medicao é largo, utilizam um FP guiado por
um FKEI em que as particulas sao separadas em
dois grupos de acordo com a verossimilhanca re-
lativa condicional; Aqueles do primeiro grupo sao
retirados da densidade a prior: de transicao, en-
quanto que os do segundo grupo sao retirados da
densidade a posteriori gaussiana obtida através do
FKEI

Neste artigo é proposto um novo FP, com
amostragem e reamostragem por importancia, ali-
ado ao FKEI. A técnica proposta baseia-se em
substituir duas particulas do FP a cada inicio de
iteracao por duas outras particulas geradas pelo
FKEIL O objetivo é observar o efeito em termos
de desempenho que estas duas particulas causam
no FP em diferentes casos.

Este artigo esta organizado como segue: na
secao 2 o FKEI ¢é revisitado e na secao 3 o FP
é apresentado, seguido pelo método proposto na
secao 4. Na secao 5 sao apresentados alguns re-
sultados de simulagoes e, na secao 6, sao feitas as
conclusoes.

2 Revisitando o Filtro de Kalman

Estendido Iterativo

O filtro de Kalman estendido (FKE) é uma
adaptacao do filtro de Kalman (FK), tornando-
o aplicavel também para casos nao lineares. O
FKE utiliza a linearizagao do sistema em série
de Taylor até a primeira ordem em torno da es-
timacao obtida no instante anterior e aplica as
equagoes do FK para encontrar a nova estimagao
(Arulampalam et al., 2002).

Seja um sistema em espaco de estados repre-
sentado por

1 (Xk—1, Up—1) + Wi—1
hy,(xz) + vy

X
(2)

onde fi.(-) é uma fungao nao linear de atualizacao
dos estados e hy(+) é uma fungao nao linear de me-
digdo. Em (1) e (2), xi € R é o vetor de estados,

Yk

Quando apenas poucas particulas possuem pesos rele-
vantes.
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u; € R™ ¢é a entrada de controle, yr € R™ ¢é a
dimenséo do vetor de saida, wy ~ N(0, Q) é um
ruido de processo branco gaussiano com matriz de
covariancia Qj € R X" v ~ AN(0,Rg) é um
ruido de medigao branco gaussiano com matriz de
covariancia Ry € R™*™ . Os vetores de ruido,
Wy e Vi, sao descorrelacionados entre si para todo
instante k.

A inicializacao do FKE necessita do vetor de
estimacao dos estados iniciais, Xg, e da matriz de
covariancia de erro dos estados iniciais, P . Estas
condigoes podem ser obtidas se a fungao densidade
de probabilidade dos estados no instante inicial,
p(x0), for conhecida.

Para os instantes £k = 1,2, ..., sao realizados
0s passos de propagacao e correcao da estimativa
do vetor de estados.

Primeiramente, lineariza-se fj, 1 (-) em relacao
aXp_1 € Wi_1 em torno do ponto igq

Olf—1(Xp—1,Wp—1) + Wp_1]
Fi._= 3
kel OXp—1 kalz’?lig )
L :8[fk71(xk71>uk71) + Wi_1] )
bt 6wk—1 xl«—lifc,:',l

Tais matrizes sao necessarias para a etapa de pro-
pagacao, as quais sao dadas por

X, = Bo(X ) (5)
Qv = Lp1Qu L], (6)
P, = F P/ Fl  +Q1 (7)

onde X, e P, sdo o estado estimado a priori e a
matriz de covariancia a priori, respectivamente.

Em seguida, lineariza-se hy(-) em relagao a x
e v em torno do ponto X, ,

_ Olhg(xp) + vi]

Hy = OX X=X, (8)
_ Olhg(xp) + vi]

My = OV X=X, (9)

as quais sao necessarias para a etapa de corregao
realizada por

Ry = MR,M/} (10)
- —1

K. = PyH] (HPLH] +Ry) (1)

Xp = X +Ki(ye —hi(xy)) (12)

Py = (I-K,H,)P, (13)

sendo K, o ganho de Kalman, hy (%, ,0) a saida
estimada, fcz a estimacao a posteriori, P;r a ma-
triz de covariancia a posteriori e I a matriz iden-
tidade de dimensoes apropriadas.

Uma vez que o FKE é uma técnica sub-6tima,
a etapa de corregao pode ser aplicada novamente
a fim de se obter melhores resultados (Sarri et al.,



2012), (Niu et al., 2009). Portanto, para aplicar
novamente a etapa de correcao, calcula-se

Ohy (xk) + v
H, .= 14
k, an xk:f{;r,i—l ( )
Ohy (xk) + v
M, = k) T Vi 15
k, aVk» xk—f(;r7_1 ( )
Ry, =M, ;RyM] (16)
~ —1
Ky =P, HE, (HPl,  HE Ry
(17)
i;izkziq + Kg,i (Yk - hk(kziﬂ)) (18)
P;i:(l - K,C,iH,m-)P;i_1 (19)

com condigoes iniciais fczo = 5(;: e on = Pﬁ e
i = 1,2,...Ny, onde N;; é o nimero méximo de
iteragoes do FKEI. O processo de corregao (14)-
(19) é repetido até que algum critério de parada
seja atingido, como por exemplo, o niimero ma-
ximo de iteracoes, N;;.
3 O Filtro de Particulas

O objetivo principal de um FP é estimar a
fungao densidade de probabilidade (PDF) a poste-
riori dos estados, p(xx|y1.x), através de um con-
junto de amostras aleatérias com pesos associa-
dos. Além disso, baseado nesses pesos e amostras,
pode-se calcular estimativas, como média e vari-
ancia (Arulampalam et al., 2002; Simon, 2006).

Xp16 = [Xk,l X2 Xpz Xpa Xps Xk,ﬁ}

2l
o

'XNlimero T
Aleatorio (2 5)

Xp1:6 = [Xm X3 Xp3 Xpe Xpg Xk,b’}

@ 7%

_ s+ ot ot ot ot
xk,l:s*[xk.l Xpo2 Xp3z Xpa Xis xk,ﬁ}

Figura 1: Esquema de reamostragem com 6 particulas.

Dado um sistema nao linear regido por (1) e
(2), gera-se aleatoriamente um grupo de vetores de
estados com base no conhecimento da PDF p(xq).
Cada vetor deste grupo é denominado particula,
5{8‘) ;» onde o indice j indica a j-ésima particula no
instante inicial.

Para cada instante seguinte, £k = 1,2,...,
propagam-se todas as particulas utilizando a equa-
¢ao de atualizacao dos estados dada por

}A(]:,j = fk—l(kﬂua uk_1)+wk_17j, j=12,..,N

(20)
onde N é o numero total de particulas, )Acz j é a
j-ésima particula obtida no instante &k, wy ; ¢ um
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nimero gerado aleatoriamente através da PDF de
Wi.

A préxima etapa corresponde a ponderacao
das particulas com base em uma funcdao densi-
dade de importancia (FDI). A FDI é de escolha
do projetista e visa mensurar a qualidade da par-
ticula. Mais detalhes sobre a escolha da FDI pode
ser vista em Arulampalam et al. (2002).

Segundo Simon (2006), para o caso gaussiano,
a ponderacao da j-ésima particula pode ser dada
por

1
T = o Ry

<—[Yk — by (%) R yk — (%, )]
X exp 5

(31)
sendo y, a observagao obtida no instante k e
hk(:?(,;j) a saida estimada para a j-ésima parti-
cula. Na equacao (21), é possivel notar que quanto
menor for o erro quadrdtico, [yr — h;@(&;j)]Q,
maior serd o valor do peso da j-ésima particula;

ou seja, maior sera a sua importancia.
Em seguida, os pesos sao normalizados atra-

vés de

Fej = _ kg (22)

N
Z Vi
i=1

N

tal que Z Ak,; = 1, tornando possivel uma apro-
j=1

ximagao de p(xi|y1.x) por

N
p(Xk|y1:x) = Z:Yk,jfs(xk — X ) (23)
j=1

Posteriormente, é realizada a etapa de rea-
mostragem, cujo objetivo é reduzir o ntimero de
particulas com baixa ponderagao. Dessa forma,
o efeito do empobrecimento de particulas é miti-
gado (Arulampalam et al., 2002). A reamostra-
gem, ilustrada na Figura 1, pode ser realizada da
seguinte forma (Simon, 2006):

1. Definir, dentro da faixa [0, 1], intervalos de
tamanhos numericamente iguais aos pesos
k1.5 nao superpostos, e de tal forma que
a soma de tais intervalos? seja igual a 1;

2. Gerar um vetor de pontos aleatérios z, =
{61, s 2k 8y -, 2, v } uniformemente distri-
buido entre 0 e 1;

3. A quantidade de pontos aleatérios dentro de
cada intervalo determinard a quantidade de
vezes que a particula correspondente aquele
peso aparecerd no novo grupo de particulas a
posteriori.

2Note que particulas com maior peso terdo intervalos
maiores, enquanto particulas com menor peso terao inter-
valos menores.
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Uma vez realizada a reamostragem, obtém-se o
grupo de particulas reamostrado, )2:1: N+ formado
principalmente pelas particulas de maior peso.
Dal, pode-se calcular o estado estimado e a matriz
de covariancia do erro de estimagao através de

N
)A(k = kavji;j (24)
j=1
1 N
S = 1 Z(’%' — %) (X, — %x) " (25)
j=1

4 Filtro de Particulas Aliado ao Filtro de
Kalman Estendido Iterativo

Nesta secao, propoe-se um filtro de particulas,
com amostragem e reamostragem por importan-
cia, aliado ao filtro de Kalman estendido iterativo
(FPA-FKEI) para estimagao de estados de siste-
mas nao lineares com ruido gaussiano. A ideia
principal da técnica proposta é, a cada iteracao,
substituir as duas particulas de menor importan-
cia do FP por dois vetores de estados estimados:
um vetor é obtido através do FKE e o outro é
proveniente do FKEI.

Inicializagao &+
N Xg—1,1:N .
Ak‘i‘: 1 Xk—1
X0,1:N, Sk-1
v _ v
Propagacao | TEKF |
o ot
Kig =1 (Riog 1) X\ rer| Xorke
FWk—1, ' '
sendo j=12,..,N
)A(I:,l:N
Célculo dos Pesos
o 1 —lyr—he () Ry [yr—hi(X; )]
’yk,] - \/Zﬂ\RHe P 2
sendo j=1,2,..., N+ 2
TN | Xp iy .
Ve, FKE fc;{ FRE Devido
Vk,FKEI fck FREI as parti-
Substituicao das culas do
particulas de IEKF
menor importancia
7]:,1:N\|,)A(];I:N
| Normalizagao |
P(DFl N | Xy Céculo de > Xk
Tr| Yk R
P\Tk|Yk) %, e Sk Sk
| Reamostragem |
ot Xp | S
\l,xk,lzN MR
| k=k+ 1
T I

Figura 2: Fluxograma com as etapas do método proposto
(FPA-FKEI).

Na Figura 2, mostra-se o fluxograma da abor-
dagem proposta. Note que, inicialmente, tem-
se um grupo de particulas, f(z_l 1.n- Primeira-
mente, realiza-se a propagacao de todas as parti-
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culas através de (20), obtendo-se X, ; . Simul-
taneamente, utiliza-se X;_1 e Si_1 como entrada
para o FKEIL obtendo-se X ., através de (12)

e X} ppp através de (18). Em seguida, os pesos
das bartl'culas do FP bem como os pesos dos 2
vetores do FKEI sao calculados através de (21).

As duas particulas de menor peso sao substi-
tuidas pelos vetores do FKEIL (X} i € X} prepr)-
Os pesos respectivos as particulés eliminadas sdo
substituidos pelos pesos dos vetores do FKEI. Em
seguida, normaliza-se os pesos. Posteriormente
obtém-se o estado estimado (X) através de (24) e
a matriz de covaridncia do erro de estimacao (Sy)
através de (25); em paralelo, realiza-se a etapa de
reamostragem, como explicado na secao 3.

5 Simulagoes

Nesta secao, visando comparar a metodolo-
gia proposta com o FKE e o FP, simulagoes de
Monte Carlo (média de 200 realiza¢oes indepen-
dentes) sao realizadas considerando um sistema
carro-péndulo invertido em 4 diferentes cendrios.
Em tais cenarios, o nimero de particulas utilizado
tanto para a metodologia proposta quanto para o
FP é N =100. Além disso, para o FKEI, utilizou-
se N;; = 10.

As equagbes gerais do sistema carro-péndulo
invertido s@o expressas como na férmula (1), onde
uy corresponde ao sinal discreto da forga aplicada
no carro F(t) e fi(xy, ux) corresponde & discreti-
zagao por método das diferencas com periodo de
amostragem Ty = 0,01s do modelo do sistema
carro-péndulo invertido, o qual é dado por

Z1(t) = z2(t) (26)
_ B.M, mylB,
Ig(t) = M3 Q(t) M3 $4(t) COS T3 (t)
m2l2g mpl M.
- ;\ng sin x3(t) cos z3(t) + pTﬁxi(t)
x sinz3(t) + %F(t) (27)
3
d3(t) = wa(t) (28)
. - Ble mpch
T4(t) = M x4(t) M, x2(t) cos x3(t)
m2l? ) mylgM,
— ]\23 x3(t) sinzz(t) cos x3(t) + 1’]\473
. mpl
x sinx3(t) — . 6o x3(t)F(t) (29)
3

onde x1 é a posi¢ao do carro em relagao ao eixo
horizontal, x5 é a velocidade linear do carro, z3 é
a posicao angular do péndulo, z4 é a velocidade
angular do péndulo, m. é a massa do carro, m,
é a massa do péndulo, [ é a distancia do centro
de massa do péndulo ao pivo que prende o pén-
dulo ao carro, g é a aceleragao da gravidade, I é
o momento de inércia do péndulo, F'(t) é a forga
aplicada ao carro, B. e B, sao os coeficientes de
atrito do carro com o solo e do péndulo com o
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pivo, respectlvamente. A representagao deste sis-
tema pode ser observada na Figura 3.

Figura 3: Representagao do sistema carro-péndulo inver-
tido.

A entrada e os parametros do sistema utiliza-
dos nas simulagoes podem ser observados na Fi-
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dadas por

1 Nye

2.

r=1

Ek =

Nuye

Nuc

3 Nkz Z(eka> (32)

r=1 T a=1

NMC

com (33)

onde Njp;c é o nimero total de realizacoes, r é o
indice da realizacao, Ni é o ntimero total de ite-
ragoes (amostras), n, é o numero total de estados
do sistema, o é o indice que indica o estado, Xy, o
¢é o estado estimado e xj,o ¢ 0 estado do sistema.

Foram analisados 4 diferentes cendrios con-
forme a Tabela 2, onde xg é o vetor contendo os

o or r
ek,a - xk,a - xk,a

gura 4 e na Tabela 1, respectivamente. A equagao estados iniciais do sistema, Qi e Ry sao as ma-
trizes de covariancia dos ruidos de processo e de
medicao, respectivamente.
04T 1 TABELA 2: PARAMETROS MODIFICADOS PARA CADA CENA-
'g 02t i RIO.
= 0 Parametro \ Valor
3 i
Z \ Cenario 1 \ Cenario 2
502 X0 050 1,8 0,57 | B9 5 37
©-0,4 ] Qx diag{[0,2 0,2 0,2 0,2]} Vk
065 200 400 600 800 1000 1200 Ri dlag{[o’ L O.1]} vk -
k \ Cenario 3 \ Cenario 4
Figura 4: Entrada utilizada na simula¢do do péndulo in- X0 [0, 5 0 1,8 0, 5]T [8 95 3]T
vertido com carro. Qx diag{[0,2 0,2 0,2 0,2]} x k x T
Ry diag{[0,1 0,1]} x k x Ty

TABELA 1: PARAMETROS UTILIZADOS NA SIMULAGAO DO SIS-
TEMA DO CARRO-PENDULO INVERTIDO.

Parametro ‘ Valor
me 0,94 kg
my, 0,23 [kg

l 0,33 [m]

I é “my - 12 [kg- m?
Be 0,44 [N-m-s/rad]
Bp 0,05 [N-m-s/rad]
g 9,81 [m/s?]
M, me +my
Mo I +my,l?

M3 M1M2 — TTLZZQ COS2 Ig(k)

de saida é definida como na férmula (2), porém li-
near e dada por

1
Yk—o

A comparacao das técnicas utilizadas foi rea-
lizada utilizando as métricas 1 e €, as quais sao
baseadas na norma RMSE e tém suas formulagoes

0

0 (30)

0 0 n
1 OXk Vi.
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O n e o g de cada cenario podem ser obser-
vados, respectivamente, na Tabela 3 e na Figura
5. Através destes resultados é possivel observar
que a metodologia proposta apresenta erro menor
que o FP e o FKE para todos os cenarios, dando
destaque para a velocidade de convergéncia nos
cendrios 2, 3 e 4, as quais sao mais rapidas que as
do FP. Ainda para estes cenérios, o FKE possui a
convergeéncia mais rdpida dentre as trés técnicas,
porém apresenta um maior erro de regime.

TABELA 3: 1 OBTIDO ATRAVES DAS SIMULAGOES DE MONTE
CARLO PARA CADA CENARIO.

Cenario
Método 1 \ 2 \ 3 4
EKF 4,3040 | 4,3797 | 7,1459 | 7,1594
PF 3,2742 | 3,5861 | 6,0865 | 6,6911
FPA-FKEI || 2,7137 | 3,0532 | 5,8073 | 6,1775

6 Conclusoes

Neste trabalho, um filtro de particulas aliado ao
filtro de Kalman estendido iterativo (FPA-FKEI)
foi desenvolvido para realizar a estimagao de esta-
dos em sistemas nao lineares com ruidos gaussia-
nos. A metodologia proposta baseia-se em substi-
tuir as duas particulas de menor importancia no
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Figura 5: Evolugao de ¢ para cada cendrio obtido através
de simulages de Monte Carlo com 200 realizacoes e relacao
sinal ruido (SNR) de 19 dB (SNR calculado em relagao ao
sinal de entrada para os cendrios estaciondrios).

FP por dois vetores de estados estimados obtidos
pelo FKEI a cada iteragao. Resultados de simu-
lacao, considerando diferentes cendrios, mostram
que a metodologia proposta reduz o erro de esti-
magao em relagao ao FKE e ao FP para o sistema
trabalhado. Para pesquisas futuras, poderd ser
proposta uma técnica que leve em consideragao o
desconhecimento das estatisticas do ruido.
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