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Abstract— This paper addresses the design of static anti-windup compensator for discrete-time systems with
state delay and saturating actuators. In this case, systems with time-varying uncertainties and delays are treated,
and in addition, it is assumed that maximum delay variation has limited rates, which may leads to less conservative
results on both analysis and compensator design. Considering that the system is subject to action of bounded
disturbances in energy, the proposed conditions for the synthesis of the anti-windup compensator should ensure
that the trajectories of the system are bounded and a certain ℓ2 performance level is achieved by the regulated
outputs. For this, the system with delay and polytopic uncertainties is rewritten as an uncertain augmented
system and switched by the value of the delay. In addition, saturation is given in terms of a dead-zone nonlinearity,
with the application of the generalized sector condition. From the given conditions, convex optimization problems
are proposed in order to maximize the bound on the admissible disturbances or to minimize de ℓ2 gain. Finally,
numerical examples are presented to demonstrate the efficiency of the proposed methods.

Keywords— Delay, Saturation, Anti-windup, Disturbance

Resumo— Este artigo aborda o projeto de compensadores anti-windup estáticos para sistemas discretos no
tempo com atraso nos estados e atuadores saturantes. São tratados, neste caso, os sistemas com incertezas e
atraso variantes no tempo e, além disso, assume-se que a variação máximo do atraso possui taxas limitadas, o que
pode levar a resultados menos conservadores tanto na análise quanto na śıntese de compensadores. Considerando
que o sistema esteja sujeito a ação de pertubações limitadas em energia, as condições propostas para a śıntese
do compensadores anti-windup devem garantir que as trajetórias do sistema sejam limitadas e um certo ńıvel
de desempenho ℓ2 seja alcançado para a sáıda regulada. Para isso, o sistema com atraso e incertezas politópicas
é reescrito como um sistema incerto aumentado e chaveado pelo valor do atraso. Além disso, a saturação é
dada em termos de uma não-linearidade do tipo zona-morta, com a aplicação da condição generalizada de setor.
A partir das condições determinadas, problemas de otimização convexa são propostos a fim de maximizar o
limite de pertubações admisśıveis ou minimizar o ganho ℓ2. Por fim, são apresentados exemplos numéricos para
demonstrar a eficiência dos métodos propostos.

Palavras-chave— Atraso, Saturação, Anti-windup, Pertubação

1 Introdução

O atraso no tempo é uma caracteŕıstica co-
mumente encontrada em diversos sistemas f́ısicos,
tais como processos qúımicos, mecânicos, bioló-
gicos, econômicos, etc. (Niculescu, 2001; Hu e
Wang, 2013). A origem do atraso nesses sistemas,
se deve, em geral, a uma propriedade intŕınseca
do sistema, ou a uma consequência (não desejada)
da ação de controle, ou advém da introdução in-
tencional de atrasos nos sistemas de controle (Gu
et al., 2003). Sua presença, no entanto, pode indu-
zir comportamentos indesejáveis, como por exem-
plo oscilações, perda de desempenho ou até mesmo
instabilidade (Gomes da Silva Jr. e Leite, 2007).
Outro aspecto que pode prejudicar o desempenho
e a estabilidade e que agrega, portanto, maior di-
ficuldade ao controle de sistemas com atrasos é
a saturação de atuadores. Em geral relacionada
aos limites f́ısicos ou de segurança operacional,
a saturação de atuadores limita a quantidade de
energia que é injetada nos sistemas controlados,
podendo resultar na degradação do desempenho,

na ocorrência de ciclos-limite, pontos de equiĺıbrio
diferentes da origem ou até mesmo instabilidade
(Tarbouriech et al., 2011; Hu e Lin, 2001).

Motivados por tais questões, alguns trabalhos
abordando o problema de análise de estabilidade e
estabilização de sistemas discretos no tempo com
atraso nos estados e saturação de atuadores, po-
dem ser encontrados na literatura. Em (Chen e
Fei, 2014) e (Lin, 2012) é utilizada a abordagem
de Lyapunov-Krasovskii para fornecer condições
dependentes do atraso para a śıntese de controla-
dores estáticos por realimentação de estados. Em
(Chen e Fei, 2014), são tratados atrasos variantes
no tempo em sistemas precisamente conhecidos.
O desempenho da malha fechada é investigado em
(Lin, 2012) considerando a taxa de convergência
(exponencial) dos estados para a origem, também
para sistemas precisamente conhecidos. Mais re-
centemente, e ainda considerando sistemas preci-
samente conhecidos, Pal et al. (2017) propõem
condições dependentes do atraso para a śıntese
de controladores estabilizantes baseados em ob-
servadores com garantia de atenuação do ganho
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ℓ2 entre uma entrada exógena (de perturbação)
e a sáıda controlada. No caso de controladores
dinâmicos, uma das maneiras práticas de evitar
a degradação de desempenho gerada pela satura-
ção, é a adição de um compensador anti-windup
à malha-fechada do sistema cujos objetivos con-
sistem em a) em deixar a malha fechada inalte-
rada quando a saturação do atuador não ocorre e
b) assegurar um desempenho satisfatório da ma-
lha fechada na presença de saturação (Zaccarian

e Teel, 2011). É interessante notar que, embora a
compensação anti-windup esteja relacionada prin-
cipalmente a melhoria do desempenho, ela pode
ser usada também para aumentar a região de atra-
ção (ou sua estimativa) do sistema em malha fe-
chada (Tarbouriech et al., 2011). Vários trabalhos
são encontrados na literatura tratando da śıntese
de compensadores anti-windup para sistemas con-
t́ınuos no tempo com atraso nos estados. Veja por
exemplo (Gomes da Silva Jr. et al., 2006; Cao
et al., 2007; Ghiggi et al., 2008; Gomes da Silva
Jr. et al., 2009). Porém muito menos atenção
tem sido dada aos sistemas discretos no tempo
com atrasos nos estados. Em (Negi et al., 2012)
são estabelecidas condições dependentes do atraso
para a śıntese de compensadores anti-windup es-
táticos para sistemas precisamente conhecidos e
com atrasos variantes no tempo. Nesse trabalho,
é apresentado um procedimento convexo para ma-
ximização da estimativa da região de atração do
sistema.

A contribuição deste trabalho é feita na pro-
posição de condições de otimização convexa de-
pendentes do atraso para a śıntese de um compen-
sador anti-windup estático para sistemas incertos
discreto com atraso no estado e atuadores satu-
rantes, sendo as incertezas e o atraso variantes
no tempo. Além disso, é posśıvel realizar śınteses
levando-se em conta a taxa de variação máxima
do atraso, o que resulta em projetos menos con-
servadores. O desempenho do sistema em malha
fechada é considerado assumindo que as perturba-
ções de entrada são limitadas em energia. O pro-
cedimento de śıntese do compensador anti-windup
é desenvolvido de forma a assegurar um certo ńıvel
mı́nimo de desempenho ℓ2 para a sáıda regulada.
A abordagem utilizada é inspirada pelo trabalho
de Hetel et al. (2008), que permite a escrita do
sistema incerto com atrasos como um sistema au-
mentado incerto chaveado pelo atraso. São pro-
postos dois procedimentos de otimização a fim de
maximizar o limite de pertubações admisśıveis ou
minimizar o ganho ℓ2 da perturbação na sáıda re-
gulada. Por fim, são apresentados exemplos nu-
méricos para demonstrar a eficiência dos métodos
propostos e compará-los a outros resultados da li-
teratura.

Notação:

O śımbolo ⋆ representa a transposta em rela-
ção a diagonal de matrizes reais quadradas e si-

métricas. As matrizes I e 0 denotam, respecti-
vamente, as matrizes identidade e nula de dimen-
sões apropriadas. O conjunto de números reais,
reais não-negativos, inteiros, e inteiros excluindo
o zero são denotados por R, R+, Z, e Z

∗, respec-
tivamente. O conjunto de números inteiros per-
tencendo ao intervalo de a ∈ Z a b ∈ Z, b ≥ a, é
denotado por I[a,b]. O conjunto de matrizes reais
de dimensões m × n é R

m×n. A ℓ-ésima linha de
uma matriz L é denotada como L(ℓ).

2 Formulação do Problema

Considere o sistema variante no tempo incerto
discreto no tempo com atraso nos estados e atua-
dores saturantes

xk+1 = A(αk)xk +Ad(αk)xk−τk

+B(αk)sat(vk) +Bw(αk)ωk

yk = Cy(αk)xk, zk = Cz(αk)xk

(1)

em que xk ∈ R
n é o vetor de estados, uk ∈ R

m é o
sinal de controle, yk ∈ R

p e zk ∈ R
l são as sáıdas

regulada e mensurada, respectivamente, e ωk ∈
R

q é o vetor de pertubação com energia limitada
pertencente ao conjunto

W =

{

ωk ∈ R
q :

∞
∑

k=0

‖ωk‖
2
2 ≤ δ−1

}

, (2)

com δ−1 ∈ R+ representando a máxima
energia da pertubação. A função saturação
vetorial descentralizada clássica sat(vk) =
[

sat(vk,(1)) sat(vk,(2)) . . . sat(vk,(m))
]

é
dada por sat(vk,(i)) = sgn(vk,(i))min{|vk,(i)|,v̄(i)}
com v̄ ∈ R

m, v̄(i) > 0, i = 1, . . . ,m, sendo
o limite superior do i-ésimo atuador. As
matrizes A(αk) ∈ R

n×n, Ad(αk) ∈ R
n×n,

B(αk) ∈ R
n×m, Bw(αk) ∈ R

n×q, Cy(αk) ∈ R
p×n

e Cz(αk) ∈ R
l×n podem ser escritas como a

combinação convexa de N vértices conhecidos,
ou seja, M(αk) =

∑N

i=1 αk,(i)Mi, em que M é
qualquer uma das matrizes do sistema e αk ∈ R

N

é um vetor de parâmetros variante no tempo
pertencente ao simplex unitário:

Ξ ,

{

N
∑

i=1

αk,(i) = 1,αk,(i) ≥ 0, i ∈ I[1,N ]

}

. (3)

O atraso variante no tempo, τk ∈ I[0,τ̄ ], satisfaz

|τk+1 − τk| ≤ △τmax ≤ τ̄ , (4)

sendo τ̄ o valor máximo do atraso e △τmax um
inteiro positivo que limita a máxima variação do
atraso entre dois instantes consecutivos.

Seja o compensador utilizado para o fecha-
mento da malha dado por:

xc,k+1 = Acxc,k +Bcyk,

vk = Ccxc,k +DcCyxk
(5)
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em que xc,k ∈ R
nc é o estado do controlador e vk

é a sáıda do controlador. Assume-se que (5) te-
nha sido projetado para garantir a estabilidade e
desempenho do sistema (1), por exemplo, na au-
sência de saturação dos atuadores.

Propõe-se a adição à dinâmica do controla-
dor de um compensador anti-windup, da forma
Ec(sat(vc,k)− vc,k) ∈ R

n×m, resultando em

xc,k+1 = Acxc,k +BcCxk +Ec(sat(vk)− vk) (6)

Ressalta-se que na ausência de saturação, o com-
pensador anti-windup fica inativo e a malha-
fechada se comporta com o desempenho determi-
nado pelo controlador (5) pré-calculado. Neste
sentido, propõe-se tratar o seguinte problema:

Problema 1 (Anti-windup) Dado um contro-
lador, para o qual o sistema em malha-fechada
é assintoticamente estável na ausência de satura-
ção, determine o ganho Ec do compensador anti-
windup, que garanta que as trajetórias desse sis-
tema permaneçam limitadas para qualquer pertu-
bação satisfazendo (2) e, adicionalmente, o com-
pensador anti-windup deve garantir um certo li-
mite superior do ganho ℓ2 entre a pertubação ωk

e a sáıda regulada zk.

Vale destacar que uma questão inerente ao
Problema 1 é a estimação do domı́nio de atração
da origem do sistema em malha-fechada.

3 Preliminares

Seguindo a abordagem proposta em (Hetel
et al., 2008), o sistema (1)-(3), pode ser reescrito,
através de um vetor aumentado, como o seguinte
sistema incerto aumentado e chaveado pelo valor
do atraso τk:

x̄k+1 = A(αk,τk)x̄k + B(αk)sat(vk) + Bw(αk)ωk,

zk = Cz(αk)x̄k (7)

em que x̄k =
[

xTk xTk−1 · · · xTk−τ̄

]T
∈ R

(τ̄+1)n

A(αk,τk) =

[

A(αk) + Γ0 · · · Γτ̄−1 Γτ̄

Inτ̄ 0nτ̄×n

]

,

com Γi =

{

Ad(αk), i = τk
0n×n, i 6= τk

∀i = I[0,τ̄ ],

B(αk) =
[

BT (αk) 0m×nτ̄

]T
, Bw(αk) =

[

BT
w(αk) 0q×nτ̄

]T
, Cy(αk) =

[

Cy(αk) 0p×nτ̄

]

e

Cz(αk) =
[

Cz(αk) 0l×nτ̄

]

.
Com o aux́ılio da não-linearidade do tipo

zona-morta Ψ(vk) = vk − sat(vk), isto é, Ψ(vk) =
[

ψ(vk(1)) . . . ψ(vk(m))
]T

, sendo ψ(vk(i)) = 0 se
|vk(i)| ≤ v̄(i), e ψ(vk(i)) = sgn(vk(i))(|vk(i)| − v̄(i))
se |vk(i)| > v̄(i), o sistema (7) é reescrito como

x̄k+1 = A(αk,τk)x̄k + B(αk)vk

− B(αk)Ψ(vc,k) + Bw(αk)ωk, (8)

Definindo o novo vetor de estados aumentado

ξk =
[

x̄Tk xTc,k
]T

∈ R
(τ̄+1)n+nc (9)

e as seguintes matrizes

Ã =

[

A+ BDcCy BCc

BcCy Ac

]

, B̃ =

[

B
0

]

, B̃w =

[

Bw

0

]

,

C̃y =

[

CT
y

0

]T

, C̃z =

[

CT
z

0

]T

, R =

[

0
Inc

]

,K =

[

CT
y D

T
c

CT
c

]T

,

O sistema (8) pode ser reescrito como

ξk+1 = Ãξk − (B̃ +REc)Ψ(vk) + B̃wωk

zk = C̃zξk
(10)

sendo vk = Kξk (11)

Considerando uma matriz G ∈ R
m×(τ̄+1)n+nc

e definindo o conjunto poliedral:

S , {ξk ∈ R
(τ̄+1)n+nc : |(K −G)ξk| ≤ v0}, (12)

o seguinte lema referente a zona-morta Ψ(vk),
pode ser estabelecido (Tarbouriech et al., 2011).

Lema 1 (Condição Generalizada de Setor)
Se ξk ∈ S, então a relação

Ψ(Kξk)
TT [Ψ(Kξk)−Gξk] ≤ 0 (13)

é verificada para qualquer matriz diagonal definida
positiva T ∈ R

m×m.

A estabilidade local é investigada aqui com
o aux́ılio da teoria de Lyapunov, sendo utili-
zada para isso a função candidata V (ξk,αk,τk) :
R

(τ̄+1)n+nc ×Ξ×I[0,τ̄ ] → R
+, com V (0,αk,τk) =

0 ∀αk ∈ Ξ, e τk ∈ I[0,τ̄ ], associada ao respectivo
conjunto de ńıvel, para 0 < µ <∞, definido por

LV(µ) =
{

ξk ∈ R
n(τ̄+1) : V (ξk,αk,τk) ≤ µ−1,

∀αk ∈ Ξ, ∀τk ∈ I[0,τ̄ ]
}

. (14)

Esse conjunto é usado para estimar a região de
atração RA, e também a região de condições ini-
ciais admisśıveis R0 (R0 ⊂ RA), do sistema (10).

Lema 2 Considere a função de Lyapunov (17),
αk ∈ Ξ, τk ∈ I[0,τ̄ ], ωk ∈ W para dado δ, β > 0
tal que LV (β) ⊂ R0 ⊂ RA. Se

△V (ξk,αk,τk)− ωT
k ωk + γ−1zTk zk < 0 (15)

é verificada ao longo das trajetórias do sistema
(10), então

V (ξk,αk,τk)− V (ξ0,α0,τ0)

−

k
∑

i=0

wT
i wi +

1

γ

k
∑

i=0

zTi zi < 0 ∀k > 0. (16)

Portanto, ∀ξ0 ∈ LV(β) e ωk ∈ W, segue que
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1. V (ξk,αk,τk) < V (ξ0,α0,τ0) + ‖ωk‖
2
2 ≤ δ−1 +

β−1 = µ−1, para todo k ≥ 0 e, assim, as
trajetórias do sistema permanecem limitadas em
LV(µ) ⊂ RA;
2. Para k → ∞, ‖zk‖

2
2 < γ(‖ωk‖

2
2 + V (ξ0,α0,τ0));

3. Se ωk = 0 para todo k ≥ k̄ ≥ 0, então ξk → 0
sem deixar LV(µ) ⊂ RA com k → ∞.

Prova: A partir de (2), tem-se que
∑∞

k=0 ω
T
k ωk ≤

δ−1, sendo assim V (ξk,αk,τk) ≤ V (ξ0,α0,τ0)+δ
−1

é verificado para todo k > 0. Além disso, conside-
rando que ξ0 ∈ LV(β), então V (ξ0,α0,τ0) ≤ β−1,
logo V (ξk,αk,dk) ≤ β−1 + δ−1 = µ−1 para qual-
quer µ > 0, o que garante que as trajetórias ini-
ciadas em LV(β) permanecem inseridas no con-
junto LV(µ) ⊂ RA, de acordo com a afirmação
em 1. Já a afirmação 2 é obtida assumindo que
k → ∞ e, portanto, V (ξk,αk,dk) → 0 em (15).
Se ξk = 0, seque que ‖zk‖

2
2 < γ‖ωk‖

2
2, ou seja, γ

é um limitante para o ganho ℓ2. Por outro lado,
se a pertubação é cessada em um instante k = k̄,
isto é, ωk = 0 para k > k̄, a afirmação em 1
implica que V (ξk̄,αk̄,τk̄) < µ−1, por consequên-
cia ξk̄ ∈ LV(µ). De (15), para qualquer k > k̄,
tem-se que △V (ξk,αk,τk) < −γ−1zTk zk ≤ 0, o que
significa que, através da teoria de Lyapunov, ξk
assintoticamente converge para a origem sem dei-
xar LV(µ), o garante a afirmação 3.

Assuma uma candidata a função de Lyapunov

V (ξk,αk,τk) = ξTkW
−1(αk,τk)ξk, (17)

em que W (αk,τk) =
∑N

i=1 αk,(i)Wiτk (18)

para αk ∈ Ξ e τk ∈ I[0,τ̄ ], com Wiτk = WT
iτk

∈

R
(τ̄+1)n+nc×(τ̄+1)n+nc > 0. Cabe ressaltar aqui,

que a candidata a função de Lyaponov (17)-(18)
difere da encontrada em (Hetel et al., 2008), ma-
peando, portanto, de forma diferente os estados
em R

+.
O cálculo de LV(µ) para a função (17)-(18)

pode ser feito como exposto no seguinte Lema
adaptado de (Jungers e Castelan, 2011).

Lema 3 O conjunto de ńıvel LV(µ) para (17)-
(18) pode ser calculado como

LV(µ) =
⋂

τk ∈ I[0,τ̄ ]
αk ∈ Ξ

E(W (αk,τk)
−1,µ) =

⋂

τ ∈ I[0,τ̄ ]
i ∈ I[1,N ]

E(W−1
iτ ,µ),

em que E(W−1
iτ ,µ) são conjuntos elipsoi-

dais definidos por: E(W−1
iτ ,µ) = {ξk ∈

R
(τ̄+1)n+nc ; ξTkW

−1
iτ ξk ≤ µ−1}, para i = I[1,N ]

e τ ∈ I[0,τ̄ ].

4 Resultados principais

A variação do atraso pode ser diretamente tra-
tada considerando a transição entre os valores as-
sumidos pelo atraso entre dois instantes consecuti-
vos k e k+1, como mostrado em (4). Definindo um

conjunto Cτk(τ) que contém todos posśıveis valo-
res que o atraso pode assumir no próximo instante
dado o seu valor atual τk = τ :

Cτk(τ) = {τ+ ∈ Z : max(0,τ −△τmax)

≤ τ+ ≤ min(τ̄ ,τ +△τmax)}, (19)

em que τ+ representa τk+1. Então, se τ̄ = 5,
τk = 1, △τmax = 2, tem-se que Cτk(1) = {0,1,2,3}.

Teorema 1 Se existirem matrizes simé-
tricas definidas positivas 0 < Wi,τ ∈
R

(τ̄+1)n+nc×(τ̄+1)n+nc , i = I[1,N ], τ = I[0,τ̄ ],
matriz diagonal definida positiva 0 < S ∈ R

p×p,
matrizes U ∈ R

(τ̄+1)n+nc×(τ̄+1)n+nc ,
Z ∈ R

p×(τ̄+1)n+nc e Y ∈ R
nc×p, e escalares

positivos µ, δ e γ, tais que (20),
[

Wi,τ − UT − U (K(l)U − Z(l))
T

⋆ −µv2(l)

]

< 0,

i = I[1,N ]; τ = I[0,τ̄ ]; ℓ = I[1,m],

(21)

e µ− δ < 0, são fact́ıveis, então o ganho de anti-
windup Ec = Y S−1 é tal que:
1. Para ωk 6= 0, com ωk ∈ W, as trajetórias
do sistema (10) não deixam o conjunto RE =
LV(µ) ⊂ RA, para todo x̄0 pertencente ao con-
junto RE0 = LV (β) ⊂ R0, com β = (µ−1 −
δ−1)−1, para todo k ≥ 0; e, adicionalmente, as-
segura ‖zk‖

2
2 < γ(‖ωk‖

2
2 + V (ξ0,α0,τ0));

2. Para ωk = 0, o conjunto RE é uma região de
estabilidade assintótica para o sistema (10), para
todo k ≥ 0.

Prova: Se (20) é verificado, então a positi-
vidade de Wj,τ+ é garantida e, assim, atra-
vés de (17)-(18), tem-se que V (ξk,αk,τk) > 0
para ξ0 6= 0. Além disso, multiplicando o
lado esquerdo de (20) por αk,(i) e somando para
i = I[1,N ], substituindo-se Y e Z por EcS

e GU , respectivamente, usando o fato de que
−UTW−1(αk,τ)U ≤W (αk,τ)−U

T −U (Geromel
et al., 2007), pré- e pós-multiplicando a inequa-
ção resultante por T1 = diag{I, U−T, S−T, I,I}
e sua transposta, aplicando o complemento de
Schur, pré- e pós-multiplicando a inequação re-

sultante por XT
k =

[

ξTk Ψ(Kξk)
T ωT

k

]T
e

Xk, respectivamente, e, finalmente, substituindo
Ã(αk,τ)ξk − (B̃(αk)+REc)Ψ(Kξk)+Bw(αk)ωk e
C̃zξk por ξk+1 e zk, respectivamente, de acordo
com (10), tem-se que ξTk+1W

−1(α+
k ,τ

+)ξk+1 −

ξTk W (αk,τ)
−1ξk−2Ψ(Kξk)

TS−1(Ψ(Kξk)−Gξk)−
ωT
k ωk + γ−1zTk zk < 0.

Chamando T = S−1 e assumindo que
△V (ξk,αk,τk) = ξTk+1W

−1(α+
k ,τk+1)ξk+1 −

ξTk W
−1(αk,τk)ξk, veja (17)-(18), então tem-

se que △V (ξk,αk,τk) − ωT
k ωk + γ−1zTk zk ≤

△V (ξk,αk,τk) − 2Ψ(Kξk)
TT (Ψ(Kξk) − Gξk) −

ωT
k ωk + γ−1zTk zk < 0.

Portanto, conclui-se que a factibilidade de
(20) garante a positividade de (17)-(18), a ne-
gatividade de △V (ξk,αk,τk) e pelo Lema 1, que
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











−Wj,τ+ Ãi,τU −(B̃iS +RY ) B̃wi 0

⋆ Wi,τ − UT
− U ZT

0 (C̃ziU)T

⋆ ⋆ 2S 0 0

⋆ ⋆ ⋆ −I 0

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ −γI













< 0, i,j = I[1,N ]; τ = I[0,τ̄ ]; τ+
∈ Cτk(τ ). (20)

ξk ∈ S. Assim, garante-se que as trajetórias
do sistema (10) sejam limitadas em energia para
qualquer pertubação satisfazendo (2) e, adicional-
mente, tem-se um limite superior para o ganho ℓ2
entre ωk e zk.

Se (21) também é verificada, pode-se mul-
tiplicar (21) por αk,(i) e somar para i =
I[1,N ], substituir Z por GU , usar o fato de
que −UTW−1(αk,τ)U ≤ W (αk,τ) − UT − U ,
pré- e pós-multiplicar a inequação resultante por
T2 = diag{U−T,1} e T T

2 , respectivamente, obtém-
se aplicar o complemento de Schur, e, final-
mente, pré- e pós-multiplicar a inequação resul-
tante por ξTk e ξk, respectivamente, obtendo-se
−ξTkW

−1(αk,τk)ξk+ξ
T
k (K(ℓ)−G(ℓ))

T (µv̄c(ℓ)
2)−1×

(K(ℓ) −G(ℓ))ξk ≤ 0.
Portanto, (21) garante que LV(µ) ⊆ S, assim,

qualquer trajetória do sistema em malha-fechada
partindo de LV (µ) permanece em S.

Observação 1 Devido à utilização da função de
Lyapunov (17)-(18) que assume a combinação de
todos os estados (atual e atrasados) do sistema,
a técnica propostapode ser vista como um limite
teórico para esse tipo de abordagem.

4.1 Problemas de Otimização

São propostos dois procedimentos de otimiza-
ção para o projeto do ganho anti-windup, sempre
supondo a condição inicial do sistema (10) nula,
isto é, ξ0 = 0. A śıntese do ganho Ec pode ser
feita maximizando a tolerância à perturbação ex-
terna ωk ou pela minimização do efeito desta na
sáıda do sistema se é fornecido o limite de energia
da pertubação, δ−1. Esses procedimentos são:
Maximização da tolerância à pertubação:

J1 :

{

min µ

sujeito as LMIs (20) e (21).
(22)

Neste caso, segue que δ−1 = µ−1.
Minimização do ganho ℓ2:

J2 :

{

min γ

sujeito as LMIs (20) e (21).
(23)

5 Exemplos numéricos

Exemplo 1
Considere o exemplo 1 desenvolvido em

(Ghiggi et al., 2008) que trata de um sistema con-
t́ınuo no tempo com atraso nos estados. Nesse
exemplo investiga-se a utilização da compensa-
ção anti-windup nas versões estática e dinâmica.

A forma discretizada desse sistema com peŕıodo
de amostragem Ts = 0.1s resulta em um sis-
tema descrito por (1) com A = 0.99, Ad = 0.01,
B = Bw = 0.10, Cy = Cz = 1 para τk ∈ I[0,10],
△τmax = 10 e v̄ = 1. Um compensador estabili-
zante desse sistema é dado por (5) com Ac = 1,
Bc = 0.02, Cc = 1 e Dc = −2. Sem a compensa-
ção anti-windup, tem-se que δ = 1.56×10−4, o que
corresponde a um limite ℓ2 de δ−0.5 = 80.06. A
fim de maximizar a tolerância à perturbação pela
adição do compensador anti-windup, resolveu-se
o procedimento de otimização (22), obtendo-se o
ganho Ec = 0.12 com δ = 1.63 × 10−6. Por-
tanto, assegurou-se um limite ℓ2 para o sinal ωk

de δ−0.5 = 783.26, ou seja, a tolerância a ener-
gia de sinais de perturbação foi 9.78 vezes maior
utilizando o compensador anti-windup.

Esses valores podem ser comparados com os
alcançados na abordagem cont́ınua no tempo pro-
posta em (Ghiggi et al., 2008): δ = 7.73 × 10−5,
considerando a śıntese de um compensador anti-
windup dinâmico e δ = 1.55 × 10−4 de um
compensador anti-windup estático. Nesse caso,
assegurou-se um limite ℓ2 para o sinal ωk de
δ−0.5 = 113.77 no caso dinâmico e δ−0.5 = 80.32
no caso estático, portanto, a tolerância a energia
de sinais de pertubação diminuiu 6.88 e 9.75 ve-
zes, respectivamente, em relação ao compensador
anti-windup estático projetado neste artigo.

Assumindo que ξ0 = 0, a Figura 1 mostra a
sáıda e o sinal de controle considerando o sistema
com e sem compensador anti-windup, para uma
pertubação com amplitude igual a 391.53 aplicada
entre os instante k = 1 e k = 4. Pode-se obser-
var que após a aplicação da pertubação os estados
convergem para a origem.

k
0 10 20 30 40 50 60 70 80

y
k

-10

0

10

20

yk com aw

yk sem aw

k
0 10 20 30 40 50 60 70 80

s
a
t(
v
k
)

-1

-0.5

0

0.5

1

sat(vk) com aw

sat(vk) sem aw

Figura 1: yk e sat(vk) com e sem anti-windup.

Com base nessa simulação, realizou-se o cál-
culo da energia do erro e verificou-se que essa é
32.40% maior no caso sem o compensador anti-
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windup. Além disso, a energia do sinal de entrada,
∑80

k=0 sat(vk)
Tsat(vk), é 152.15% maior no caso

sem o compensador anti-windup, o que evidencia
a vantagem do uso desse compensador.

Na Figura 2 é mostrada a relação entre a
energia do distúrbio, δ−0.5, e o ganho ℓ2 entre
a perturbação e a sáıda controlada, γ0.5, para
diferentes valores de máxima taxa de variação
do atraso, △τmax. Percebe-se que quanto menor
△τmax, maior é o limite de pertubações admisśı-
veis e menor é o limite do ganho ℓ2.

γ0.5
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

δ
−
0
.5

0

50

100

150

200

250

300

350

∆τmax = 2
∆τmax = 4
∆τmax = 6
∆τmax = 8

Figura 2: δ−0.5 × γ0.5 para △τmax = {2,4,6,8}.

No caso incerto, assumiu-se uma incerteza de
±5% em cada um dos valores de A, Ad, B, Bw, Cy

e Cz. Neste caso, o método proposto em (Ghiggi
et al., 2008) não é aplicável pois esse não trata
o caso incerto. Sem a compensação anti-windup
tem-se δ = 1.16× 10−3 (δ−0.5 = 29.36). Ao proje-
tar a compensação para esse caso incerto, usando o
procedimento de otimização (22), obteve-se Ec =
0.10, δ = 1.04× 10−3 (δ−0.5 = 31.00). Observa-se
a redução significativa dos ńıveis de energia tole-
ráveis pelo sistema incerto em relação ao preci-
samente conhecido. Porém a introdução do com-
pensador anti-windup melhora essa tolerância em
relação ao caso sem o compensador em 5.59%.
Exemplo 2

Por razões de espaço, o segundo exemplo deste
trabalho está em https://goo.gl/HnUg0a.

6 Conclusão

Neste trabalho é proposta uma metodologia
para śıntese de compensadores anti-windup está-
ticos para sistemas incertos discretos no tempo
com atrasos nos estados e saturação de atuadores,
sendo as incertezas e o atraso variantes no tempo.
As condições propostas, que são convexas, garan-
tem que as trajetórias do sistema sejam limitadas
e possuam um ńıvel mı́nimo de desempenho ℓ2 na
sáıda regulada. Diferente de outros resultados na
literatura, a abordagem proposta pode considerar
o caso em que os atrasos possuem taxa limitada
de variação, o que pode resultar em análises e pro-
jetos menos conservadores. Exemplos numéricos
demonstram a eficiência das condições propostas
comparadas a similares encontradas na literatura.
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