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Abstract— This work proposes a nominal stabilizing model predictive control strategy of systems with stable
and repeated pure integrating poles. The controller is synthesized on the basis of a proposed state space model
from the incremental form of inputs as an analytical expression of the step response of the system, which allowing a
controller design offset-free through a one-step optimization formulation. This controller is applied to a nonlinear
ball and beam system within a cascade scheme, tested for the output tracking and disturbance rejection cases.
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Resumo— Este trabalho apresenta uma abordagem de controle preditivo nominalmente estdvel para sistemas
com polos estéveis e integradores puros repetidos. O controlador é construido com base em um modelo de espaco
de estados na forma incremental das entradas para a resposta ao degrau analitico do sistema e produz uma lei
de controle livre de off-set e em uma camada de otimizagdao. O controlador é aplicado ao sistema barra e bola
nao-linear como alternativa & estrutura de controle e testado com cendrio de busca de setpoint e também rejeigao
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1 Introducao

A principal caracteristica de um sistema subatu-
ado é a existéncia de mais varidveis controladas
que manipuladas e, de modo geral, sao controlados
em cascata (Olfati-Saber, 2001). O controle em
cascata é composto por dois controladores, o mes-
tre que modifica a referéncia do segundo (denomi-
nado de escravo), e este define o sinal de controle.
Este tipo de estrutura de controle visa abrandar,
principalmente, duas limitagoes (Brosilow and Jo-
seph, 2002): i) Saida intermediaria afeta direta-
mente a varidvel principal controlada; ii) O ga-
nho do segundo processo, incluindo o controlador
é nao-linear. O sistema em discussdo, se encaixa
no primeiro grupo, pois a saida do sistema é afe-
tada diretamente pela saida do primeiro controla-
dor.

Por outro lado, uma abordagem proeminente
é o uso de controladores MPC. Esses controlado-
res utilizam a modelagem do sistema como forma
de prever sua resposta, quando uma agao de con-
trole é inserida no sistema. Em sistemas subatu-
ados, um MPC pode substituir os controladores
mestres ou toda a estrutura de controle em cas-
cata. Esse tipo de controlador produz uma lei de
controle restrita capaz de encontrar uma solugao
viavel na presenca de restrigoes, indiferentemente
se sao impostas nas entradas, nos estados ou nas
agoes de controle (Nagrath et al., 2002; Afram and
Janabi-Sharifi, 2014).

O presente artigo propdée um controlador
MPC com garantia da estabilidade nominal aglu-
tinando os controladores propostos por Odloak
(2004), o qual é direcionado a sistemas estdveis em
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malha aberta, e Costa et al. (2016), que é aplicdvel
a sistemas com polos integradores repetidos. A
garantia da estabilidade é alcancada através da
imposicao de um horizonte de predigao infinito as-
sociado com uso de restrigoes terminais para limi-
tar o custo. O controlador é aplicado a um sis-
tema barra e bola (ball and beam), substituindo
o controle em cascata de controladores PID por
um unico controlador MPC de horizonte infinito
- IHMPC. O modelo de predigao do controlador
é baseado numa expressao analitica da resposta
ao degrau do sistema, cuja descricao de modelo
permite a formulagdo de um unico problema de
otimizagao livre do erro de regime permanente.
Do ponto de vista pratico, os estados realimenta-
dos para o sistema sao fornecidos pela solugao das
equagoes diferenciais encontradas a partir da mo-
delagem fenomenoldgica do sistema, considerando
as devidas acoes de controle fornecidas pelo con-
trolador.

2 Construcao do Modelo

A modelagem completa do sistema Ball and Beam
possui duas equagoes diferenciais. A primeira rela-
ciona a velocidade de rotagao do angulo do servo-
motor & tensdo aplicada ao motor (Equacao (1))
e a segunda associa a posicao da bola na barra
com o angulo de inclinacao do servo mecanismo
(Equacao (2)).

T80 4 Boysialt) = AnVinl) (1)
2x
d dtgt) — Kypsen(O)) 2)
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em que, w;(t) é a velocidade de rotagao do angulo,
V.. tensdo aplicada ao motor, ©; angulo de in-
clinacao do servo. Jeq, Beg,vy Am € Kpp sd0 cons-
tantes funcao das especificagoes do sistema e car-
regam informagoes tais quais momentos de inércia,
gravidade, massa da bola, tamanho da haste, en-
tre outros.

A cinematica vetorial fornece a relacao entre
a posicao ©; e a velocidade angular w; da seguinte
forma:

d
ﬁ(%(t)

wi(t). 3)
Substituindo (3) em (1) e aplicando a trans-
formada de Laplace, obtém-se a funcao de trans-

feréncia que relaciona o angulo ©; a tensao V,,:

K
s(ts+1)

_ 6u(s) _

PS(S) Vm(s) -

(4)

A Equagdo (2) pode ser linearizada conside-
rando sen(©;) =~ ©; para angulos pequenos e,
através da transformada e Laplace, tem-se que:

X(S) - Kbb
= 372

Pbb(s) - ®l(5)

()

Para relacionar a posigao da bola na barra e a
tensdo aplicada ao servo-mecanismo, substitui (4)
em (5), entao:

Ky K
s3(rs+1)

(6)

As funcoes de transferéncia (4), (5) e (6) des-
crevem um sistema subatuado, uma vez que possui
dois estados controlados, posi¢ao do angulo ©;(s)
e posigdo da bola na barra X(s), e apenas uma
varidvel manipulada V,(s).

A estrutura de controle fornecido pelo fabri-
cante é uma cascata constituida por um controla-
dor mestre PV (do inglés: Proportional Velocity) e
um escravo PIV (do inglés Propotional Integrator
Velocity), tal qual o diagrama da Figura (1).

Xyls) 84x(s) Vel Ol s)
=0 0 Cs,x(s)l—"s-|Ps,x(s)}—’|"—51Pbb,x(s)’f‘f-s

Figura 1: Diagrama de controle do barra e bola.
Fonte: (Apkarian et al., 2011).

A estrutura de controle em cascata permite
que ambos os controladores calcule agoes de con-
trole efetivas, porém limitadas dentro do permi-
tido ao sistema fisico.

Ao utilizar controladores IHMPC, é possivel
algumas configuragoes, dentre elas (Nagrath et al.,
2002): i) ITHMPC mestre definindo o “setpoint”
de um PID servo, (Costa et al., 2016); ii) IHMPC
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em uma camada. Para utilizar a abordagem com
um tnico controlador é necessario construir-se um
modelo em espacos de estados em que ambas
as variaveis controladas sejam explicitadas como
saidas do modelo.

Utilizando os procedimentos apresentados por
(Rodrigues and Odloak, 2003b) e (Costa et al.,
2016) propoe-se aqui a constru¢ao de um modelo
SIMO para a resposta ao degrau para a seguinte
matriz de fungdes de transferéncia:

s3(Ts+1)

K
s(Ts+1)

G(s) = | (7)

em que Kp, = 0,4183, K = 1.5286, 7 = 0.0248 e
o sistema resultante, no formato padrao de espaco
de estados, é:

x Iny 0 T x5 B
x5t =|0 Fs* 0] x| + |B%| Auy
X'Ln 0 0 Fin xin an

k+1 k

(8)

s
t

ol

s

%

%

[Y}k = {Iny wet 0] |:

|

A construcdo das matrizes

Fffwt,nst)’
zzmnm) e W § feita com base na quantidade
de estados que o sistema possui. Considerando o
sistema de equagoes (7), tem-se um polo estével e
trés polos integradores puros na primeira fungao
de transferéncia e um estavel e um integrador
na segunda. Sob essas condigOes, as matrizes
resultantes sao:

—rAt 0
Ff;j) = |:8 0 e—rAt:| (10)
s 10
Wt — [O J (11)
At 0 A2 A8
= {0 At 0 0 ] (12)
(1) 0 2At 3A¢
in __ 0 (2) 0 0
F o 0 1 sar|€ (13)
0 0 0 1
B* — [<§> fl} , (14)
(O)Bil
com:
s __ 340 7 !
By, =dd;+Y di; At (15)
=1
i=1,...ny; j=1, ...nu; I =1, ...nin,
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0\ jst _—rAt
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o =[] e
0/ %2,
Diqa
) D
Bi" — %,2,1 , 18
Dy, (18)
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em que:

ni

-3

f=i

l,i,5

({)dﬁLjAtfl.

3 Formulagao do controlador IHMPC

O controlador preditivo de horizonte infinito com
estabilidade nominal garantida, proposta neste
trabalho, possui a fungao objetivo da seguinte
forma:

Te = lly(k+jlk) =¥y — Oy
=1
m—1
+ ) 1Ak + k)[R +18y.k 15, +|6in,
=0

(19)

As matrizes Q,, e R sao positiva-definidas com
dominio real e ponderam a importancia sobre as
varidveis controladas e o esforco de controle, res-
pectivamente. A referéncia de controle é repre-
sentada por y,, o horizonte de controle é m e a
matriz I'; é definida, genericamente, como:

J
L= (F") (20)
i=0

O uso das restrigoes terminais é indispensavel
para tornar o custo da funcao objetivo da Equagao
(19) limitado. Para impoé-las, calcula-se o erro de
predicao até o horizonte de controle m, e o termo
infinito torna-se:

ley k+ jlk)

ysp - Tr(jfm)(sin,k”éy

- Tr(j—m)éin,k ||?Qy

=D ly(k+ k) = yap = Oy = TL(m)Gini iy, +
=1

D olly(k+m+jlk) =y — 8y — T80kl
j=1

(21)

1001

XIIT Simposio Brasileiro de Automacao Inteligente
— 4 de Outubro de 2017

a partir das equagoes do modelo (8), a predigao da
saida apds o horizonte de controle até j tempos de
amostragem posteriores € escrita como:

vk +m+jlk) =x°(k + mlk)+
\IlSt(FSt)jXSt(k +m|k)—|—

7L;x"™ (k + m|k) (22)

ao substituir a Equacdo (22) na Equagao (21)

chega-se a condicao ideal de impor-se as restrigoes
terminais:

Zl\y k+ j|k)

= ZHY(k +41k) = Yop — Oy

j=1

—7L(j—m)Bin,

—Ysp —
2
- TF(jfm) 6in,k ||Qy

+ ZHxs(k +mlk) + P(F x5 (k + m|k)+
j=1
+7T,;x" (k + m|k)

=8y — L0 xld,

(23)

- YSp

A partir da Equagdo (23), pode-se estabele-
cer as seguintes restri¢oes para limitar os estados
integradores puros e os artificiais:

Xs(k + m|k) —Ysp —
x"(k4+mlk) — &

8,5 =0

ink =0

Todavia, os estados estaveis do sistema sao
autorregulados e, portanto, convergentes. Assim,
o custo terminal desta parcela é calculada através
da solucao da equacao de Lyapunov e resulta em:

DN E ! (k+ mlk) (I, = [ (k + mlk) g
j=1
(26)

onde Qy é a solugao da equacao de Lyapunov:

Qy — (FSt)T<\I’St>TQyFSt‘I’St + FStoFSt (27)

Sob as condigoes supracitadas, é possivel es-
tabelecer o seguinte problema de otimizagao:
Problema P1

min Jk
Aug, 0y,ky Oin,k
Sujeito & (24), (25) e

Au(k+jlk) eU,j=0,...m—1,
Ymin S y(k +]|k) S ymaxvj = 07 ey

(28)
(29)
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A

Observacao 1: 4,4 € 0, sdo varidveis de
folga inseridas na fungao objetivo para suavizar
o problema na presenca de cendrios restritivos.
Uma vez que estao diretamente relacionadas com
a saida do sistema, é necessario cuidado ao esco-
lher as matrizes de pesos S, € R™*™ e S, €
R™MnXnin para que o sistema ndo apresente erro
de regime ao final do horizonte de controle. Em
termos praticos, utiliza-se valores em ordens de
grandeza superior a Q,, de modo que o algoritmo
de otimizacao apenas as utilize quando necessério.
Observagao 2: Observa-se no modelo, Equagao
(8), que os estados x*, bem como as saidas do sis-
tema, crescerd indefinidamente se os estados inte-
gradores x*™ nao forem limitados. Através da im-
posicao da restri¢ao (25) e do uso de uma matriz
S;n positivo definida, garante-se que as varidveis
de folga sejam zeradas ao se alcancar um estado
estacionério.

Observagao 3: A funcao objetivo do Problema
P1 serd assintoticamente decrescente a partir do
momento em que as variaveis de folga associadas
aos estados integradores serem zeradas. Assim, a
estabilidade assintética do Problema P1 é for-
malizada através do seguinte teoremas:

Teorema 1: Considerando um sistema ndo per-
turbado com polos estdveis e integradores repeti-
dos, cujo conjunto de matrizes de estados (A,B)
€ estabilizdvel. Se, no instante k, hd solucao vidvel
para o Problema P1, respeitada a observagdo
3, entao as agoes de controle calculadas através
da solucao desta lei de controle levard o sistema
assintoticamente para o estado estaciondrio de
equilibrio, se este for atingivel.

Prova: A prova é baseada nos conceitos apre-
sentados por (Muske and Rawlings, 1993) e é
composta pela jungao da demonstragao da esta-
bilidade nominal para sistemas estdveis (Odloak,
2004) e dos sistemas com polos integradores repe-
tidos (Costa et al., 2016).

Entao, seja a solugao étima no instante k é:

Au; = [Au*(klk)" Au*(k+1]k)" ...
Au'(k+m—1k)"]" ed)

—Aumaz < Al_l(k +]‘k) < AUmaz

Au(k+jlk) =0, >m

Umin < u(k - 1) + Zz:o Auk + ’L|k) < Umaz
(30)

(31)

Ao inserir a acdo de controle Au*(k|k)" e
mover o sistema para o proximo instante de amos-
tragem a solucao herdada é:

Aty = [Au(k+1]k)T ...
Au*(k+m—1]k)T 07T,

6y,k-+1 - 6;7]{:. (32)

A solugao herdada, Equagao (32), também sa-
tisfaz as restrigdes terminais das Equagoes (24) e
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(25) e produz uma solucéo vidvel no instante k+1.
A convergéncia assintética também é direta, uma
vez que a fungao objetivo com a solugao otima é:

Toe = lly(k+jlk) =y — 8, 4118,
j=1
m—1

+ ) [lAut(k + IR R+
7=0

5,, (33)

com a solucdo herdada (32), o novo valor da
funcao objetivo é:
m

j2,k+1 = Z”y(k +1 +J|k) - YS]) - Sy,k-&-lH%Qy

j=1
m—1 B
+ > Ak + 1+ k) R+, k113, -
j=0
(34)
Subtraindo (34) de (33) restard:
Sk — Jierr =(y(k + 1]k) — Ysp — 6Z,k)T “Qy
(Y(k + 1|k) - ysp - 6:,,1@)
+Au* (kk) " RAu (k|k), (35)

portanto, desde que Q, e R sejam matrizes po-
sitiva, definidas, os termos do lado direito da
Equagio (35) serd positivo, logo Jy gy1 < I k-
Como consequéncia direta, a solucao o6tima no
instante k + 1 produzird Jy, ., = j17k+1, 0 que
implica em J7, ., < Ji, e, portanto, a fungao
objetivo definida pelo Problema P1 é assinto-
ticamente decrescente provando que esta é uma
funcao de Lyapunov.

4 Resultados

Nesta se¢cao mostra-se os resultados da simulagao
do controlador frente a uma planta nao-linear.
Este cendario segue o rigor adequado para ava-
liar a robustez do controlador, em virtude do mo-
delo desta natureza se aproximar de uma condicao
mais realista do sistema. Adicionalmente, o con-
trolador IHMPC precisa gerenciar bem os graus
de liberdade, uma vez que o sistema é subatuado
(duas varidveis controladas e uma manipulada) e
priorizar a saida mais importante. As equacoes do
sistema, considerando a dinamica do servo-motor
(Equagoes (1) e (2)) s@o resolvidas a cada ins-
tante de amostragem com a insergao das agoes de
controle calculadas pelo controlador proposto no
Problema P1.

O controlador proposto possui garantia da es-
tabilidade nominal do sistema em malha fechada,
desta forma, os parametros de sintonia sao utiliza-
dos para adequar o desempenho do sistema. Com
a sintonia adequada, é possivel obter uma resposta
sem sobressinal e oscilagbes. Os parametros esco-
lhidos no teste realizado foram: m = 3, @,
1, 1], R=[1, 1], S, = 10°, S;;, = 10°.
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Figura 2: Diagrama de controle do barra e bola
com controlador ITHMPC.

Atencao especial deve ser dada ainda no pro-
jeto do filtro de Kalman, utilizado para atualizar
os estados da planta antes da realimentacao ao
controlador. Na simulacao realizada, priorizou-
se os estados fornecidos pela planta como forma
de inserir no controlador mais informagoes so-
bre o sistema nao-linear. A matriz de ganhos de
Kalman, representado no diagrama da Figura (2)
como K f, possui dimenséao {nyx (ns+nst+nint)}
e seus valores sao:

[0.9006 0 ]
0 0.3638

0.0010 0
0 0.0063

Kf= 109518 0
0 0.0773

0.3004 0
10.0313 0 |

O teste realizado compreende variacao de es-
tado estaciondrio partindo da origem para yi,sp =
0, 1m e retornando apéds o instante de amostragem
k = 50 e, também, a inser¢ao de um distiurbio nao
medido no instante k£ = 80.

Na saida do controlador foi imposta uma res-
tricao de modo que a varidvel principal, posi¢ao
(y1), esteja entre os limites fisicos do sistema
[-0,2 0,2]m. Por outro lado, para a segunda
variavel controlada do sistema, angulo de in-
clinagdo da barra (y2), estabeleceu-se uma res-
trigdo de [—2,25 2,25]° além da referéncia cons-
tante na origem y2 o, = 0. Essas imposicoes visam
evitar duas situagoes: i) crescimento indefinido do
angulo; ii) sustentagao da barra com angulo de re-
pouso fora da origem. Como forma de evitar que
a solucao do problema de otimizagao seja inviavel,
as referéncias, obrigatoriamente, devem estar con-
tidas nos intervalos das restrigoes, para que sejam
ativadas apenas em casos de sobrevalor.

As saidas do sistema sao mostradas na Figura
(3). O controlador é efetivo ao buscar a nova re-
feréncia para y;. Do mesmo modo, o angulo de in-
clinagao da barra, yo, manteve-se dentro dos limi-
tes estabelecidos e permaneceu saturado de modo
que a posicao da bola fosse para o ponto adequado
e retornou a origem apos y; atingir a referéncia es-
pecificada. As agoes de controle, Figura (4), mos-
tram que os valores de tensao aplicados no sistema
sdo distantes dos limites [-5V, +5V]. O valor
absoluto da tensao esta diretamente relacionado
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com a velocidade de variacao do angulo do motor,
desta forma, os valores calculados pelo controla-
dor sao agoes de controle suaves, porém efetivas.
Nas Figuras (3) e (4) também é possivel obser-
var a resposta e as acoes do controlador quando
um disturbio persistente nao medido, d = 0.01V,
é inserido no sistema no instante de amostragem
k = 80. Como seria esperado, a perturbagao pro-
duz um deslocamento da varidvel manipulada de
valor contrario ao do disturbio inserido.

£02 . .
4
3 0.1 ;
3 \
5
£, . . VAN
0 20 40 60 80 100
5
2.0 N AN
o |V U N
{ )
<
= . . . .
0 20 40 60 80 100

Tempo de amostragem/s.

Figura 3: Saidas do sistema.

%1072

o

Tensé&o aplicada no motor/V.

20

40 60
Tempo de amostragem.

80

100

Figura 4: Entrada do sistema.

Um dos pré-requisitos para a garantia de es-
tabilidade de um controlador é o comportamento
da funcao objetivo ser monotonicamente decres-
cente, tal qual uma funcdo de Lyapunov. Respei-
tadas as Observagoes 1, 2 e 3 em conjunto com
o uso da planta linear, o controlador proposto no
Problema P1 possuira tal caracteristica. Toda-
via, a comparagao das Figuras (5) e (6) mostra
que, conforme as varidveis de folga sao zeradas,
a funcao custo caminha monotonicamente para a
origem mesmo com o uso de uma planta nao li-
near.
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Figura 5: Fungao objetivo do Controlador.
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Figura 6: Varidveis de folga do Controlador.

5 Conclusoes

Este trabalho apresentou um controlador ITHMPC
em uma camada de otimizagao, utilizando a abor-
dagem de restri¢oes terminais semelhante aos tra-
balhos de Rodrigues and Odloak (2003a) e Costa
et al. (2016). O controlador foi submetido a um
teste em planta nao-linear com restri¢coes nas en-
tradas e nas saidas em um sistema subatuado. As
principais conclusoes sao:

e Controlador foi capaz de levar ambas as
variaveis de saidas ao seu estado estacionario
desejado;

e Factibilidade do controlador mesmo em
condigoes restritas;

e Eficiente ao rejeitar distirbio nao medido
persistente.
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