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Abstract— This paper addresses the synthesis of sampled-data Takagi-Sugeno (T-S) fuzzy control laws aiming
to ensure closed-loop stability for a class of continuous-time nonlinear systems. The proposed approach is based
on a local T-S fuzzy model for the nonlinear system and the use of a looped-functional to deal with the aperiodic
sampling effects. From these ingredients, conditions in a quasi-LMI form (i.e. they are LMIs provided a scalar
parameter is fixed) are proposed and then incorporated to convex optimization problems to compute the controller
matrices. A numerical example illustrates the proposed methodology.
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Matrix Inequality (LMI).

Resumo— Este trabalho aborda o projeto de uma lei de controle fuzzy Takagi-Sugeno (T-S) amostrada, com
objetivo de garantir a estabilidade do sistema em malha fechada para uma classe de sistemas não-lineares em
tempo cont́ınuo. A abordagem é baseada em um modelo fuzzy T-S para um sistema não-linear e no uso de
um looped-funcional para lidar com os efeitos da amostragem aperiódica. A partir disso, condições na forma de
quasi-LMI (i.e. são LMIs se o valor de uma variável escalar for fixado) são propostas e então incorporadas em
problemas de otimização convexos para o cálculo das matrizes do controlador. Um exemplo numérico ilustra a
metodologia proposta.

Palavras-chave— Controle amostrado, modelo fuzzy Takagi-Sugeno (T-S), controle fuzzy, sistemas não-
lineares, inequação linear matricial (LMI).

1 Introdução

Os modelos fuzzy Takagi-Sugeno (T-S) são uma
poderosa ferramenta matemática para represen-
tar a dinâmica de alguns sistemas não-lineares
(Takagi e Sugeno, 1985). Nestes modelos, um sis-
tema não-linear é representado como uma soma
ponderada de subsistemas lineares (Lam e Ling,
2008) que localmente descrevem a dinâmica do
sistema não-linear. A partir desses modelos, vá-
rios trabalhos presentes na literatura consideram
o controle fuzzy T-S para obter condições estabi-
lizantes para sistemas não-lineares (Katayama e
Ichikawa, 2004; Wu et al., 2014).

Entretanto, poucos trabalhos consideram for-
malmente o controle amostrado fuzzy T-S para
sistemas não-lineares, onde em sua maioria, é
considerado apenas o caso da amostragem perió-
dica. Em Katayama e Ichikawa (2004) e Nguang e
Shi (2003), são propostas condições estabilizantes
para projeto de uma lei de controle H∞ por reali-
mentação de sáıda através de inequações de Ric-
cati. Uma outra abordagem considerada em siste-
mas amostrados são os funcionas de Lyapunov-
Krasoviskii ou Lyapunov-Krasoviskii functionals
(LKF) que permitem considerar a evolução da
planta em tempo cont́ınuo em conjunto com a
lei de controle amostrada, evitando assim o uso
de métodos de discretização. Em Lam (2009),
são propostas condições LMIs estabilizantes por
realimentação de estados, enquanto que em Lam
e Seneviratne (2009) é considerado o seguimento

de um modelo de referência. Também utili-
zando LKFs, em Lam e Ling (2008) é considerada
uma função custo para projeto de um controlador
ótimo. Já em Lee et al. (2010), uma abordagem
diferente é empregada, onde propõe-se um modelo
fuzzy T-S discreto aproximado para o sistema não-
linear visando o projeto de um controlador fuzzy
por realimentação de estados.

Considerando o caso de intervalos de amos-
tragem aperiódicos, podem ser citados Wu et al.
(2014), Kim et al. (2016) e Li et al. (2014), por
exemplo. Em Wu et al. (2014) e Kim et al. (2016),
a partir de um LKF, condições LMIs são propostas
para projetar uma lei de controle fuzzy T-S por re-
alimentação de estados que garanta a estabilidade
exponencial. Ademais, na segunda referência, a
lei de controle também pode ser uma realimen-
tação de sáıda. Em Li et al. (2014), condições
LMIs são propostas para projeto de um controla-
dor fuzzy T-S estabilizante por realimentação de
sáıda ou de estados e atenuação de perturbações
para sistemas de suspensão de um véıculo.

Neste trabalho, são propostas condições es-
tabilizantes na forma de quasi-LMIs para proje-
tar uma lei de controle amostrada fuzzy T-S para
uma classe de sistemas não-lineares. Diferente-
mente da maioria dos artigos existentes na lite-
ratura, como em Wu et al. (2014), neste artigo,
define-se uma região de validade do modelo fuzzy
T-S que descreve a dinâmica da planta não-linear
localmente (Silva et al., 2014). Uma alternativa
menos conservadora aos LKF, a abordagem por
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looped-funcional (Briat e Seuret, 2012) é utilizada
para lidar com os efeitos da amostragem aperió-
dica. Um exemplo numérico ilustra o método.
Notação. Os conjuntos N, R+, Rn, Rn×n e Sn repre-

sentam o conjunto de números naturais, reais positi-

vos, vetores de n-dimensões, matrizes n×n e matrizes

simétricas de Rn×n, respectivamente. Para um escalar

T2, K define o conjunto de funções cont́ınuas no inter-

valo [0, T ] para Rn, com 0 < T ≤ T2. ‖ · ‖ representa

a norma Euclidiana. O sobrescrito ‘ ′’ representa ma-

triz transposta. ⊗ representa o produto de Kronecker.

A notação P > 0 significa que P é positiva definida.

He{A} > 0 refere-se a A + A′ > 0. I e 0 são matrizes

identidade e zero de dimensão apropriada. Co{·} de-

nota um envelope convexo. A(i) e x(i) correspondem

a i-ésima linha da matriz A e ao i-ésimo elemento do

vetor x, respectivamente. E (P,c) corresponde ao con-

junto E (P,c) = {x∈Rn;x′Px≤ c}, com P = P′ > 0, c > 0.

2 Formulação do Problema

Considere uma classe de sistemas não-lineares
autônomos em tempo cont́ınuo descrita como:

ẋ(t) = f (x)x(t)+ g(x)u(t), (1)

em que as funções f (·) : Rn → Rn×n e g(·) : Rn →
Rn×m são cont́ınuas e (localmente) Lipschitz, com
f (0) = g(0) = 0, x ∈ Rn e u ∈ Rm são os vetores de
estados e de entradas de controle.

2.1 Modelo Fuzzy

Um modelo fuzzy T-S pode ser utilizado para re-
presentar o sistema não-linear (1). Assim, consi-
dere r ∈ N+ o número finito de regras fuzzy que
descrevem localmente o sistema não-linear (1),
sendo a i-ésima regra definida como:

Se α1 é Mi,1 e . . . e αp é Mi,p
Então ẋ(t) = Aix(t)+ Biu(t), (2)

onde α j é a variável escalar de premissa, com
j = 1, . . . ,p, que depende dos estados. Mi, j com
i = 1, . . . ,r são os conjuntos fuzzy. Ai ∈ Rn×n e
Bi ∈Rm×n são matrizes conhecidas dos subsistemas
lineares que representam localmente o comporta-
mento do sistema não-linear (1) (Mei et al., 2001).

A dinâmica do sistema descrito pelo modelo
fuzzy (2) pode ser representado por

ẋ(t) =
r

∑
i=1

σi(α){Aix(t)+ Biu(t)} , (3)

onde σi(α) é a função de pertinência normali-
zada, tal que σi ∈ [0,1], ∑

r
i=1 σi = 1 e σi(α) =

wi(α)/(∑
r
i=1 wi(α)), onde a função de pertinência

do conjunto fuzzy Mi, j é wi(α) = ∏
p
j=1 µi, j(α j),

com wi(α) ≥ 0, ∀i = 1, . . . ,r, ∑
r
i=1 wi(α) > 0 e

µi, j(α j) é o grau de pertinência ao conjunto Mi, j.
Considerando-se as funções não-lineares em

(1), a partir de uma escolha adequada das regras

e dos subsistemas, um modelo fuzzy T-S (2) pode
representar a dinâmica do sistema não-linear (1)
dentro de uma região limitada RV , i.e. uma região
de validade (Silva et al., 2014). Considera-se que
RV é um conjunto poliédrico descrito por:

RV = {x ∈ Rn;
∣∣H(v)x

∣∣≤ η(v), v = 1, . . . ,vc}, (4)

com η(v) > 0, H(v) ∈ R1×n.

2.2 Controlador Fuzzy Amostrado

Considera-se uma abordagem com dados amos-
trados para a implementação da malha de con-
trole, i.e. o valor de x(t) é medido somente no
instante de amostragem tk, com tk sendo uma
sequência crescente de escalares positivos tais que⋃

k∈N[tk,tk+1) = [0,+∞). A diferença entre dois ins-
tantes de amostragem consecutivos é definida por
Tk = tk+1− tk e assume-se que o intervalo de amos-
tragem Tk satisfaz 0 < T1 ≤ Tk ≤ T2. O caso par-
ticular no qual Tk = T1 = T2 > 0 ∀k corresponde a
estratégia de controle com amostragem periódica.
No intervalo [tk,tk+1), o valor amostrado de x(t) é
mantido constante por meio de um segurador de
ordem zero (ZOH). Em particular, assume-se uma
abordagem de controle através de uma realimen-
tação de estados fuzzy T-S amostrada, ou seja, a
i-ésima regra é dada por:

Se α1 é Mi,1 e . . . e αp é Mr,p
Então u(t) = Kix(tk), tk ≤ t < tk+1

(5)

onde Ki ∈ Rm×n é a matriz de realimentação de
estados da i-ésima regra a ser projetada, com
i = 1, . . . ,r. A partir de (5), a sáıda inferida do
controlador fuzzy é dada por:

u(t) =
r

∑
i=1

σi(α)Kix(tk), tk ≤ t < tk+1. (6)

O conjunto de todas as condições iniciais
(x(0) ∈ Rn), tais que, as correspondentes trajetó-
rias do sistema em malha fechada (1)-(6) conver-
gem assintoticamente para a origem, corresponde
a região de atração da origem (Ra) (Khalil, 2002).
Dada a dificuldade de determinar analiticamente
Ra, um problema de interesse é determinar uma
estimativa da Ra, denotado por X0, tal que,
X0 ⊂ Ra ⊆ Rn. Assim, é posśıvel enunciar o se-
guinte problema:

Problema 1 Projetar as matrizes de ganhos Ki,
com i = 1, . . . ,r e determinar uma estimativa X0
da Ra tal que, ∀x(0) ∈X0 todas as trajetórias do
sistema não-linear (1) com a lei de controle amos-
trada (5) convirjam assintoticamente para a ori-
gem com Tk ∈ [T1,T2].

Como a lei de controle (6) será gerada a partir
do modelo fuzzy do sistema (1), o qual é válido
apenas em RV , para que a estimativa de Ra seja
válida, deve-se ter X0 ⊆RV . Além disso, X0 deve
ser um conjunto invariante.

XIII Simpósio Brasileiro de Automação Inteligente

Porto Alegre – RS, 1o – 4 de Outubro de 2017

1063



3 Preliminares

Nesta seção, são propostas condições para assegu-
rar a estabilidade assintótica da origem do sistema
em malha fechada (1)-(6) através do modelo T-S
(3), localmente válido em RV . A abordagem por
looped-funcional (Seuret, 2012) é utilizada para
lidar com os efeitos da amostragem aperiódica.

3.1 Abordagem por Looped-funcional

Para obter condições de estabilidade para o sis-
tema (3) com a lei de controle (6), foca-se no com-
portamento do sistema no intervalo [tk,tk+1). Para
isso, defina xk(τ) ∈Kn como (Seuret, 2012):

xk(τ) = x(tk + τ), τ ∈ [0,Tk].

Considerando o sistema em malha fechada for-
mado por (3) e (6), tem-se que o modelo fuzzy
(Silva et al., 2014) para τ ∈ [0,Tk] é dado por:

ẋk(τ) = A(σ)xk(τ)+ B(σ)K(σ)xk(0), (7)

com as matrizes

A(σ) =
r
∑

i=1
σi(α)Ai,

B(σ)K(σ) =
r
∑

i=1

r
∑

c=1
σi(α)σc(α)BiKc.

(8)

O seguinte Teorema apresenta condições de
base relativas à abordagem por looped-funcional
para a solução do Problema 1, que pode ser
visto como uma extensão do Teorema 1 de Seu-
ret (2012).

Teorema 1 Considere uma função quadrática V :
Kn→ R+, definida como:

V (xk(τ)) = x′k(τ)Pxk(τ), P = P′ > 0, P ∈ Sn (9)

e um funcional V0 : [0, T2]×Kn→R que satisfaz:

V0(Tk,xk) = V0(0,xk) = 0, ∀k ≥ 0,
V0(τ,xk) > 0, ∀τ ∈ (0,Tk).

(10)

Defina o looped-funcional W (τ,xk) = V (xk(τ)) +
V0(τ,xk) e seja Ẇ (τ,xk) a derivada temporal de
W (τ,xk) ao longo das trajetórias do sistema em
malha fechada (7). Se ω é uma função classe-K
e as seguintes inequações são satisfeitas para todo
Tk ∈ [T1,T2] e v = 1, . . . ,vc

Ẇ (τ,xk)≤−ω

(∥∥∥∥xk(τ)
xk(0)

∥∥∥∥) , (11)

x′kH ′(v)H(v)xk ≤ η
2
(v)V (xk), (12)

então ∀x(0) = x0(0) pertencente ao conjunto X0 =
E (P,1) = {x ∈ Rn;x′Px≤ 1} segue que:

(i) ∆V (k)≤−T1ω(‖xk(0)‖), ∀k≥ 0, com ∆V (k) =
V (xk+1(0))−V (xk(0));

(ii) as trajetórias correspondentes do sistema em
malha fechada (7) ficam confinadas em X0
(i.e. X0 é um conjunto positivo e invariante)
e convergem assintoticamente para a origem.

Prova: Assumindo que x(0) = x0(0) ∈ E (P,1),
então, a partir de (11), tem-se Ẇ (τ,xk) ≤
−ω (‖xk(0)‖). Integrando Ẇ (τ,xk) em um inter-
valo de amostragem segue que

Tk∫
0

Ẇ (τ,xk)dτ ≤−
Tk∫
0

ω (‖xk(0)‖)dτ, (13)

a qual, como V0(Tk,xk) = V0(0,xk), para todo k, re-
sulta em V (xk(Tk))−V (xk(0)) ≤ −Tkω(‖xk(0)‖) ≤
−T1ω(‖xk(0)‖). Assim, conclui-se a prova do item
(i) e, adicionalmente, segue que lim

k→∞
xk(0) = 0.

Resta agora garantir que lim
t→∞

x(t) = 0 ∀x(0) ∈
E (P,1). Considerando um intervalo de amostra-
gem qualquer e ρ → 0+, tem-se

W (ρ,xk) = V (xk(ρ))+V0(ρ,xk). (14)

Como V0(ρ,xk) > 0 para 0 < ρ < Tk, então:

W (ρ,xk) >V (xk(ρ)). (15)

A partir de (11) e (14), segue que

W (ρ,xk) < W (0,xk) = V (xk(0)). (16)

Logo, a partir de (15) e (16), tem-se

V (xk(ρ)) <V (xk(0)). (17)

A partir da prova do item (i), segue que
V (xk(0))→ 0, para k→ ∞, então de (17) também
segue que V (xk(ρ))→ 0, para k→∞ e, consequen-
temente, xk(ρ)→ 0 ∀ρ ∈ [0,Tk] quando k→∞. Por-
tanto, conclui-se que lim

t→∞
x(t) = 0.

Por outro lado, se x(0) ∈ E (P,1), tem-se que
V (x(0)) ≤ 1, assim, a partir de (12), para v =
1, . . . ,vc, tem-se x(0)′H ′(v)H(v)x(0) ≤ η2

(v). Logo,

garante-se que x(0) ∈ RV . Como (i) é válido, de
(17) segue que ∀k ≥ 0 e ∀τ ∈ [0,Tk], xk(τ) perten-
cente a região de validade do modelo fuzzy T-S
definido em (4). 2

4 Condições Estabilizantes

Nesta seção, a partir dos resultados teóricos do
Teorema 1, condições na forma de quasi-LMIs são
propostas para a solução ao Problema 1. Para
isso, considere a função de Lyapunov definida em
(9) e o seguinte funcional que satisfaz a condição
(10) do Teorema 1:

V0(τ,xk) = (Tk− τ)

{
(xk(τ)− xk(0))′F(xk(τ)

−xk(0))+ 2(xk(τ)− xk(0))′Gxk(0)

+τx′k(0)Xxk(0)+
τ∫
0

ẋ′k(θ)Rẋk(θ)dθ

}
,

(18)
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com matrizes definidas positivas R, F e X ∈
Sn e uma matriz G ∈ Rn×n que satisfaçam[

F G′−F
G−F F−2G

]
> 0. A partir das definições de

V e V0, o seguinte Teorema pode ser enunciado.

Teorema 2 Se existem matrizes definidas positi-
vas P̃, R̃, F̃ ∈ Sn e X̃ ∈ Sn, matrizes G̃, Ỹ ∈ Rn×n,
Q̃ ∈ R3n×n, K̃i ∈ Rm×n, i = 1, . . . , r e um escalar
positivo ε satisfazendo

Π̃
i,c
1 + Tκ Π̃2 + Tκ Π̃3 < 0, (19)[
Π̃

i,c
1 −Tκ Π̃3 Tκ Q̃
∗ −Tκ R̃

]
< 0, (20)[

P̃ Ỹ H ′(v)

∗ η2
(v)

]
> 0, (21)[

F̃ G̃′− F̃
G̃− F̃ F̃−2G̃

]
> 0, (22)

∀κ = 1,2, c = 1, . . . , r, v = 1, . . . ,vc, com

Π̃
i,c
1 = He

{
M′1P̃M3−M′12G̃M2− Q̃M12

}
−M′12F̃M12

+ He
{

(εM′1 + M′3)
(
AiỸ M1− Ỹ M3

+
(
BiK̃c

)
M2
)}

,

Π̃2 = M′3R̃M3 + He
{

M′3(F̃M12 + G̃M2)
}
,

Π̃3 = M′2X̃M2,

(23)

e com as matrizes auxiliares

M1 = [I 0 0] , M2 = [0 I 0] , M3 = [0 0 I] ,

M12 = M1−M2,
(24)

então a lei de controle (6) com as matrizes de ga-
nho Kc = K̃cỸ−1, c = 1, . . . ,r, asseguram que para
qualquer sequência de intervalos de amostragem
satisfazendo 0 < T1 ≤ Tk ≤ T2 e ∀x(0) ∈ E (P,1) com

P = Ỹ ′−1P̃Ỹ−1, as correspondentes trajetórias con-
vergem assintoticamente para a origem do sistema
em malha fechada (1)-(6).

Prova: Considere a função V (xk) e o funcional
V0(τ,xk) definidos em (9) e (18), respectivamente.
Derivando W (τ,xk) = V (xk) + V0(τ,xk) em relação
a τ segue que

Ẇ =2ẋ′k(τ)Pxk(τ)− (xk(τ)− xk(0))′ [F(xk(τ)− xk(0))

+2Gxk(0)]+(Tk− τ)
[
ẋ′k(τ)2Gxk(0)

+2ẋ′k(τ)F(xk(τ)− xk(0))+ ẋ′k(τ)Rẋk(τ)
]

+(Tk−2τ)xk(0)′Xxk(0)−
∫

τ

0
ẋ′k(θ)Rẋk(θ)dθ .

(25)

Considere uma matriz Q ∈ R(3n)×n e defina
χ(τ) = [x′k(τ) x′k(0) ẋ′k(τ)]′, como R > 0, tem-se(

ẋk(θ)−R−1Q′χ(τ)
)′R(ẋk(θ)−R−1Q′χ(τ)

)
≥ 0,

(26)

para θ ∈ [0,τ] e τ ∈ [0,Tk]. Integrando (26) no in-
tervalo [0,τ] tem-se que (Seuret e Gomes da Silva
Jr., 2012):

∫
τ

0
ẋ′k(θ)Rẋk(θ)dθ ≥ 2χ

′(τ)Q(xk(τ)− xk(0))

− τχ
′(τ)QR−1Q′χ(τ). (27)

A partir das matrizes auxiliares (24) e de (25) e
(27), tem-se

Ẇ ≤ χ
′(τ)[Π̂1 +(Tk− τ)Π2 +(Tk−2τ)Π3

+ τQR−1Q′]χ(τ), (28)

com Π̂1 = He
{

M′3PM1−QM12−M′12GM2
}
−

M′12FM12, Π2 = He
{

M′3FM12 + M′3GM2
}

+ M′3RM3
e Π3 = M′2XM2.

A partir de (7), desde que xk(τ) ∈ RV , ∀τ ∈
[0,Tk], segue que (Y1xk(τ) + Y2ẋk(τ))′[A(σ)xk(τ) +
(B(σ)K(σ))xk(0)− ẋk(τ)] = 0, para quaisquer ma-
trizes Y1 e Y2 de dimensão apropriada. Suponha
que Y2 é não-singular e considere Y1 = εY2 e Ỹ =
Y−1

2 . Então, definindo a transformação de simila-
ridade χ̃(τ) = Ξ−1χ(τ), com Ξ = diag{Ỹ , Ỹ , Ỹ}, é
posśıvel reescrever (28) como:

Ẇ ≤ χ̃
′(τ)[Ξ′Π1(σ)Ξ +(Tk− τ)Ξ

′
Π2Ξ

+(Tk−2τ)Ξ
′
Π3Ξ + τΞ

′QR−1Q′Ξ]χ̃(τ), (29)

sendo Π1(σ) = Π̂1 + He{Θ(σ)}, com Θ(σ) =
(Y1M1 +Y2M3)′[A(σ)M1 B(σ)K(σ)M2 −M3]. A
partir do lado direito da inequação (29), define-
se Ψ̃1(σ) = Ξ′Π1(σ)Ξ + (Tk − 2τ)Ξ′Π3Ξ + (Tk −
τ)Ξ′Π2Ξ+τΞ′QR−1Q′Ξ. Assim, a fim de satisfazer
a condição (11), deve-se verificar:

Ψ̃1(σ) < 0. (30)

Então, por argumentos de convexidade, a partir
das expressões de A(σ) e B(σ)K(σ) dadas em (8),
uma condição necessária e suficiente para assegu-
rar a inequação (30) consiste em verificar

Ψ̃
i,c
1 = Π̃

i,c
1 +(Tk− τ)Π̃2 +(Tk−2τ)Π̃3

+ τQ̃R̃−1Q̃ < 0 (31)

∀i,c = 1, . . . ,r, com Π̃
i,c
1 ,Π̃2 e Π̃3 definidos em (23),

e com as seguintes mudanças de variáveis P̃ =
Ỹ ′PỸ , F̃ = Ỹ ′FỸ , G̃ = Ỹ ′GỸ , Q̃ = Ξ′QỸ , K̃i = KiỸ ,
X̃ = Ỹ ′XỸ .

Além disso, levando em conta τ ∈ [0,Tk] e
Tk ∈ [T1,T2], também por argumentos de con-
vexidade, segue que (19) e (20) asseguram
que (31) é satisfeita. Observe que (31) as-

segura que χ̃ ′(τ)Ψ̃
i,c
1 χ̃(τ) < 0. Assim, defi-

nindo Ψ
i,c
1 = (Ξ′)−1Ψ̃

i,c
1 Ξ−1, tem-se χ ′(τ)Ψ

i,c
1 χ(τ)≤

−|λmax|‖χ(τ)‖2, onde λmax = max
i,c=1,...,r

maxλ (Ψ
i,c
1 ),

com maxλ (Ψ
i,c
1 ) sendo o máximo autovalor de
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Ψ
i,c
1 . Como Ẇ (τ,xk) ≤ χ ′(τ)Ψ

i,c
1 χ(τ), segue que

Ẇ (τ,xk ≤ −|λmax|
∥∥∥[x′k(τ) x′k(0) ẋ′k(τ)

]′∥∥∥2
< 0. En-

tão, tem-se Ẇ (τ,xk) ≤ −|λmax|
∥∥∥[x′k(τ) x′k(0)

]′∥∥∥2
e,

assim, a condição (11) no Teorema 1 é satisfeita.
Ademais, as inequações (19) e (20) asseguram

implicitamente que Ỹ é não-singular, como tam-
bém a matriz Ξ. A partir da inequação (22) e da
definição das matrizes no Teorema 2, tem-se que
a condição (10) no Teorema 1 é satisfeita.

Pré e pós-multiplicando (21) por diag{Ỹ−1,I},
aplicando complemento de Schur, segue que (21)
garante que x′H ′(v)η

−2H(v)x− x′Px≤ 0. Assumindo

que x(t) ∈ E (P,1), ∀t ≥ 0 , então (12) é satisfeita,
i.e. se (19) e (20) são satisfeitas, (21) assegura que
x(t) ∈RV , ∀t ≥ 0. 2

5 Problemas de Otimização

Por definição, o conjunto E (P,1) obtido a partir
das condições no Teorema 2 está inclúıdo na Ra
e pode ser utilizado como uma estimativa desta.
Assim, para o projeto do controlador, são propos-
tos os seguintes problemas de otimização.

5.1 Maximização da Estimativa da Região de
Atração da Origem

A partir do Problema 1, dados T1 e T2, um pro-
blema de interesse é projetar os ganhos de reali-
mentação que maximizem a estimativa E (P,1) da
Ra, considerando algum critério de tamanho. As-
sim, o seguinte problema de otimização maximiza
o menor eixo de E (P,1), para γ > 0:

min γ

sujeito à[
γI I
I Ỹ ′+ Ỹ − P̃

]
> 0,

(19),(20),(21),(22).

(32)

5.2 Maximização do Intervalo de Amostragem

A partir do Problema 1, dado T1 e um conjunto
E (X0,1), projetam-se os ganhos de realimentação,
com objetivo de maximizar T2, tal que, ∀x(0) ∈
E (X0,1) as respectivas trajetórias do sistema em
malha fechada convirjam assintoticamente para a
origem. Isto pode ser obtido através do seguinte
problema de otimização:

max T2
sujeito à[

X0 I
I Ỹ ′+ Ỹ − P̃

]
> 0,

(19),(20),(21).

(33)

Observação 1 Note que as condições (19) e (20)
são LMIs para um escalar fixo ε e dados os limi-
tes T1 e T2 do intervalo de amostragem. Assim, o

problema (33) pode ser resolvido de forma itera-
tiva como um problema LMI para valores crescen-
tes de T2 e testando a factibilidade destas LMIs
em um grid em ε.

6 Exemplo Numérico

Considere o seguinte sistema de Lorenz retirado
de Wu et al. (2014)

ẋ1(t) = −ax1(t)+ ax2(t)+ u(t),
ẋ2(t) = cx1(t)− x2(t)− x1(t)x3(t),
ẋ3(t) = x1(t)x2(t)−bx3(t),

(34)

com x1(t)∈ [−d, d]. Assim, (34) pode ser represen-
tada pelo modelo fuzzy T-S (3) com as matrizes:

A1 =

−a a 0
c −1 −d
0 d −b

 , A2 =

−a a 0
c −1 d
0 −d −b

 ,
B1 = B2 =

[
1 0 0

]′
,

onde a = 10, b = 8/3, c = 28, d = 25 e as fun-
ções de pertinência σ1(x1(t)) = 0,5(1 + x1(t)/d) e
σ2(x1(t)) = 1−σ1(x1(t)).

Para comparar o método proposto com os
existentes na literatura, considera-se a aborda-
gem com amostragem periódica, i.e. Tk = T1 = T2.
A partir do Teorema 1 em Lam e Leung (2007)
e do Corolário 2 em Wu et al. (2014) com a
taxa de decaimento exponencial α = 0, o máximo
peŕıodo de amostragem obtido foi Tk = 0,0158 e
Tk = 0,0347, respectivamente. A partir do pro-
blema de otimização (33), com X0 = I, obteve-se
o máximo Tk fact́ıvel com valor de 0,0357. As-
sim, para T1 = T2 = 0,0357, as matrizes de ga-
nhos são K1 = [−30,5917 −18,7069 14,2800] e
K2 = [−30,5917 −18,7069 −14,2800], que asse-
guram a estabilidade assintótica da origem ∀x(0)∈
E (P,1), definido pela matriz:

P = 10−2

0,2216 0,0904 0,0000
0,0904 0,1329 0,0000
0,0000 0,0000 0,0705

 .
Na Figura 1, são apresentadas algumas trajetó-
rias do sistema para x(0) pertencente a borda de
E (P,1) e também apresenta um corte de E (P,1), no
plano definido pelos estados x1 e x2, com x3(0) = 0
(Figura 1 (a)) e no plano definido pelos esta-
dos (Figura 1 (b)), para diferentes valores de x3
(−37,6607; −36; −30; −20; −10; 0; 10; 20; 30; 36
e 37,6607). Observe que essas trajetórias conver-
gem para a origem como esperado. Já na Figura
1 (c), algumas trajetórias para x(0) /∈ E (P,1) são
mostradas. Para estas condições iniciais observa-
se um comportamento caótico.

Para Tk ∈ [0,02; 0,032], obtêm-se as matrizes
de ganhos K1 = [−34,5231 − 19,8194 14,4148],
K2 = [−34,5231 −19,8194 −14,4148], que asse-
guram a estabilidade assintótica da origem ∀x(0)∈
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Figura 1: Para Tk = 0,0357, sinais (em azul) para x(0) na fronteira de E (P,1), x(0) /∈ E (P,1) (em vermelho)
e cortes de E (P,1) (em preto) no plano definido pelos estados.
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Figura 2: Sinais para x(0) = [10 10 10]′ e Tk ∈
[0,02; 0,032], com x1, x2 e x3 em linha tracejada,
pontilhada e cont́ınua, respectivamente (preto:
método proposto, vermelho: (Wu et al., 2014)).

E (P,1) definido pela matriz com traço 3,819×
10−3:

P = 10−2

0,2054 0,0847 0
0,0847 0,1163 0

0 0 0,0601

 .
Para x(0) = [10 10 10]′, tal que, x(0) ∈ E (P,1),
na Figura 2, o sinal de controle e os estados x(t)
são apresentados (em preto), com intervalo de
amostragem variante em que Tk ∈ [0,02; 0,032]. A
partir dos resultados apresentados em Wu et al.
(2014), para as mesmas condições, com α = 0,
os sinais estão apresentados em linhas vermelhas,
com os ganhos K1 = [−10,9721 −11,2913 −1,6762]
e K2 = [−12,3223 −11,3633 −1,5819] e E (P,1), de-
finido pela matriz com traço 7,877:

P =

 7,5339 −0,1284 −0,0748
−0,1284 0,1734 −0,0525
−0,0748 −0,0525 0,1697

 .
A partir das condições propostas e observando os

sinais simulados apresentados na Figura 2, os es-
tados convergem para a origem. Observe que as
condições propostas permitem obter um limite do

intervalo de amostragem maior que os outros mé-
todos existentes e uma estimativa da Ra maior do
que a obtida a partir de Wu et al. (2014) quando
comparados os traços das matrizes P. Ademais,
diferentemente de Wu et al. (2014), o método pro-
posto considera as restrições do modelo fuzzy T-S,
representada pelo conjunto RV , como ilustrado na
Figura 1 (a) (linha tracejada em preto).

7 Conclusão

Este artigo abordou o problema da śıntese de uma
lei de controle fuzzy T-S por realimentação de es-
tados com dados amostrados para estabilização de
uma classe de sistemas não-lineares em tempo con-
t́ınuo. Estas condições também são válidas para
a análise de estabilidade, para isso, basta consi-
derar as matrizes Ki, i = 1, . . . ,r, como conheci-
das. Considerou-se que os intervalos de amostra-
gem são variantes dentro de limites máximo e mı́-
nimo. O método proposto considerou explicita-
mente uma região de validade do modelo T-S fuzzy
para o sistema não-linear. Problemas de otimiza-
ção convexos foram propostos para projetar a lei
de controle que maximiza uma estimativa de Ra
ou maximizar T2, para o qual a estabilidade as-
sintótica da origem do sistema de malha fechada
é assegurado. Um exemplo numérico foi apresen-
tado para mostrar as caracteŕısticas do método
proposto e suas vantagens com relação aos exis-
tentes na literatura.
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