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Abstract— Reducing system order is a common practice in many control system applications, especially in situations where the
modeling step results in complex high order models. The analysis of such models proves to be a difficult and often impractical
task for online applications, in addition to consuming a lot of computational resources. Thus the study for the development of
methodologies for the reduction of dynamic models has attracted the attention of some researchers in the last decades. Firefly
Algorithm (FA) is an efficient and recent swarm intelligence-based optimization algorithm for optimization in continuous search
spaces. This paper proposes a methodology for the use of FA to perform the reduction of SISO (Single Input Single Output) sys-
tems based on the minimization of error between response of original model and reduced model, when is apply a step signal. To
evaluate the results obtained, a comparison is made with some classical methods available in the literature.

Keywords— Metaheuristics, Swarm intelligence, Control system, parameter optimization.

Resumo— A redugdo de ordem de sistemas é uma pratica comum em muitas aplicagdes de sistemas de controle, principalmente
em situagdes quando a etapa de modelagem resulta em modelos complexos de alta ordem. A anélise de tais modelos mostra-se
como uma tarefa dificil e muitas vezes inviavel para aplicagdes online, além de consumirem muitos recursos computacionais.
Deste modo o estudo para o desenvolvimento de metodologias para a reducdo de modelos dindmicos tem atraido a atencéo de al-
guns pesquisadores nas Ultimas décadas. O Firefly Algorithm (FA) é um eficiente e recente algoritmo de otimizacdo baseado em
inteligéncia de enxames para a otimizac&o em espacos de busca continuos. Neste trabalho propde-se uma metodologia para a uti-
lizagdo do FA para realizar a reducéo de sistemas SISO (Single Input Single Output) baseada na minimizagéo do erro da resposta
ao degrau do modelo original e o reduzido. Para avaliar os resultados obtidos é feita uma comparagéo com alguns métodos clas-

sicos disponiveis na literatura.

Palavras-chave— Metaheuristicas, Inteligéncia de enxames, Sistema de controle, otimizacéo de parametros.

1 Introdugéo

A redugdo de ordem de modelos dindmicos tem
se mostrado uma técnica efetiva para a simulagdo de
sistemas de grande porte, como por exemplo, siste-
mas de geracdo de energia elétrica interligados por
linhas de transmissdo, ja que estes modelos de ordem
elevada normalmente possuem um alto grau de re-
dundéancia e complexidade, o que pode dificultar o
processo de simulagdo, analise e/ou projeto de con-
troladores. Deste modo torna-se Util e muitas vezes
necessario representar tais sistemas usando modelos
de baixa ordem que representem adequadamente as
caracteristicas dindmicas dos sistemas (Bansal et al,
2011; Vasu et al, 2012; Sambariya & Sharma, 2016).

Muitas técnicas vém sendo propostas na literatu-
ra para realizar a reducdo de modelos de sistemas
dindmicos e uma vez que 0s sistemas encontrados
apresentam caracteristicas proprias, ndo foi possivel,
ainda, o desenvolvimento de uma técnica universal
que seja aplicavel a todos os casos. No entanto, o que
se observa é que cada método é melhor aplicado em
uma situacao especifica e tendo suas préprias vanta-
gens e desvantagens. O foco de cada técnica pode
variar de acordo com a aplicagdo, como por exemplo,
pode se ter mais interesse em produzir modelos que
se aproximem do comportamento do modelo original
em baixas frequéncias ou até mesmo produzir respos-
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tas com bons resultados de aproximacao para entra-
das do tipo degrau ou impulsiva (Bansal et al, 2011).
Entre as técnicas classicas propostas na literatura,
tem-se, por exemplo, a aproximagdo de Padé (Padé,
1892), o método de expansdo de fragdo continua
(Chen & Shieh, 1968), o método de correspondéncia
de momentos (Paynter & Takahashi, 1956), o método
de aproximagdo de Routh (Hutton & Friendland,
1975) e o0 método de retencdo de polos dominantes
(Davison, 1966). Embora muitas dessas abordagens
cléassicas produzam modelos reduzidos com respostas
temporais estaveis, em algumas situacbes o modelo
obtido pode vir a apresentar a caracteristica de fase
ndo minima, o que é indesejdvel. Na tentativa de se
obter melhores modelos de ordem reduzida tem-se
utilizado técnicas de otimizagdo em conjunto com
técnicas classicas, sendo que entre os métodos pro-
postos destacam-se 0s que utilizam algoritmos de
inteligéncia computacional (IC).

Entre os algoritmos pertencentes ao campo de
IC, as metaheuristicas sdo técnicas eficientes para
problemas de otimizagdo em espaco de busca com-
plexo, visando a producédo de solucdes aceitaveis em
tempos habeis. Tais caracteristicas as tornam exce-
lentes candidatas para o uso na reducdo de modelos.
O trabalho de Ferreira et al (2011) apresenta uma
abordagem para a otimizacdo da norma do coeficien-
te da funcédo de erro entre o modelo original e o redu-
zido utilizando algoritmos genéticos (AGs). Assadi e
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Abut (2016) utilizam AGs para realizar a reducdo de
ordem de modelos, tendo uma fungéo objetivo base-
ada nos coeficientes da Transformada Réapida de
Fourier. Na literatura estdo disponiveis outros traba-
Ihos que utilizam AGs para solucionar este tipo de
problema (Parmar et al, 2007; Saini & Prasad, 2010).

Outra classe de metaheuristicas que vem sendo
bastante utilizada para a reducdo de modelos séo os
algoritmos de inteligéncia de enxame (IE) que estdo
incluidos como técnicas de IC (Sambariya & Shar-
ma, 2016; Hachino et al, 2015; Marella et al, 2014;
Nadi et al, 2011). No trabalho de Vasu et al (2012) é
realizada a reducdo de sistemas SISO (do inglés —
single input single output) usando uma abordagem
que combina o método dos minimos quadrados e o
PSO (do inglés - Particle Swarm Optimization) para
obter, respectivamente, os coeficientes do denomina-
dor e numerador do modelo reduzido.

Neste trabalho, apresenta-se uma metodologia
para realizar a redugdo da ordem de modelos de sis-
temas dindmicos utilizando o FA (do inglés - Firefly
Algorithm), que é um algoritmo de IE inspirado no
comportamento social de vagalumes. Tal metodolo-
gia se baseia na minimizagdo do erro das respostas,
do sistema original e do modelo reduzido, para um
sinal de entrada do tipo degrau unitario. Propde-se
manter as caracteristicas dindmicas do modelo origi-
nal. Para avaliar a técnica proposta é feita uma com-
paracdo com duas técnicas cléssicas.

O restante do trabalho é dividido como apresen-
tado a seguir. A secéo 2 aborda os conceitos de redu-
cdo de ordem de sistemas e apresenta dois métodos
que serdo usados na compara¢do com o FA, cujas
caracteristicas e componentes sdo destacados na
secdo 3. A secdo 4 apresenta o uso do FA na reducédo
de ordem de sistemas. A secdo 5 destaca os resulta-
dos numeéricos obtidos e a secdo 6 faz uma breve
discursdo e observacéo sobre os resultados e apresen-
ta as conclusoes.

2 Reducéo de Ordem de Sistemas

Considerando a Equacéo (1) como sendo a fun-
cdo de transferéncia representativa de um sistema
linear, pode-se definir o problema da reducdo de
ordem como sendo a busca por um modelo matema-
tico de ordem menor gque se aproxime segundo uma
determinada métrica do modelo original (Aradjo,
2008).

bys™+bys™ 4t by _15+by
a;s"+as1+-+a,_s+an

G(s) = @)

O modelo reduzido pode ser representado pela
Equacdo (2), onde o polindmio g(s) temgrau r < m
e p(s) tem grau [ < n. Em suma, pode-se dizer que
reduzir a ordem deste modelo consiste em obter outra
funcdo de transferéncia, cuja ordem seja menor que
n, mas que apresente, aproximadamente, as mesmas
caracteristicas dindmicas do modelo original (Ferrei-
ra, 2011).
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a(s)
p(s)

6,(s) = @

Nos subtépicos 2.1 e 2.2 apresenta-se uma breve
descricdo dos dois métodos que serdo utilizados para
comparagdo com o FA.

2.1- Minimizacdo dos Coeficientes Polinomiais
da Fungdo Erro (MCPFE)

O método proposto em Araujo (2008) visa obter
0 modelo reduzido a partir da minimizacdo da funcédo
custo gerada pelo erro entre 0 modelo original e o
modelo reduzido. Os passos deste método podem ser
sintetizados como:

1) Especificar a estrutura e a ordem do mo-
delo reduzido, que é representado pela
funcéo de transferéncia G, (s).

2) Gerar a fungdo de transferéncia do erro

entre 0 modelo reduzido e o modelo ori-
ginal, Equacdo (3), onde q.(s) € p.(s)
sdo, respectivamente, o numerador e o
denominador da funcdo de transferéncia
do erro.

qe(s)
Pe(S)

e(s) = G(s) — G.(s) = ®)

3) Minimizar a norma quadrética dos coefi-

cientes do polindmio do numerador de

e(s) conforme a Equagéo (4).
min norm? { coef [q.(s)] }

s.a. p(s) é Hurwitz

(4)

2.2- Reducao por Padé

A aproximacdo de Padé é uma transformacédo
formal dos n primeiros termos de uma série de po-
téncias numa fungdo racional. Esta funcéo racional,
denominada “aproximagdo de Padé”, é expressa
como a razdo de dois polinémios, cuja expansdo em
série de Taylor reproduz completamente a série de
poténcias original até a ordem n. A aproximagdo de
Padé foi proposta em 1892, pelo matematico francés
Henri Eugéne Padé, para contornar o problema da
convergéncia das séries de poténcias (raio de conver-
géncia). Mas somente a partir de 1981, este método
de convergéncia ficou amplamente difundido em
trabalhos sobre fendémenos criticos (Souza & Coim-
bra, 2004).

3 Firefly Algorithm

3.1- Fundamentos

O FA é um algoritmo de otimizagdo bioinspira-
do, baseado no comportamento social de certos vaga-
lumes na natureza e proposto originalmente por Yang
(2008). O FA modela o comportamento de vagalu-
mes no verdo em regides tropicais. Nesta situacéo,
cada vagalume produz seu proprio padrao de lumino-
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sidade, que pode ser usado tanto para atrair suas
presas guanto se comunicar com outros vagalumes,
para conseguir parceiros reprodutivos. Esta capaci-
dade de comunicacéo diminui a medida que a distan-
cia entre os vagalumes aumenta (Xing & Gao, 2014).

No FA os comportamentos dos vagalumes, tais
como sua atratividade e comunicagdo, sdo usados
para realizar uma pesquisa no espago de busca pelas
melhores solucdes para o problema a ser otimizado.
Neste algoritmo, cada possivel solucdo é conhecida
como “vagalume” e seu brilho esta associado com o
seu valor da funcdo objetivo. Os vagalumes sdo atra-
idos pelos vizinhos que possuem o brilho mais inten-
S0, ou seja, aqueles com os melhores valores da fun-
cdo objetivo. Quando ndo existem vizinhos mais
“pbrilhantes” do que o vagalume em questdo, este ira
se movimentar de forma aleatoria pelo espaco de
busca (Xing & Gao, 2014).

3.2- Componentes do FA

No FA assume-se a existéncia de um enxame de
vagalumes e esta populagdo é usada para solucionar
0 problema, fazendo com que os individuos se mo-
vimentem de forma interativa pelo espaco de busca.
Cada vagalume é representado por um vetor de ta-
manho igual ao espaco de solucdes, Equacdo (5).
(5)

Xi = (%1, %5, 0, Xq)
Para cada vagalume é calculado seu valor de ap-
tiddo, aplicando-o na fungdo objetivo. A intensidade
da luz relativa observada por um vagalume i, a uma
certa distancia de outro vagalume j, € calculada
usando a Equagdo (6), onde r;; denota a distancia
euclidiana entre os dois vagalumes; y é o fator de
absor¢do da luz no meio (variade 0 al)el, é o
valor original da intensidade da luz, ou seja, o valor
calculado na funcdo fitness.
I=1,e7""i (6)
Cada vagalume possui um valor de atratividade
que indica o quéo forte ele ira atrair outros vagalu-
mes do enxame. Esta é inversamente proporcional a
distancia entre dois vagalumes. A fun¢éo de atracédo
de cada vagalume é determinada pela Equacdo (7),
onde B, é a atracdo a uma distancia r = 0.

B = Boe ™"V’ 7)

Por fim, o0 movimento de um vagalume i em di-
recdo a um vagalume j, causado por esta atracdo,
pode ser calculado usando a Equacéo (8), onde X;(t)
€ a posicdo corrente do vagalume i, X; € a posicdo do
vagalume j, a € um coeficiente aleatorio e &; € um
vetor aleatorio com distribuicdo gaussiana.

Xt +1) = X0 + Boe "V (X — X)) +ag,  (8)
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4 Reducédo de Ordem usando FA

Para utilizar o FA na reducdo de ordem de sis-
temas dinamicos, os vagalumes do enxame devem
representar os coeficientes dos polindmios para um
possivel modelo reduzido. Inicialmente, as posicGes
dos vagalumes sdo geradas de forma aleatoria e ava-
liadas para que se encontrem as melhores posi¢oes a
cada interacdo. Cada solucdo representada pelos
individuos do enxame é avaliada para que o algorit-
mo possa encaminhar o grupo para as regiées com os
vagalumes mais brilhantes. A avaliacdo é feita com
base no erro entre a resposta do sistema original e a
resposta do sistema representado por cada vagalume.
Os passos do algoritmo so:

1- Definir a estrutura do modelo a ser reduzi-
do.
Inicializar aleatoriamente o enxame de va-
galumes.
Calcular o erro entre as respostas do modelo
original y(t) e a do modelo reduzido y;, (t),
representado pelo vagalume n a uma entra-
da do tipo degrau, Equacédo (9), e em segui-
da calcular a funcdo custo ou erro médio
quadrético, Equacdo (10), onde m é o tama-
nho do vetor de erro e, (t).

2-

3-

en(t) = yn(t) —y(t) (9)

TLlen ()] (10)

F, = -

Calcular a atracéo relativa de cada vagalume
para o restante do enxame, a fim de melho-
rar a posi¢do de todos os individuos do en-
xame.
Verificar se algum vagalume atende ao cri-
tério de parada, isto é, ao nimero maximo
de iteracbes ou ao valor de erro maximo
admitido entre a resposta do modelo origi-
nal e a reduzida do melhor vagalume: caso
sim, retornar a melhor solucdo encontrada;
caso ndo, voltar ao passo 3.

5 Resultados Numéricos

Uma das caracteristicas das metaheuristicas é
que a correta parametrizacdo dos algoritmos leva a
desempenhos 6timos enquanto que uma configuracdo
de um dos parametros de forma errada influenciaria
de forma negativa no desempenho do mesmo. Desde
modo, com base nos valores encontrados na literatura
e através dos ensaios feitos, chegou-se aos parame-
tros de referéncia apresentados na Tabela 1 (Xing &
Gao, 2014). Adotou-se o espaco de busca positivo
para que os modelos reduzidos gerados sejam de
fases minimas.
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Tabela 1. Parametros do FA.

Parametros Valor
Populacéo 25
By 2
y 0,4
Espaco de busca [0,50]
Interagdo Maxima 100
Erro Maximo 6x107°

Para validacdo desta metodologia foram obtidos
modelos reduzidos de primeira, segunda e terceira
ordens para sistemas de quarta, sexta e oitava ordens,
respectivamente.

5.1- Caso 1: Sistema perfeitamente reduzido para
primeira ordem

Em Araljo (2008) foi utilizado a redugdo do
sistema representado pela Equagdo (11) para um
sistema de primeira ordem, para testar a eficiéncia do
método da minimizacéo dos coeficientes polinomiais
da funcdo do erro. Tal modelo apresenta o cancela-
mento perfeito de zeros e polos, gerando assim o
modelo exato reduzido da Equagéo (12).

605y = 453 + 2852 + 68s + 60 (11)
8T 41853+ 2452+ 325+ 15
) 4 (12)
G =
(s) s+1

Para analisar o desempenho do FA, para este
caso, foi realizada a reducdo do modelo da Equacédo
(11) para um modelo de primeira ordem representado
pela Equacdo (13), onde o FA devera encontrar 0s
melhores valores de a e b que conservem as caracte-
risticas dinamicas do modelo original.

a
s+b

G(s) = (13)

A Equacéo (14) mostra o modelo reduzido ob-
tido com o uso do FA. Sua resposta ao degrau unita-
rio é comparada com a resposta do modelo original,
na Figura 1. Na Figura 2, faz-se a comparacédo entre
as suas respostas em frequéncias.

(14)

Dos resultados obtidos, observa-se que o FA
gerou um modelo reduzido muito préximo do mode-
lo original, considerando o cancelamento dos polos e
zeros, 0 que demonstra a precisdo do método para
este caso, em que se tem um modelo reduzido exato.
O tempo médio para se obter o modelo reduzido,
para este exemplo, foi de 20 segundos.
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Figura 1. Caso 1: Comparagéo entre as respostas, ao degrau unita-
rio, do modelo original e do modelo reduzido encontrado pelo FA.
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Figura 2. Caso 1: Comparagéo entre os diagramas de Bode do

modelo original e do modelo reduzido encontrado pelo FA.
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5.2- Caso 2: Sistema Reduzido para Segunda Ordem

Para analisar o desempenho na reducdo de mo-
delos para sistemas de segunda ordem utilizou-se um
sistema de 6% ordem, com funcdo de transferéncia
dada na Equacdo (15). A Equacdo (16) apresenta a
estrutura do modelo de segunda ordem utilizado na
reducdo. O espaco de busca utilizado para os coefici-
entes, neste caso, foi [0,10], sendo mantido o restante
da Tabela 1.

s* + 65 + 96s5% + 780s + 3250 (15)
G(S) = 6 5 4 3 2
s6 + 13,255 + 158,65* + 59453 + 276552 + 10505 + 2500
A cs+d (16)
)= 57—
s’?+as+b

A Tabela 2 apresenta os valores dos coeficien-
tes do modelo da Equacdo (16) obtidos com o uso do
FA e com a técnica apresentada em Aradjo (2008).

Tabela 2. Valores dos coeficientes obtidos pelo FA e
pelo método proposto por Aratjo (2008).

Coeficientes FA MCPFE
a 0,1975 0,1829
b 1,009 0,9658
c 0 0,01207
d 1,317 1,255
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A Figura 3 apresenta as respostas de cada mo-
delo gerado com os coeficientes da Tabela 2. Como
se observa, tanto o FA quanto o MCPFE consegui-
ram seguir a resposta do modelo original. A Figura 4
mostra a comparacdo dos diagramas de Bode do
modelo original e do modelo obtido com o FA. Co-
mo pode ser observado, o modelo reduzido pelo FA
acompanha as caracteristicas da resposta em fre-
quéncia.

25 T T T T T

Resposta

0.5

m— Qriginal

0 1 I I 1 I
10 20 30 40

Tempo (s)
Figura 3. Caso 2: Comparagéo entre as respostas, ao degrau unita-
rio, do modelo original e do modelo reduzido pelo FA e MCPFE.

Bode Diagram
50 T T T T

-50

Magnitude (dB)

-100

-150
360

— — - Original
——-FA

180 — — -MCPFE| |

Phase (deg)

10 10°
Frequency (rad/s)
Figura 4. Caso 2: Comparagéo entre as respostas em frequéncias
do modelo original e a do modelo reduzido encontrado pelo FA e
MCPFE.

10°

5.3- Caso 3: Sistema Reduzido para Terceira Ordem

Para analisar o desempenho do FA, realizou-se
a reducgdo de sistemas para modelos de terceira or-
dem. Utilizou-se um sistema de 82 ordem, cujos coe-
ficientes do numerador e denominador de sua funcéo
de transferéncia sdo mostrados na Tabela 3. Os pa-
rametros do FA seguiram a Tabela 1.

Tabela 3. Coeficientes do polindmio do numerador e denominador
da funcdo de transferéncia do modelo original.

Coeficientes de Numerador Denominador

58 0 1

s’ 0 11233

s 0 82957

s° 1 403753

s* 72639 1,32x10°
s8 331114 2,794x10°
s? 978725 3,742x10°
st 1,816x10° 2,839x10°
50 907200 907210

60

10*
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A Equacdo (17) representa a estrutura do mode-
lo de 32 ordem utilizado na reducdo com o FA. A
Equacéo (18) mostra o0 modelo reduzido obtido pelo
FA.

0s) = es?+cs+d (17)
8= s3+as?+bs+k
43,39 (18)

O(s) =
(5) = 537308552 1 48525 7 43.35

A Figura 5 faz uma comparag&o entre a resposta
do modelo da Equacdo (18) e a resposta do sistema
original, além de comparar a resposta do modelo
reduzido utilizando a técnica da aproximacdo de
Padé, Equacédo (19). A Figura 6 mostra a comparacédo
dos diagramas de Bode.

—0,01531s” + 1,334s + 0,4366 (19)

s34 1,834s” + 1,827s + 0,4366

Gp(s) =

2220,

< o
= ©

Resposta

I
>

0.2

m— QOriginal

0 L L L L L L L L L

10
Tempo (s)

Figura 5. Caso 3: Comparagéo entre as respostas, ao degrau unita-
rio, para o modelo original, reduzido pelo FA e pela aproximagédo
de Padé.

Bode Diagram
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300 b R
360 [~

— — - Original
——-FA
T |- — -Padé

180

Phase (deg)

-180

-360 b
102 107"

102
Frequency (rad/s)
Figura 6. Caso 3: Comparacéo entre os diagramas de Bode do
modelo original, reduzido pelo FA e pela aproximacédo de Padé.

10° 10

A Figura 7 mostra a evolucédo do erro obtido pe-
lo melhor individuo em cada iteracdo do algoritmo.
Como pode ser observado, o erro diminui a cada
iteracdo, permanecendo constante ap0s ser encontra-
do o melhor resultado, demonstrando a capacidade
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de minimizacdo do mesmo. O tempo médio obtido
nas simulaces, para este caso, foi de 91,3 segundos.
10-2

Erro

104

20 30 40

Iteragéo

Figura 7. Caso 3: Valor otimizado do erro do melhor individuo por
iteracdo.

6 Concluséo

Neste trabalho, apresentou-se uma metodologia
para realizar a reducdo de ordem de sistemas dinami-
cos, utilizando o algoritmo de Inteligéncia Computa-
cional denominado Firefly Algorithm, para sistemas
do tipo SISO. Tal metodologia baseou-se na minimi-
zacdo do erro da resposta a uma entrada do tipo de-
grau, para o modelo original e para 0 modelo reduzi-
do. Foi proposto manter-se as caracteristicas dinami-
cas do sistema original. Para avaliar o desempenho
da técnica, realizou-se trés estudos de caso, onde
obtiveram-se modelos reduzidos de primeira, segun-
da e terceira ordens para os sistemas originais de
quarta, sexta e oitava ordens, respectivamente. Para
avaliacdo do algoritmo utilizado, fez-se uma compa-
racdo dos resultados com os obtidos por duas técni-
cas classicas. Demonstrou-se que o algoritmo obteve
um 6timo desempenho e gerou modelos reduzidos
com bons resultados. Deste modo, pode-se concluir
que o FA pode ser usado como uma ferramenta para
a reducdo de sistemas do tipo SISO.
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