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Abstract— This paper addresses the synchronization problem of two nonlinear Lur’e systems subject to control
saturation. In particular, the Lur’e nonlinearity is considered as a piecewise-linear function and a saturation-
based model is employed to describe its effect on the system dynamics. Utilizing Lyapunov arguments, linear
matrix inequalities are derived to ensure the asymptotic convergence of the synchronization error to zero, thus
guaranteeing that master states are tracked by the slave. A convex optimization problem that aims to maximize
the set of initial conditions for which synchronization is guaranteed is then derived in order to design the controller
parameters. The proposed method is illustrated by a numerical example regarding the synchronization of a Chua’s
circuit.
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Resumo— Este artigo trata do problema de sincronização entre dois sistemas não-lineares do tipo Lur’e sob
controle saturante. Particularmente, a não-linearidade do sistema Lur’e é considerada como uma função linear
por partes e um modelo baseado em saturação é empregado para descrever os efeitos desta não-linearidade na
dinâmica do sistema. Ao utilizar argumentos de Lyapunov, desigualdades matriciais lineares são obtidas para
assegurar a convergência assintótica do erro de sincronização a zero, garantindo assim que os estados do sistema
mestre são seguidos pelos do escravo. Um problema de otimização convexa que busca maximizar o conjunto
de estados inicias nos quais a sincronização é assegurada é então formulado para a obtenção dos parâmetros do
controlador. O método proposto é ilustrado por um exemplo numérico baseado na sincronização de um circuito
de Chua.

Palavras-chave— sincronização, sistemas do tipo Lur’e, saturação, funções lineares por partes

1 Introdução

A sincronização de sistemas não-lineares tem sido
um problema vastamente estudado, principal-
mente em relação a sistemas caóticos. É sabido
que as trajetórias de um sistema escravo podem
ser forçadas a sincronizar com o comportamento
de um sistema mestre, desde que ambos pos-
suam o mesmo modelo dinâmico (Pecora and Car-
rol, 1990). O problema estudado pode então ser
visto como um problema de controle, onde o ob-
jetivo é assegurar que a dinâmica do erro entre
os estados dos sistemas mestre e escravo é assin-
toticamente estável. Com base neste conceito,
diversas aplicações de sincronização caótica em
comunicação segura (Jiang et al., 2016), (Tayebi
et al., 2016), criptografia (Liu et al., 2016) e lasers
semi-condutores (Argyris et al., 2016) são encon-
tradas na literatura.

Dentre os sistemas não-lineares considerados
para sincronização caótica, uma classe de particu-
lar interesse é a de sistemas do tipo Lur’e, que po-
dem representar, por exemplo, o circuito de Chua
e atratores hiper-caóticos (Zhang et al., 2011). A
sincronização desta classe de sistemas pode ser
facilmente analisada no contexto de estabilidade
absoluta (Curran and Chua, 1997). Neste sen-

tido, destacam-se trabalhos que lidam com con-
trole H∞ (Suykens et al., 1997), atraso de comu-
nicação (Hua et al., 2015), (Palhares et al., 2008),
quantização (Zhang et al., 2011) e perturbações
na entrada dos sistemas (Kim and Persis, 2015).
Além disso, em muitos casos, as condições de es-
tabilidade ou de sincronização podem ser expres-
sas na forma de desigualdades matriciais lineares
– LMI (Palhares et al., 2007), o que permite li-
dar com os problemas de análise e śıntese de con-
troladores de uma forma eficiente com o uso de
otimização convexa.

Neste contexto, o problema de saturação do
sinal de controle é extremamente relevante para a
implementação de controles sincronizantes, onde
as limitações f́ısicas dos atuadores devem ser le-
vadas em conta na śıntese do controlador. Ne-
gligenciar este problema pode levar a um com-
portamento divergente, isto é, sem sincronização,
ou em uma performance transitória deteriorada
(Tarbouriech et al., 2011), caso o erro inicial en-
tre os estados mestre e escravo seja muito grande.
Por se tratar de um sistema não-linear, é impor-
tante garantir que a origem do sistema em malha
fechada seja globalmente estável ou, quando isto
não for posśıvel, garantir pelo menos a sua es-
tabilidade local (Castelan et al., 2008). O pro-

XIII Simpósio Brasileiro de Automação Inteligente

Porto Alegre – RS, 1o – 4 de Outubro de 2017

ISSN 2175 8905 1101



blema de maximização da estimativa da região de
atração para sistemas do tipo Lur’e é tratado, por
exemplo, em Castelan et al. (2005), em Gomes da
Silva Jr. and Tarbouriech (2005) e em Hu et al.
(2004). Nesta última referência é proposto o uso
de funções lineares por partes como um método
para modelar funções não-lineares com menos con-
servadorismo. No contexto do problema de sin-
cronização é então de interesse a maximização do
conjunto de condições iniciais para o qual a sin-
cronização é garantida. Por outro lado, o pro-
blema de sincronização de sistemas mestre-escravo
em sistemas com saturação é tratado, por exem-
plo, em Hao and Yang (2013), no qual um con-
trolador tolerante a falhas é proposto para garan-
tir a estabilidade local do erro de sincronização, e
em (Ma and Jing, 2014), no qual o problema da
sincronização de sistemas saturantes com atraso é
explorado no método H∞ .

Motivado pelos problemas acima, este artigo
trata do problema de sincronização de sistemas
Lur’e, cuja não-linearidade é descrita por uma
função linear por partes, sob controle saturante. A
não-linearidade do sistema será tratada com base
em um modelo de funções saturação, enquanto que
o controle saturante será tratado a partir de uma
condição de setor generalizada. Para garantir que
o erro de sincronização tenda a zero assintotica-
mente, isto é, que os sistemas entrem em sincronia,
serão propostas condições LMI obtidas a partir de
uma função de Lyapunov candidata e de condições
de setor para lidar com as não-linearidades acima.
Um exemplo numérico considerando o caso da sin-
cronização do circuito de Chua é empregado para
comparar o método proposto com um método que
utiliza uma condição de setor genérica (Fischmann
et al., 2017) com o intuito de mostrar o interesse
nos resultados obtidos.

Notações: A′ denota a transposta de A,
Sim{A} = A+A′, A(i) e A(i,j) são a i-ésima linha
e o (i, j) elemento da matriz A, respectivamente.
∗ significa que o elemento é simétrico. diag{A,B}
denota uma matriz bloco diagonal composta de
matrizes A e B. Dependências temporais e di-
mensões matriciais são frequentemente omitidas
quando podem ser determinadas pelo contexto.

2 Problema da Sincronização

Considere os seguintes sistemas não-lineares
mestre M e escravo S

M : ẋM = AxM +Bσ(CxM ) (1)

S : ẋS = AxS +Bσ(CxS) + u (2)

onde xM , xS ∈ Rn são respectivamente estados e
sáıdas dos sistemas mestre ou escravo, u(t) ∈ Rn

é a entrada de sinal de controle e σ(·) : Rm → Rm

é uma função vetorial não-linear descentralizada.

A, B, C são matrizes reais com dimensões apro-
priadas.

Considere que cada componente de σ(·), i.e.
σ(i)(·) : Rm → R, para i = 1, . . . ,m, satisfaz as
seguintes condições:

(i) é uma função não-linear cont́ınua com simetria
ı́mpar (i.e. σ(i)(−f) = −σ(i)(f)) e σ(i)(0) = 0,
∀i = 1, . . . ,m.

(ii) é linear por partes com

σ(i)(f) =


δ1(i)f(i), f(i) ∈ [0, b1(i)]

δ2(i)f(i) + c2(i), f(i) ∈ (b1(i), b2(i)]
...

δN(i)f(i) + cN(i), f(i) ∈ (bN−1(i),∞)

(3)
onde cj(i) , bj−1(i)(δj−1(i)− δj(i)) + cj−1(i), j =

2, · · · , N , com c1(i) , 0;

(iii) é monotonicamente crescente.

Observação 1 Por simplicidade de notação, os
desenvolvimentos a seguir consideram funções li-
neares por partes com apenas um ponto de quebra
(N = 2), porém os mesmos podem ser diretamente
estendidos para funções descritas por N > 2 in-
tervalos.

Foi demonstrado em Hu et al. (2004) que uma
função linear por partes pode ser reescrita a partir
de uma função saturação como segue, para i =
1, . . . ,m.

σ(i)(f) = δ2(i)f(i) + (δ1(i) − δ2(i))sat(i)(f, b1)

onde sat(f, b) : Rm × Rm → Rm é uma função
vetorial de saturação simétrica clássica, i.e.

sat(f, b) , sign(f) min(|f | , b).

Então, definindo a função zona-morta descen-
tralizada

Ψ1(f) = f − sat(f, b1) (4)

resulta na seguinte reestruturação de σ(·).

σ(f) = ∆2f + (∆1 −∆2)(f −Ψ1(f)) (5)

onde ∆l = diag{δl(1), . . . , δl(m)}, l = 1, 2.
Definindo agora e como sendo a diferença en-

tre os estados dos sistemas mestre e escravos, i.e.
e = xM − xS , então a dinâmica do erro segue a
seguinte equação

ė = (A+B∆1C)e−B(∆1 −∆2)Λ(Ce,CxS)− u
(6)

onde Λ(·, ·) : Rm ×Rm → Rm é uma função veto-
rial não-linear descentralizada definida da seguinte
forma:

Λ(f1, f0) , Ψ1(f1 + f0)−Ψ1(f0). (7)

Assumindo que todos os estados dos sistemas
mestre e escravo estão dispońıveis, então segue que
o controlador proposto é dado por

C : v = Ke (8)
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onde v é a sáıda do controlador e K ∈ Rn×n.
Devido à seguinte restrição de magnitude,

|u(k)(t)| ≤ u0(k), k = 1, . . . , n (9)

o sinal de controle é saturante, isto é:

u(k) = sat(k)(v, u0)

onde sat(v, u0) : Rn × Rn → Rn é uma função
vetorial de saturação simétrica clássica.

Então, de forma análoga a (4), é posśıvel
definir uma segunda função zona-morta descen-
tralizada

Φ(v) = v − sat(v, u0)

resultando na seguinte dinâmica do erro de sin-
cronização em malha fechada:

ė = (A+B∆1C −K)e
−B(∆1 −∆2)Λ(Ce,CxS) + Φ(v) (10)

O problema de sincronização é, portanto,
equivalente a um problema de estabilização, i.e.
caso lim

t→∞
e → 0 tem-se xS → xM . Entretanto,

devido à natureza não-linear do sistema, em al-
guns casos não é posśıvel garantir a estabilidade
global da origem de (10), ou seja, que o erro de
sincronização tenda a zero ∀xS(0), xM (0) ∈ Rn.
Nestes casos, o usual é a aplicação de uma abor-
dagem local na qual a sincronização é garantida
apenas se o valor inicial do sinal de erro pertence
a um conjunto admisśıvel Z0 contido na região de
atração da origem de (10).

Portanto, é formulado o seguinte problema de
interesse:

Problema 1 Determinar a matriz K do contro-
lador (8) de tal forma que todas as trajetórias do
sistema malha fechada (10) que comecem dentro
de um conjunto admisśıvel Z0 convirjam assinto-
ticamente para a origem.

Um problema de otimização impĺıcito ao Pro-
blema 1 é a determinação de K tal que o conjunto
Z0 é maximizado a partir de um dado critério.

3 Resultados Principais

Nesta seção, o projeto de um controlador que solu-
cione o Problema 1 vai ser abordado da seguinte
maneira: primeiramente, as funções não-lineares
Λ(Ce,CxS) e Φ(v) em (10) são analisadas através
de uma abordagem baseada em condições de se-
tores generalizados e, em seguida, condições na
forma de LMI s são obtidas para assegurar a es-
tabilidade do sistema em malha fechada. Final-
mente, um problema de otimização convexa é con-
siderado para determinar o ganho K que leva a
uma maximização do conjunto Z0 para o qual a
sincronização é assegurada.

3.1 Condições de Setor

Para lidar com a não-linearidade Λ(Ce,CxS) é
enunciado o seguinte lema:

Lema 1 Se σ(f) é tal que as suposições (i), (ii)
e (iii), são verdadeiras, então a função não-linear
Λ(f1, f0) = Ψ1(f1+f0)−Ψ1(f0) com Ψ(·) definida
em (4) é tal que a relação

Λ(f1, f0)′S1(Λ(f1, f0)− f1) ≤ 0, ∀f1, f0 (11)

é verificada globalmente para qualquer matriz S1

diagonal e positiva definida.

Prova: Por simplicidade considere m = 1. Neste
caso f1 e f0 são escalares.

Considere os seguintes casos:

(a) f0 > 0 e f1 > 0

I f0 < b1 e f1 + f0 < b1. Neste
caso Λ(f1, f0) = 0, pois Ψ1(f1 +
f0) = 0 e Ψ1(f0) = 0. Assim,
Λ(f1, f0)′S1(Λ(f1, f0)− f1) = 0.

II f0 < b1 e f1 + f0 > b1. Este caso
é precisamente o ilustrado na Fig. 1.
Assim Ψ1(f1 + f0) = f1 + f0 − b1 e
Ψ1(f0) = 0, portanto Λ(f1, f0) = f1 +
f0 − b1 > 0 e Λ(f1, f0)′S1(Λ(f1, f0) −
f1) = Λ(f1, f0)′S1(f1 + f0 − b1 − f1) =
Λ(f1, f0)′S1(f0 − b1). Como Λ(f1, f0) >
0, S1 > 0 e f0 − b1 < 0, então
Λ(f1, f0)′S1(Λ(f1, f0)− f1) < 0.

III f0 > b1 e f1 + f0 > b1. Tem-se
Ψ1(f1 + f0) = f1 + f0 − b1 e Ψ1(f0) =
f0 − b1, portanto Λ(f1, f0) = f1 + f0 −
b1 − (f0 − b1) = f1 > 0. Deste
modo, Λ(f1, f0)′S1(Λ(f1, f0) − f1) =
Λ(f1, f0)′S1(f1 − f1) = 0.

(b) f0 > 0 e f1 < 0

I f0 < b1 e −b1 < f1 + f0 < b1. O desen-
volvimento deste caso é idêntico ao de-
senvolvimento do caso (a)-I.

II f0 < b1 e f1 + f0 < −b1. Neste
caso Ψ1(f1 + f0) = f1 + f0 + b1 e
Ψ1(f0) = 0, resultando em Λ(f1, f0) =
f1 + f0 + b1 < 0 e, consequente-
mente, Λ(f1, f0)′S1(Λ(f1, f0) − f1) =
Λ(f1, f0)′S1(f1 + f0 + b1 − f1) =
Λ(f1, f0)′S1(f0 + b1). Como Λ(f1, f0) <
0, S1 > 0 e como f0 > 0 e
b1 > 0 tem-se f0 + b1 > 0 e então
Λ(f1, f0)′S1(Λ(f1, f0)− f1) < 0.

III f0 > b1 e f1 + f0 > b1. O desenvolvi-
mento deste caso é idêntico ao desen-
volvimento do caso (a)-III.
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IV f0 > b1 e −b1 < f1 + f0 < b1. Neste caso
Ψ1(f1 + f0) = 0 e Ψ1(f0) = f0 − b1, por-
tanto Λ(f1, f0) = −f0 + b1 < 0 e, con-
sequentemente, Λ(f1, f0)′S1(Λ(f1, f0) −
f1) = Λ(f1, f0)′S1(−f0 + b1 − f1) =
Λ(f1, f0)′S1(b1 − (f0 + f1)). Como
Λ(f1, f0) < 0, S1 > 0 e f1 +
f0 < b1 então b1 − (f0 + f1) > 0 e
Λ(f1, f0)′S1(Λ(f1, f0)− f1) < 0.

V f0 > b1 e f1 + f0 < −b1. Com esta con-
figuração, Ψ1(f1 + f0) = f1 + f0 + b1 e
Ψ1(f0) = f0 − b1, portanto Λ(f1, f0) =
f1 + f0 + b1 − (f0 − b1) = f1 + 2b1 <
0, pois neste caso nota-se que como
f0 > b1 tem-se f1 + b1 < f1 + f0 <
−b1. Assim, Λ(f1, f0)′S1(Λ(f1, f0) −
f1) = Λ(f1, f0)′S1(f1 + 2b1 − f1) =
2Λ(f1, f0)′S1(b1) e, como Λ(f1, f0) <
0, S1 > 0 e b1 > 0, então
Λ(f1, f0)′S1(Λ(f1, f0)− f1) < 0.

Devido à simetria ı́mpar de Ψ1(f), a mesma
análise pode ser realizada para os casos restantes
com f0 < 0. Como Ψ1(·) e Λ(·, ·) são descentrali-
zados a prova pode ser diretamente generalizada
para qualquer m > 1 considerando que S1 é uma
matriz diagonal positiva definida.

2

f0 b1 f1 + f0

f0

Ψ1(f1 + f0)

(f1 + f0)

f1
Λ1(f1, f0)

f

Ψ1(f)

Figura 1: Função não-linear Ψ1(f) delimitada por
setor.

A função não-linear Φ satisfaz a condição de
setor modificada de (Tarbouriech et al., 2011)
enunciada no lema a seguir:

Lema 2 Se v e w pertencerem ao conjunto
W(v, w) = {v, w ∈ Rn; |v(k) − w(k)| ≤ u0(k), k =
1, · · · , n}, então

Φ(v)′S2(Φ(v)− w) ≤ 0 (12)

é verificada para qualquer matriz diagonal S2 po-
sitiva definida.

3.2 Condições de Estabilidade

A partir dos Lemas 1 e 2 para o tratamento das
não-linearidades, o seguinte teorema é enunciado
para a solução do Problema 1.

Teorema 1 Se existem uma matriz simétrica po-
sitiva definida W ∈ Rn×n, matrizes diagonais po-
sitivas definidas T1 ∈ Rm×m e T2 ∈ Rn×n e ma-
trizes K̃ ∈ Rn×n e G̃ ∈ Rn×n satisfazendo as
seguintes LMIs Θ1 ∗ ∗
CW − (B(∆1 −∆2)T1)′ −2T1 ∗

G̃+ T2 0 −2T2

 < 0

(13)

[
W ∗

(K̃(k) − G̃(k)) u20(k)

]
> 0, k = 1, · · · , n (14)

com Θ1 = Sim{AW − K̃ +B∆1CW}
então segue que todas as trajetórias do sistema em
malha fechada (10) com K = K̃W−1 iniciadas no
conjunto

Z0 = {e ∈ Rn; e′Pe ≤ 1} (15)

com W = P−1 convergem assintoticamente para
a origem.

Prova: Definindo uma função de Lyapunov can-
didata V = e′Pe, onde P é uma matriz simétrica
definida positiva, e calculando a derivada de V em
relação às trajetórias do sistema tem-se

V̇ = Sim{e′P [(A+B∆1C −K)e
−B(∆1 −∆2)Λ(Ce,CxS) + Φ(v)]}.

(16)
Baseado nos Lemas 1 e 2 e assumindo v =

Ke e w = Ge tais que W(v, w) = W(e) = {e ∈
Rn; |(K(k) −G(k))e| ≤ u0(k), k = 1, · · · , n} então
segue que

Υ2 = Φ(v)′S2(Φ(v)−Ge) ≤ 0 (17)

é assegurado ∀e ∈ W(e). Por outro lado do Lema
1 tem-se que:

Υ1 = Λ(Ce,CxS)′S1(Λ(Ce,CxS)− Ce) ≤ 0.
(18)

Assim tem-se que:

V̇ ≤ Sim{e′P [(A+B∆1C −K)e
−B(∆1 −∆2)Λ(Ce,CxS) + Φ(v)]}
−2Υ1 − 2Υ2.

(19)
O lado direito de (19) pode ser escrito na

forma matricial ξ(t)′Γξ(t) com ξ = [e′ Λ′ Φ′]′ e

Γ =

 Sim{P (A+B∆1C −K)} ∗ ∗
S1C − (PB(∆1 −∆2))′ −2S1 ∗

P + S2G 0 −2S2


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Assim, definindo W = P−1, T1 = S−11 e
T2 = S−12 e pre- e pós-multiplicando a matriz Γ
por diag{W,T1, T2} resulta em

Γ̄ =

 Sim{(A+B∆1C −K)W} ∗ ∗
CW − (B(∆1 −∆2)T1)′ −2T1 ∗

T2 +GW 0 −2T2


Aplicando as mudanças de variável K̃ = KW e
G̃ = GW segue que Γ̄ < 0 é equivalente ao lado es-
querdo de (13). Assim, se (13) for verificada segue
que Γ̄ < 0 e, consequentemente, V̇ < 0 desde que
e ∈ W(e).

A relação (14) assegura que Z0 definido em
(15) esteja contido em W(e)., i.e. Z0 ⊂ W(e).
Esta prova é usual e segue os mesmos passos apre-
sentados em Tarbouriech et al. (2011). Como con-
sequência, a satisfação de (13)-(14) implica em
V̇ < 0 para todas as trajetórias do sistema em
malha fechada (10) iniciadas em Z0, o que conclui
a prova.

2

3.3 Problema de Otimização

Conforme mencionado anteriormente, um pro-
blema de interesse é a maximização do con-
junto de condições iniciais admisśıveis Z0 para as
quais é posśıvel garantir a convergência das tra-
jetórias em malha fechada para a origem. Baseado
no Teorema 1, pode-se propor um problema de
otimização para a obtenção da matriz de ga-
nhos K tendo como objetivo a maximização do
tamanho do conjunto Z0. O tamanho de Z0

pode ser medido em relação ao conjunto poliedral
Ξ = conv{ϑ1, ϑ2, . . . , ϑh} onde os vértices ϑh ∈
Rn, h = 1, ..., nv correspondem a direções nas
quais o conjunto deverá ser maximizado, conhe-
cidos a priori. Logo, o objetivo do problema
de otimização consiste em maximizar um escalar
γ > 0 de tal forma que γΞ ⊂ Z0. A solução deste
problema pode ser obtida através do seguinte pro-
blema de otimização:

min η
sujeito a[

η ∗
ϑh W

]
> 0, ∀h = 1, . . . , nv

Relações (13) e (14)

(20)

Assumindo γ =
1
√
η

, a minimização de η im-

plica na maximização de γ. Observe que uma vez
que as condições (13)-(14) são LMI s, então o pro-
blema de otimização (20) é convexo e pode ser
resolvido eficientemente através de pacotes com-
putacionais (LMI solvers).

4 Exemplo Numérico

4.1 O Circuito de Chua

O circuito de Chua pertence a uma classe parti-
cular de circuitos não-lineares que apresenta com-
portamento caótico. Este circuito é baseado em
três elementos armazenadores de energia (dois ca-
pacitores e um indutor) e um elemento não-linear
conhecido como diodo de Chua, que é normal-
mente descrito por uma função ı́mpar, linear por
partes com um ponto de quebra.

De acordo com a formulação apresentada em
Chua et al. (1985), este sistema pode ser generi-
camente representado no espaço de estados por

ẋ1 = α(−x1 + x2 − φ(x1))

ẋ2 = x1 − x2 + x3

ẋ3 = −βx2
(21)

onde φ(x1) é a função não-linear chamada de
diodo de Chua descrita por

φ(x1) =


−g2(x1 + 1) + g1, se x1 < −1

−g1x1, se |x1| ≤ 1

−g2(x1 − 1)− g1, se x1 > 1

(22)

com g1 > g2 > 0.
Segue que (21) e (22) podem ser re-escritas na

forma (1) e (2) com

A =

−α α 0
1 −1 1
0 −β 0

 , B =

α0
0

 , C =

1
0
0

′

e σ(Cx) = −φ(x1).
Para o restante desta seção serão considerados

os mesmos parâmetros numéricos apresentados em
Chua et al. (1985), sendo α = 9, β = 14.28, g1 =
1.143 e g2 = 0.714, que correspondem, a ∆1 =
−1.143, ∆2 = −0.714 e b1 = 1. Também assume-
se que o limite da saturação simétrica é dado por
por u0(k) = 2, k = 1, 2, 3.

4.2 Resultados

Resolvendo o problema de otimização (20) 1 com

Ξ = Co


 1

0
0

 ,
 0

1
0

 ,
 0

0
1


resulta nas seguintes matrizes

K =

 20.0690 2.3152 3.2770
2.3152 21.7507 −0.6821
3.2770 −0.6821 21.9420


P =

 0.3199 0.2811 0.1333
0.2811 0.7100 0.0589
0.1333 0.0589 0.1018


1MATLAB’s solver mincx (MATLAB 2013a, The Math-

Works Inc., Natick, MA, 2013) foi utilizado
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η = 0.7211

Com a finalidade de analisar o quanto o
método proposto gera uma melhoria, deve-se efe-
tuar uma comparação. Para obter as matrizes
e parâmetro η a seguir foi utilizado a metodolo-
gia descrita em Fischmann et al. (2017) adap-
tada para o cálculo de uma realimentação de es-
tados. Nessa referência a não-linearidade σ(Cx)
é tratada como uma não-linearidade de setor
genérica, sem levar em conta a particularidade de
tratar-se de uma não-linearidade linear por partes.
Neste caso obtém-se:

K =

 24.4327 2.2718 0.3173
2.2718 24.2447 0.3648
0.3173 0.3648 28.4485



P =

 0.3409 0.3322 0.1081
0.3322 1.0706 0.0336
0.1081 0.0336 0.1331


η = 1.0908

−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

e
1

e
2

Figura 2: Corte da região de atração estimada.
Em vermelho está representada a abordagem pro-
posta em Fischmann et al. (2017). Em azul está
representada a abordagem proposta neste artigo.

As regiões Z0 obtidas com o presente método
e com a abordagem de Fischmann et al. (2017) po-
dem ser visualizadas na Fig. 2, onde um corte das
duas regiões estão representadas, considerando
e3 = 0. Nota-se que a abordagem proposta neste
artigo leva a uma região Z0 maior.

Considerando as matrizes obtidas com o pre-
sente método e tomando a condição inicial e0 =
[0.6 0.6 0.5]′, de tal forma que o valor inicial do
erro se encontra no limite da região Z0, as Figs.
3 e 4 mostram os sinais de erro e de controle, in-
dicando que a sincronização é obtida. Na Fig. 5
é mostrado que a sincronização foi efetivamente
obtida uma vez que as trajetórias do mestre e es-
cravo assumem o mesmo valor em regime perma-
nente.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

t (s)

 

 

e
1

e
2

e
3

Figura 3: Comportamento temporal do sinal de
erro
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Figura 4: Comportamento temporal do sinal de
controle
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Sistema Escravo

Estado Inicial do Sistema Mestre

Estado Inicial do Sistema Estado

Figura 5: Trajetórias dos sistemas mestre e es-
cravo no plano x1 × x2

5 Conclusões

Neste trabalho foi apresentada uma abordagem
baseada em modelos de saturação para a sin-
cronização de sistemas Lur’e com funções linea-
res por partes. Além disto, considerou-se que o
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sinal de controle para fim de sincronização pode
eventualmente saturar. Tal abordagem resulta
em uma redução de conservadorismo quando com-
parado com o uso de condições de setor genéri-
cas, que ignoram particularidades da função não-
linear. Em particular, foi demonstrado através
de um exemplo numérico que o método pro-
posto resultou em uma estimativa da região de
atração maior do que o método que considera uma
condição de setor clássica para o elemento não-
linear. Em trabalhos futuros os resultados obti-
dos serão estendidos para o caso em que não há a
informação completa dos estados para controle e,
portanto, deverá ser considerado um controlador
dinâmico de sáıda, assim como considerado em
Fischmann et al. (2017).
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