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Abstract— This paper proposes a methodology of analysis and design aiming the guarantee of performance of
a discrete-time linear system subject to finite quantization on the input of the controlled plant. The logarithmic
quantization case is considered. Through LMI-based conditions, the guaranteed exponential decay coefficient
of the system is estimated. At first, the controller design allows to minimize that coefficient. Afterwards, the
controller is designed in order to maximize the region of validity of a required coefficient. Finally, a numerical
example is presented to validate the work.
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Resumo— Neste artigo, propõe-se uma metodologia de análise e projeto visando a garantia de desempenho
de sistemas lineares de tempo-discreto quando sujeitos à quantização finita na entrada da planta controlada.
Considera-se o caso da quantização logaŕıtmica. Utilizando condições baseadas em LMIs, estima-se o coeficiente
de decaimento exponencial garantido do sistema. Primeiramente, a śıntese do controlador permite minimizar
este coeficiente. Posteriormente, o controlador é sintetizado com o objetivo de maximizar a região de validade
de um coeficiente requerido. Por fim, um exemplo numérico é apresentado para validar o trabalho.
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1 Introdução

O uso de controladores digitais se tornou muito
comum em sistemas de controle nas últimas déca-
das. É amplamente sabido que alguns efeitos in-
desejados como atrasos temporais, assincronismo,
saturação e quantização estão impĺıcitos. Neste
contexto, a saturação pode não apenas reduzir o
desempenho de um sistema, mas também com-
prometer a estabilidade. De modo semelhante,
o efeito da quantização em sistemas de controle
é um fenômeno conhecido, o qual pode levar a
ciclos-limite, equiĺıbrios indesejados e comporta-
mento caótico, mesmo se o controlador for supos-
tamente estabilizante (Tarbouriech and Gouais-
baut, 2012). Agora que sitemas de controle em
rede estão se tornando cada vez mais populares,
pesquisas em quantização ganharam novamente
atenção da comunidade cient́ıfica (Brockett and
Liberzon, 2000), (Fridman and Dambrine, 2009).
Visto que os elementos do laço de controle tro-
cam informações através de um canal de comuni-
cação com largura de banda limitada, os sistemas
de controle podem ser ainda mais suscept́ıveis aos
efeitos da quantização.

No contexto de sistemas de tempo-discreto,
podem-se citar vários trabalhos lidando com śın-
tese de controladores ou observadores na presença
de quantizadores uniformes ou logaŕıtmicos, como
por exemplo, (Picasso and Colaneri, 2008) e (Xia
et al., 2013). Particularmente, em (Elia and Mit-
ter, 2001), mostrou-se que, para um sistema qua-
draticamente estabilizável, um quantizador loga-
ŕıtmico é a solução ótima em termos de densidade

mı́nima da quantização. Contudo, o quantizador
deve ter infinitos ńıveis, o que é imposśıvel de se
implementar na prática.

Muitos trabalhos foram desenvolvidos com en-
foque em controle de plantas instáveis, como em
(Campos et al., 2016) e (Maestrelli et al., 2012).
Neste caso, a abordagem por condições de setor
é aplicada para derivar condições quasi-LMI para
determinar um conjunto de estados iniciais admis-
śıveis e estimar um atrator, tais que todas as tra-
jetórias iniciando no primeiro conjunto entrarão
no atrator em tempo finito e permanecerão den-
tro do mesmo. No primeiro trabalho, analisa-se a
estabilidade do sistema sujeito a uma quantização
na entrada da planta ora uniforme, ora logaŕıt-
mica, considerando um controle por realimentação
de estados previamente conhecido. No segundo,
considera-se uma quantização logaŕıtmica na en-
trada e nos estados simultaneamente, e dessa vez,
usa-se um dado controle por realimentação dinâ-
mica de sáıda. Em (Campos, 2017), há uma ex-
tensão do primeiro trabalho que possibilita a śın-
tese do controlador nos casos uniforme e logaŕıt-
mico. Ainda, para o caso monovariável, (de Souza
et al., 2010) inicialmente propõe uma outra forma
de analisar problemas semelhantes aos anteriores.
Quando, além dos controladores, são também co-
nhecidos a priori o conjunto de estados iniciais e
o atrator, desenvolve-se um método para sinteti-
zar um quantizador logaŕıtmico finito. Além das
questões anteriores, (Fu and Xie, 2005) aborda a
análise de desempenho por um critério quadrático
ou pela minimização de norma L2 (controle H∞),
porém apenas para o caso de quantizadores loga-
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ŕıtmicos de infinitos ńıveis.
Este artigo propõe uma metodologia de aná-

lise e projeto visando a garantia de desempenho
de sistemas lineares de tempo-discreto quando su-
jeitos à quantização logaŕıtmica, saturação e zona-
morta. Ao contrário da maioria dos trabalhos
encontrados na literatura, o enfoque é dado em
controle de plantas estáveis. Por simplicidade,
considera-se a quantização apenas na entrada da
planta controlada. Utilizando condições de setor e
S-procedure, analisa-se o desempenho por meio da
estimativa do coeficiente de decaimento exponen-
cial garantido do sistema. Um problema de otimi-
zação baseado em LMIs é proposto para minimizar
este coefiente ao realizar a śıntese do controlador.
Posteriormente, considerando um coeficiente não
mı́nimo, porém aceitável, um segundo problema
de otimização permite maximizar a região de vali-
dade do mesmo. Finalmente, um exemplo numé-
rico é apresentado a fim de comparar os resultados
obtidos para o sistema em malha aberta e contro-
lado sob o efeito da quantização logaŕıtmica.

Notação. Ao longo do artigo, I denota a ma-
triz identidade e 0 denota a matriz nula (ou, equiva-
lentemente, o vetor nulo) de dimensões apropriadas.
Para uma matriz A ∈ Rn×m, A′, A(i), tr(A) denota
sua transposta, sua i-ésima linha e seu traço, respec-
tivamente. A matriz diag(A1, A2, . . . , An) é a matriz
bloco-diagonal tendo A1, A2, . . ., An como blocos dia-
gonais e, em matrizes simétricas, ∗ denota blocos simé-
tricos. Para um vetor x ∈ Rn, x(i), x

′, |x| denotam sua
i-ésima componente, seu transposto e o operador valor
absoluto por componente, respectivamente. sign(x) é
a função sinal por componente, com sign(0) = 0, e
bxc é o operador piso por componente. Para dois con-
juntos S1 e S2, S1\S2 denota o conjunto S1 após a
exclusão de S2.

2 Formulação do problema

2.1 Sistema com quantização logaŕıtmica

Considere o seguinte sistema linear de tempo-
discreto: x(k + 1) = Ax(k) +B · dz

(
sat
(
q
(
u(k)

)))
x(0) = x0

(1)

onde x ∈ Rn, u ∈ Rp, x0 ∈ Rn são respectiva-
mente o estado, a entrada do sistema e o estado
inicial. A, B são matrizes reais de dimensões apro-
priadas (com A Schur-Cohn, ou seja, a planta é
estável), e q(·) é uma função não-linear que re-
presenta a quantização. No caso da quantização
logaŕıtmica, q(·) é definida como segue:

q(u(i)) :=


λ
ρj
, se λ

ρj(1+δ)
≤ u(i) < λ

ρj(1−δ) , j ∈ Z

−q(−u(i)), se u(i) < 0

i = 1, . . . , p
(2)

com
δ =

1− ρ
1 + ρ

, ρ =
1− δ
1 + δ

, 0 < ρ < 1 (3)

O parâmetro ρ é chamado de densidade da
quantização. λ é um ńıvel de quantização positivo

usado como referência para determinar os demais
ńıveis.

O operador sat(·) : Rp → Rp denota um mapa
não-linear descentralizado em que cada compo-
nente, ∀i = 1, . . . , p, é representada por uma fun-
ção de saturação clássica, tendo como ńıvel u0,
isto é:

sat(u(i)) = sign(u(i)) min
{
u0, |u(i)|

}
, i = 1, . . . , p

(4)
A zona-morta utilizada neste trabalho é defi-

nida pela seguinte função não-linear:

dz(u(i)) :=

{
0, if − ε < u(i) < ε
u(i), if |u(i)| ≥ ε

(5)

onde ε > 0 é definido como o limite superior da
zona-morta.

Como λ é o menor ńıvel de quantização posi-
tivo fora da zona-morta, sua relação com ε pode
ser escrita como:

λ = ε(1 + δ) (6)

Note que a combinação das funções zona-
morta e saturação com a função q(·) de um quanti-
zador logaŕıtmico de infinitos ńıveis é equivalente
ao modelo de um quantizador com ńıveis finitos
e, portanto, implementável na prática. Em par-
ticular, a definição utilizada em (1) permite uma
abordagem de sistemas com quantização logaŕıt-
mica diferente da que foi usada, por exemplo, em
(Maestrelli et al., 2012) e (de Souza et al., 2010),
pois os erros da saturação, da zona-morta e da
quantização propriamente dita são tratados sepa-
radamente.

Supõe-se que o estado x é completamente
acesśıvel e que o sistema (1) está sujeito a uma
lei de controle dada por u = Kx. Definindo-se
agora as funções

ψ(v) := q(v)− v (7)

φ(v) := sat(v)− v (8)

θ(v) := dz(v)− v (9)

o sistema em malha fechada se torna:{
x(k + 1) = (A+BK)x(k) +Bψ(k) +Bφ(k) +Bθ(k)
x(0) = x0

(10)

com


ψ(k) = ψ

(
u(k)

)
φ(k) = φ

(
q
(
u(k)

))
= φ

(
u(k) + ψ

(
u(k)

))
θ(k) = θ

(
sat
(
q
(
u(k)

)))
= θ
(
u(k) + ψ(k) + φ(k)

)

2.2 Decaimento exponencial

Neste trabalho, pretende-se estimar o coeficiente
de decaimento exponencial garantido dos estados.
Em tempo discreto, este coeficiente é uma cons-
tante real positiva 0 < µ < 1 que satisfaz à se-
guinte condição:

‖ x(k) ‖ ≤ µk· ‖ x(0) ‖, ∀k ≥ 0 (11)

Considerando agora uma função quadrática
candidata de Lyapunov V (x) = x′Px, com P =
P ′ > 0, tem-se que (11) é garantida se:
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V
(
x(k + 1)

)
− V

(
x(k)

)
≤ (µ− 1)V

(
x(k)

)
, ∀k ≥ 0

(12)

Defina-se ainda o coeficiente de decaimento
instantâneo µ(k), dependendo de x(k) e de x(k +
1), segundo a equação:

µ(k) =
V
(
x(k + 1)

)
V
(
x(k)

) (13)

Com relação à presença da saturação, sabe-se
que o seu efeito limita consideravelmente o desem-
penho do sistema (Tarbouriech et al., 2011). Para
verificar-se apenas a influência da quantização, a
estimativa de µ será feita assumindo que os sinais
de controle não saturam. Ou seja, considera-se
que os estados estão confinados dentro da região
de comportamento não saturado, definida pelo
conjunto poliedral S(K,u0) em (14).

S(K,u0) =
{
x ∈ Rn;−u0 ≤ K(i)x ≤ u0,
∀i ∈ {1, . . . , p}

} (14)

No entanto, caso a saturação ocorra, é neces-
sário garantir que os estados não divergem. Tendo
definido A Schur-Cohn na seção 2.1, isso é garan-
tido com a verificação da estabilidade global da
origem sob controle saturado.

Por outro lado, note que, dentro da região da
zona-morta, o sistema opera em malha aberta, e o
coeficiente de decaimento garantido seria conser-
vadoramente determinado pela dinâmica deste sis-
tema. Assim, será também desprezada a influên-
cia da zona-morta sobre o coeficiente µ. Pode-
se excluir um conjunto elipsoidal contendo a ori-
gem, grande o suficiente para que o efeito da zona-
morta seja despreźıvel. Este elipsóide será cha-
mado de Szm, o qual é definido por uma matriz
simétrica positiva P segundo a equação:

Szm = E(P ) = {x ∈ Rn : x′Px ≤ 1} (15)

A matriz P será determinada de duas manei-
ras distintas na seção 4.

Utilizando as definições anteriores, no caso da
quantização logaŕıtmica, o problema que se quer
resolver pode ser formulado como segue:

Problema 1 Dadas as matrizes A e B de dimen-
sões apropriadas, uma densidade de quantização
ρ, um limite da zona-morta ε e um limite da satu-
ração u0 ∈ R, determinar um ganho globalmente
estabilizante K e o menor coeficiente µ satisfa-
zendo a condição (12) para todo x(k) ∈ S(K,u0)
\Szm.

3 Resultados principais

Para resolver o Problema 1, recapitulam-se condi-
ções de setor verificadas pelas não-linearidades ψ,
φ e θ:

Lema 1 (Khalil, 1996) Para ψ(u) = q(u)−u com
q(u) definido em (2)–(3), u = Kx ∈ Rp, e deno-
tando ψ(u) = ψ por simplicidade de notação, a
seguinte relação é verificada:

(ψ + δKx)′S1(ψ − δKx) ≤ 0 (16)

para qualquer matriz positiva definida S1 ∈ Rp×p.

Lema 2 (Campos, 2017) Para todo θ(v) =
dz(v) − v e denotando θ(v) = θ por simplicidade
de notação, a seguinte relação é verificada:

θ′S2θ − tr(S2)ε2 ≤ 0 (17)

para qualquer matriz positiva definida S2 ∈ Rp×p.

Lema 3 (Tarbouriech et al., 2011) Para todo
φ
(
q(u)

)
= sat

(
q(u)

)
− q(u), a seguinte relação é

verificada globalmente :

φ′
(
q(u)

)
S3

(
sat
(
q(u)

))
≤ 0 (18)

para qualquer matriz diagonal positiva definida
S3 ∈ Rp×p.

Note que a condição (18), combinada com
ψ(v) := q(v) − v, φ(v) := sat(v) − v e u = Kx, e
denotando ψ(v) = ψ e φ(v) = φ por simplicidade,
pode ser escrita como:

φ′S3(φ+ ψ +Kx) ≤ 0 (19)

Lema 4 (Campos, 2017) Para todo θ(v) definido
em (9) e com v = sat

(
q(u)

)
= Kx+ψ+φ, então:

θ′S4(φ+ ψ +Kx) ≤ 0 (20)

para qualquer matriz positiva definida S4 ∈ Rp×p.

Utilizando os Lemas 1–4, a seguinte Proposi-
ção para resolver o Problema 1 pode ser formu-
lada:

Proposição 1 Dado o sistema definido em (10),
com densidade da quantização ρ, limite da satura-
ção u0 e limite da zona-morta ε, se existirem uma
matriz simétrica positiva definida W ∈ Rn×n, ma-
trizes diagonais positivas definidas R1, R2, S3, S4,
R5, S6, S7 ∈ Rp×p, uma matriz Y ∈ Rp×n, dois
escalares positivos τ1, τ2 e um escalar µ, µ ≤ 1
satisfazendo as condições (21)–(25),

EWτ 0 −Y ′ −Y ′S4 EWY δY ′

∗ −R1 −R1 −R1S4 R1B′ 0
∗ ∗ −2R2 −R2S4 R2B′ 0
∗ ∗ ∗ −S3 B′ 0
∗ ∗ ∗ ∗ −W 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −R1

 < 0

(21)
W (τ2 − µ) 0 −Y ′S7 EWY δY ′

∗ −R5 −R5S7 R5B′ 0
∗ ∗ −S6 B′ 0
∗ ∗ ∗ −W 0
∗ ∗ ∗ ∗ −R5

 < 0 (22)

tr(S3)ε2 − τ1 < 0 (23)

tr(S6)ε2 − τ2 < 0 (24)[
W Y ′

(i)

Y(i) u20

]
> 0, i = 1, . . . , p (25)

onde EWτ = W (τ1 − 1) e EWY = WA′ + Y ′B′,
então, para K = YW−1, tem-se que ∀x(0) ∈
Rn,∃t1 ≥ 0 tal que x(t) ∈ Szm para t ≥ t1, isto é,
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a trajetória converge para Szm em tempo finito.
Ademais, para o comportamento do sistema em
malha fechada, na região S(K,u0)\Szm, garante-
se que os estados do sistema decairão exponenci-
almente com uma taxa menor que µ.

Prova. Primeiramente, deseja-se provar
que, ∀x(0) ∈ Rn\Szm, a trajetória do sistema
(10) converge para Szm em tempo finito t1 ≥ 0.
Considerando a função quadrática de Lyapunov
V (x) = x′Px, essa condição é verificada se:

∆V (x) = V
(
x(k + 1)

)
− V

(
x(k)

)
< 0, ∀x ∈ Rn\Szm.

(26)
Aplicando-se o S-procedure juntamente com

os Lemas 1–4, se

∆V (x)− τ1(1− x′Px)− (ψ + δKx)′S1(ψ − δKx)

− 2φ′S2(φ+ ψ +Kx)− θ′S3θ + tr(S3)ε2

− 2θ′S4(φ+ ψ +Kx) < 0 (27)

segue que (26) é satisfeita.
Desenvolvendo (27) com o uso da equação

(10), é posśıvel reescrever (27) como segue:

[x′ ψ′ φ′ θ′]Nl1 [x′ ψ′ φ′ θ′]′+tr(S3)ε2−τ1 < 0 (28)

com Nl1 no final da página.
Aplicando o complemento de Schur duas ve-

zes em Nl1 < 0, multiplicando-se à esquerda e
à direita por diag(P−1, S−11 , S−12 , I, I, I) e com a
mudança de variáveis W = P−1, Y = KP−1,
R1 = S−11 e R2 = S−12 , obtém-se (21).

Segue então que (28) será satisfeita se garan-
tirmos (21) e (23).

Para completar a primeita parte da prova,
deve-se mostrar que Szm é um conjunto positi-
vamente invariante. Neste caso, garante-se que as
trajetórias convergem para a região Szm em um
tempo finito k0 e ficam nela confinadas ∀k ≥ k0,
convergindo eventualmente para a origem, uma
vez que o sistema em malha aberta é suposta-
mente estável. A invariância de Szm é provada
se garantirmos que x(k+1)′Px(k+1) ≤ 1 sempre
que x(k)′Px(k) ≤ 1 (i.e., quando x ∈ Szm). Para
que isso ocorra, devemos verificar que, para algum
escalar positivo τ3,

x′(k + 1)Px(k + 1)− 1− τ3(x′(k)Px(k)− 1) ≤ 0 (31)

A última inequação é verdadeira se pudermos
verificar as seguintes condições:

tr(S3)ε2 + τ3 − 1 ≤ 0 (32)

x′(k + 1)Px(k + 1)− τ3x′(k)Px(k)
−(ψ + δKx)′S1(ψ − δKx)
−2φ′S2(φ+ ψ +Kx)− θ′S3θ
−2θ′S4(φ+ ψ +Kx) ≤ 0

(33)

Nl1 =


(A+BK)′P (A+BK) (A+BK)′PB (A+BK)′PB (A+BK)′PB

+P (τ1 − 1) −K′S2 −K′S4

+δ2K′S1K
∗ B′PB − S1 B′PB − S2 B′PB − S4

∗ ∗ B′PB − 2S2 B′PB − S4

∗ ∗ ∗ B′PB − S3


(29)

Nl2 =


[(A+BK)′P (A+BK) [(A+BK)′PB] [(A+BK)′PB

+P (τ2 − µ) −K′S7]
+δ2K′S5K]

∗ B′PB − S5 B′PB − S7

∗ ∗ B′PB − S6


(30)

Escolhendo −τ3 = τ1 − 1, verifica-se direta-
mente que (33) é implicada por Nl1 < 0 e (32)
é implicada por (23). Então, se (21) e (23) são
satisfeitas, Szm é positivamente invariante.

Agora, é necessário verificar o coeficiente de
decaimento exponencial garantido quando x ∈
S(K,u0)\Szm. Neste caso, φ = 0 e o sistema
(10) pode ser reescrito como:

x(k + 1) = (A+BK)x(k) +Bψ(k) +Bθ(k) (34)

Aplicando-se o S-procedure em (12) junta-
mente com os Lemas 1 e 4 (com φ = 0), se

∆V (x)− τ2(1− x′Px)− (ψ + δKx)′S5(ψ − δKx)

− θ′S6θ + tr(S6)ε2 − 2θ′S7(ψ +Kx) < (µ− 1)V (x)
(35)

garante-se que os estados do sistema decairão ex-
ponencialmente com uma taxa menor que µ, ∀x ∈
S(K,u0)\Szm. Observe que o elipsóide de Szm

é exclúıdo ao considerarmos (1 − x′Px) ≤ 0, e o
comportamento saturado foi exclúıdo ao conside-
rarmos φ = 0.

Substituindo (34) em (35) e expandindo a re-
lação anterior, obtém-se:

[x′ ψ′ θ′]Nl2 [x′ ψ′ θ′]′ + tr(S6)∆2 − τ2 < 0 (36)

com Nl2 ao final da página.
Aplicando o complemento de Schur duas vezes

em Nl2 < 0, multiplicando à esquerda e à direita
por diag(P−1, S−15 , I, I, I) e utilizando a mesma
mudança de variáveis da primeira parte da prova,
obtém-se (22).

Assim, (36) será satisfeita se garantirmos (22)
e (24) e µ é o coeficiente de decaimento exponen-
cial garantido ∀x ∈ S(K,u0)\Szm.

Finalmente, a satisfação da relação (25) im-
plica que o elipsóide Szm = E(P ) está contido
no conjunto poliédrico S(K,u0). Com isso, a de-
monstração é conclúıda.

2

4 Aspectos computacionais

O objetivo na resolução do Problema 1 é de de-
terminar o menor coeficiente de decaimento expo-
nencial µ garantido dentro de S(K,u0)\Szm, sin-
tetizando um ganho K para o controlador. Uma
das maneiras de alcançá-lo é utilizar uma ferra-
menta computacional para a minimização em um
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Problema de Autovalor Generalizado (Generali-
zed Eigenvalue Problem - GEVP). Para obter os
problemas de otimização no formato GEVP, basta
isolar o termo com µ em (22), obtendo-se:


τ2W 0 −Y ′S7 EWY δY ′

∗ −R5 −R5S7 R5B′ 0
∗ ∗ −S6 B′ 0
∗ ∗ ∗ −W 0
∗ ∗ ∗ ∗ −R5

 < µ

[
W 0
∗ 0

]

(37)

Pode-se notar que as condições (21) e (22) (ou
(37)) não são lineares nas variáveis de decisão, o
que impede de resolver diretamente um problema
de otimização convexa. Esse empecilho pode ser
contornado considerando as variáveis τ1 e τ2, S4 e
S7 como parâmetros fixos de sintonia.

Para ser fact́ıvel, é estritamente necessário
que as seguintes condições sejam respeitadas:

τ2 < µ ; τ1 < 1 (38)

Para garantir uma escolha eficiente destes pa-
râmetros, uma busca em grade deve ser reali-
zada com o aux́ılio de ferramentas computacio-
nais, como a função fminsearch do Matlab R©, a
qual utiliza o algoritmo de Nelder-Mead.

Fixados aqueles parâmetros, o problema de
otimização convexa que será utilizado para resol-
ver o Problema 1 é formulado como segue:

min µ, sob:

 W > 0;
R1 > 0; R2 > 0; S3 > 0; R5 > 0; S6 > 0;
(21); (23); (24); (25); (37)

(39)

Como será observado no exemplo numérico,
a minimização de µ pode provocar um aumento
excessivo do tamanho do conjunto Szm, o que
torna o valor obtido válido em uma região muito
restrita (pois µ é garantido apenas dentro de
S(K,u0)\Szm). Relembrando que P = W−1,
caso se queira reduzir o tamanho do conjunto
Szm, pode-se fixar um valor aceitável para µ e
formular um problema de otimização com o obje-
tivo de minimizar tr(W ):

min tr(W ), sob:

 W > 0;R1 > 0; R2 > 0;
S3 > 0; R5 > 0; S6 > 0;
(21)–(25)

(40)

5 Exemplo numérico

Considere o sistema de tempo-discreto dado em
(1) com:

A =

[
0.9851 0.0050
0.0025 0.9975

]
, B =

[
0.0099
0.0000

]
(41)

Os autovalores de A são λ1 = 0.9842 e λ2 =
0.9984 e o coeficiente de decaimento exponencial
garantido do sistema em malha aberta vale µ =
(λ2)2 = 0.9968.

Considere agora que a malha de controle é afe-
tada por um quantizador logaŕıtmico na entrada
da planta, com ρ = 0.99, ε = 2.1987 · 10−34 e

um ńıvel de saturação u0 = 81.91. Estes valo-
res foram extráıdos de um exemplo numérico em
(Campos, 2017), onde a implementação foi reali-
zada com 8191 ńıveis de quantização.

Procedendo à minimização de µ da maneira
descrita na seção 4, uma busca em grade leva à
escolha de τ1 = 1.0313 · 10−7, τ2 = 1.0312 · 10−6,
S4 = 1.0313 · 10−10 e S7 = 9.6250 · 10−11. Com
estes valores, a solução do problema de otimização
resulta em:

K =
[
−83.2218 −447.9744

]
P = 104 ·

[
0.1318 0.7068
0.7068 5.7803

]
tr(P ) = 5.9121 · 104

µ = 0.9690

As Figuras 1 a 5 mostram, respectivamente, o
elipsóide de Szm, a evolução dos estados e do sinal
de controle, para uma condição inicial de x0 =
[10 − 10]′, a evolução da função de Lyapunov
V (x) = x(k)′Px(k) e o coeficiente de decaimento
exponencial µ(k).
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Figura 1: Elipsóide Szm
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Figura 3: Evolução do sinal de entrada. A linha vermelha

vertical indica o instante em que ocorre a transição entre

o comportamento saturado e não saturado (k = 51).
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Figura 4: Evolução de V (x) = x′Px. A linha amarela

vertical indica o instante em que os estados adentram Szm

(k = 475).
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Figura 5: Evolução de µ(k) (linha preta). À esquerda

da linha vermelha (k = 51), o sinal de controle está sa-

turado. À direita da linha amarela (k = 475), os estados

se encontram dentro de Szm. As linhas horizontais verde,

ciano e magenta representam, respectivamente, os valores

estimados de µ para o sistema em malha aberta, em ma-

lha fechada com quantização e em malha fechada sem a

quantização.

Caso as dimensões do elipsóide de Szm não
sejam consideradas satisfatórias, pode-se fixar µ =
0.9850 (por exemplo) e minimizar tr(W ). Nesse
caso, considerando-se τ1 = 1.0252 · 10−6, τ2 =
1.0375 · 10−6, S4 = 10.0668 e S7 = 10.3492, a
solução do problema de otimização resulta em:

K =
[
−113.2950 −249.8024

]
P = 1011 ·

[
0.4264 0.9191
0.9191 6.9581

]
tr(P ) = 7.3845 · 1011

(com µ = 0.9850)

As Figuras 6 a 10 mostram o quanto a minimi-
zação do tamanho Szm interfere nos resultados.
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Figura 6: Elipsóide Szm, com µ = 0.9850
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Figura 7: Evolução dos estados, com µ = 0.9850
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Figura 8: Evolução do sinal de entrada, com µ = 0.9850.

A transição entre o comportamento saturado e não satu-

rado ocorre em k = 17.
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Figura 9: Evolução de V (x) = x′Px, com µ = 0.9850.

Os estados adentram Szm no instante k = 1983.
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Figura 10: Evolução de µ(k), com µ = 0.9850

Note que, devido às dimensões reduzidas de
Szm, V (x) demora mais tempo para entrar na
região em que a estimativa de µ não é válida.
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6 Conclusão

Neste artigo, foi proposta uma metodologia de
análise e projeto visando a garantia de desempe-
nho de sistemas lineares de tempo-discreto sujeito
à quantização logaŕıtmica na entrada da planta
controlada. Por meio de um problema de otimiza-
ção baseado em LMIs, o coeficiente de decaimento
exponencial dos estados foi minimizado com a śın-
tese do controlador. Assim, complementou-se a
análise de desempenho encontrada em trabalhos
anteriores, como (Fu and Xie, 2005). Apenas o
caso de plantas estáveis foi considerado, o que per-
mitiu a garantia da estabilidade global ao realizar
a śıntese.

Relaxando a minimização do coeficiente de de-
caimento exponencial, pode-se aumentar a região
no espaço de estados onde o mesmo é válido. Um
exemplo numérico permitiu comparar os resulta-
dos dos dois problemas de otimização apresenta-
dos. Como trabalhos futuros, pode-se considerar
a quantização também nos estados medidos.
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