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Emails: profcarlosalbertocorreia@gmail.com, alessandro.zachi@cefet-rj.br,

josiel.gouvea@cefet-rj.br

Abstract— This work proposes a mathematical solution for the control of plants with uncertain parameters,
based on the Active Disturbance Rejection Control (ADRC) method. The quoted method has been researched
for almost two decades and its main feature is the use of an extended observer to estimate the non-measurable
signals of the plant. However, even today, the application of the method requires the exact knowledge of the
control gain of the plant that is difficult to measure in the case of systems with uncertain parameters. The central
idea of the current work is to relax this requirement by proposing structural modifications in the plant, in the
control law and in the extended observer. During the developments it will be shown that such modifications
will not affect the original purpose of output regulation. To prove the efficiency of the proposed strategy, the
experimental results obtained is shown.

Keywords— Output feedback, robust control, ADRC method.

Resumo— Este trabalho propõe uma solução matemática, para o controle de plantas com parâmetros incertos,
baseada no método de Controle com Rejeição Ativa de Distúrbios (do termo em inglês Active Disturbance
Rejection Control - ADRC). O método citado vem sendo pesquisado há quase duas décadas e a sua principal
caracteŕıstica é a utilização de um observador estendido para estimar os sinais não mensuráveis da planta.
Contudo, ainda hoje, a aplicação do método requer o conhecimento exato do ganho de controle da planta que
é dif́ıcil de mensurar no caso de sistemas com parâmetros incertos. A ideia central deste trabalho é relaxar
tal exigência pela proposta de modificações estruturais na planta, na lei de controle e no observador estendido.
Durante os desenvolvimentos é mostrado que tais modificações não afetarão o objetivo original de regulação de
sáıda. Para comprovar a eficiência da estratégia proposta, são apresentados os resultados experimentais obtidos.

Palavras-chave— Realimentação de Sáıda, controle robusto, método ADRC.

1 Introdução

Controle de sistemas com parâmetros dinâmicos
incertos tem sido, há anos, objeto de estudo da
comunidade de controle. A motivação para esse
estudo vem da variação de alguns parâmetros com
o tempo e com as condições de operação, além
da dificuldade de se modelar alguns sistemas com
grande precisão. Para tratar destas questões, vá-
rias estratégias foram propostas, tanto para sis-
temas lineares, como para sistemas não lineares,
destacando-se o controle por modo deslizantes (Li
et al., 2016), backsteping (Chen et al., 2015), con-
trole por modelo de referência (MRAC) (Selfridge
and Tao, 2016), onde todas utilizam uma estra-
tégia de controle não linear. Neste contexto, na
referência (Gao et al., 2001) foi proposto um con-
trolador com propriedades de rejeição ativa de dis-
túrbios (ADRC) como uma estratégia de controle
linear para ser aplicada em sistemas com parâ-
metros incertos. A ideia do ADRC é utilizar um
observador de ordem estendida (Miklosovic and
Gao, 2004) para estimar a dinâmica não mode-

lada da planta e utilizar esta estimativa na lei de
controle (Li et al., 2014; Sun et al., 2016). A van-
tagem do ADRC é ser uma estratégia de controle
de simples implementação quando comparada às
estratégias de controle não lineares. Além disso, o
ADRC apresenta boas propriedades de robustez à
pertubações externas, uma vez que estas são esti-
madas juntamente com a dinâmica não modelada
do sistema.

Entre as posśıveis aplicações do controle
ADRC encontradas na literatura, destaca-se o
controle de posicionamento dinâmico (Tian and
Gao, 2009), controle de processos qúımicos (Zheng
et al., 2009) e em sistemas de controle de regu-
lagem eletrônica (ETC), presentes nos automó-
veis atuais (Hu et al., 2011). Em todos esses
casos, bem como em todos os trabalhos envol-
vendo o controle ADRC encontrados na literatura,
considera-se o ganho de controle conhecido. Neste
trabalho, é proposta uma extensão do controlador
ADRC para sistemas incertos onde é considerada
também a incerteza no ganho de controle. A estra-
tégia proposta consiste em utilizar um compensa-
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dor em paralelo à planta para forçar o surgimento
de um novo ganho de controle conhecido. As ca-
racteŕısticas principais do método proposto neste
trabalho são (i) a manutenção das propriedades
de robustez com respeito à perturbações externas
e à variações paramétricas da planta e (ii) a re-
duzida exigência de conhecimento exato dos parâ-
metros da planta que, neste caso, consiste apenas
no conhecimento do sinal do ganho de controle.
Utilizando a teoria de controle clássica para sis-
temas lineares, é demonstrada a estabilidade do
sistema em malha fechada. São apresentados re-
sultados experimentais para confirmar a eficiência
da estratégia proposta.

2 O método ADRC - Visão geral

Considere uma classe de sistemas lineares e inva-
riantes no tempo de segunda ordem representada
por

ÿ + a1ẏ + a0y = bu(t) , (1)

onde y(t) ∈ IR representa a variável de sáıda da
planta e u(t) ∈ IR representa a variável de entrada.
Os coeficientes a1 e a0 são constantes reais e b ∈
IR é a constante que será doravante denominada
ganho de controle. Assuma-se que o objetivo de
controle é projetar uma lei de formação para u(t)
para forçar a sáıda da planta a convergir para um
valor constante y∗ ∈ IR em regime permanente.
Reescrevendo a Eq. (1) na forma

ÿ = f(t) + bu(t) , (2)

surge o termo f(t) = −a1ẏ−a0y. Com esta abor-
dagem, o sistema dinâmico da Eq. (2) pode ser
considerado como uma cadeia de 2 integradores
em série, com sinal de entrada u(t), sinal de sáıda
y(t) e sujeito a um distúrbio de entrada f(t). Em
(Han, 2009), este termo f(t), que é definido pela
combinação do sinais não mensuráveis do sistema,
foi denominado de distúrbio generalizado. Nesta
formulação, uma lei de controle estabilizante po-
deria ser escolhida como:

u(t) =

(
1

b

)[
− f(t)− λ1ẏ − λ0(y − y∗)

]
, (3)

sendo λ1 e λ0 os coeficientes de um polinômio
(mônico) Hurwitz de segunda ordem. Entretanto,
como o termo f(t) não é mensurável, a lei de
controle (3) não pode ser implementada direta-
mente. Contudo, se por metodologia de projeto,
o distúrbio f(t) for considerado como uma variá-
vel de estado estendida, isto é, X1 = y, X2 = ẏ
e X3 = f(t), então uma representação de estados
para o sistema em (2) poderia ser:

Ẋ1 = X2 , Ẋ2 = X3 + bu , Ẋ3 = ḟ(t) . (4)

Observação 2.1 Note-se que na representação
de estados da Eq. (4) com C = [1 0 0], o par
(A,C) será sempre observável.

Assumindo-se, por ora, que o ganho de con-
trole b é conhecido, é posśıvel projetar um esti-
mador (observador) de estados para o sistema da
seguinte forma:

˙̂
X = AX̂ +Bu+ Ley ,

ŷ = CX̂ ,
(5)

sendo A, B e C as matrizes de estado do sistema
em (4), ey = (y− ŷ) o erro de sáıda do observador
e L = [L1 L2 L3]T ∈ IR3 o vetor de ganhos ajus-
táveis, para gerar as estimativas para os sinais da
lei de controle em (3), ou seja,

u(t) =

(
1

b

)[
− X̂3 − λ1X̂2 − λ0(X̂1 − y∗)

]
. (6)

Definindo-se o vetor de erros de estado do ob-
servador por

ex =
[
y − X̂1; ẏ − X̂2; f(t)− X̂3

]T
, (7)

então, a partir das Eqs. (4) e (5), tem-se que:
ėx = (A− LC)︸ ︷︷ ︸

Ā

ex +

 0
0
1


︸ ︷︷ ︸

B̄

ḟ(t) ,

ey = C̄ex .

(8)

2.1 Análise da malha fechada

Após substituir a lei de controle (6) na equação
da planta em (2), a malha fechada resulta em:

ÿ = −λ1X̂2 − λ0X̂1 + (f − X̄3) + λ0y
∗ . (9)

Somando e subtraindo ao mesmo tempo o termo
(λ1ẏ+ λ0y) na e da Eq. (9), com λ = [λ1;λ0; 1]T ,
obtém-se:

ÿ + λ1ẏ + λ0y = λT ex + λ0y
∗ . (10)

Calculando-se as funções de transferências
Ex1(s)/F (s), Ex2(s)/F (s) e Ex3(s)/F (s) dos
erros do observador, a partir da Eq. (8), a malha
fechada do sistema terá a seguinte representação
no domı́nio da frequência:

Y (s) (s2 + λ1s+ λ0) = λ0Y
∗(s)

+
s3 + (λ1 + L1)s2 + (L2 + λ0 + λ1L1)s

(s+ w0)3
F (s)

(11)

Convém lembrar a partir da Eq.(2) que

F (s) = −(a1s+ a0)Y (s) . (12)

Observe ainda que a função de transferência que
multiplica F (s) na Eq. (11) é uma função própria
que pode ser decomposta na forma:

1 +
λ1s

2 + (λ1L1 + λ0)s− L3

(s+ w0)3
. (13)
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Assim, manipulando as relações das Eqs.
(11), (12) e (13) , fica fácil desenhar o diagrama
em blocos da malha fechada considerando Y ∗(s)
como entrada e F (s) como sáıda, conforme ilus-
trado na Fig. 1.

Figura 1: Diagrama em blocos da malha fechada
resultante. Teorema dos pequenos ganhos.

Para que o sistema interconectado da Fig.
1 seja estável, é preciso satisfazer as condições
do Teorema dos Pequenos Ganhos (Levine, 1996,
p.526) reproduzidas a seguir:

(i) V1(t) e V2(t) sejam limitados;

(ii) G1(s) e G2(s) sejam BIBO estáveis e;

(iii) ‖G1(s)‖∞ × ‖G2(s)‖∞ < 1;

A condição (i) é satisfeita porque v1(t) = λ0y∗
é constante e v2(t) ≡ 0. A função de transferên-
cia G2(s), por ser estritamente própria e estável,
sempre admite uma expansão em frações parci-
ais que corresponde a uma soma de funções ex-
ponencialmente decrescentes. Logo, a integral do
módulo de sua resposta ao impulso é limitada e,
portanto, G2(s) é BIBO estável. A função G1(s)
também é estritamente própria mas sua estabili-
dade depende dos valores de λ1, λ0, a1 e a0. Como
a1 e a0 são parâmetros incertos da planta, então
é razoável considerar que sempre existem valores
suficientemente grandes para λ1, λ0 > 0 que fa-
zem com que G1(s) tenha polos com partes reais
negativas. Assumindo que λ1, λ0 foram escolhi-
dos adequadamente, então é posśıvel afirmar que
G1(s) é BIBO estável.

A condição (iii) também pode ser satisfeita,
assumindo as hipóteses sobre as escolhas de valo-
res suficientemente grandes para os polos (s+w0)3

do observador (5) e para os ganhos λ1 e λ0

do controlador (6). Em outras palavras, sem-
pre é posśıvel escolher as constantes de projeto
L1, L2, L3, λ1, λ0, de tal forma que a função de
transferência F (s)/Y ∗(s) seja estável.

2.2 Análise da limitação uniformes dos sinais
em malha fechada

Da análise discutida na Seção anterior, assumindo
as hipóteses de escolha de L1, L2, L3, λ1, λ0

apresentadas, é posśıvel afirmar que a perturbação

generalizada f(t) é uma função limitada. Simplifi-
cando o diagrama em blocos da Fig. 1, observa-se
que o gaanho DC da função F (s)/Y ∗(s) será dado
por −a0. Logo, sendo y∗(t) um valor constante,
o valor de f(t) em regime permanente (t → ∞)
será f(t) = −a0y

∗. Sendo f(t) uma função limi-
tada ∀t então, a partir das funções Ex1(s)/F (s),
Ex2(s)/F (s) e Ex3(s)/F (s), conclui-se que os er-
ros de estimativa do observador estendido proje-
tado na Eq. (5) são todos limitados. Baseado
nesta informação, observe na Eq. (10) que y(t)
também é um sinal limitado ∀t. Sendo f(t) e y(t)
limitados, a partir da expressão de f(t) na Eq.
(2), tem-se que ẏ(t) também é um sinal limitado.
De posse destas conclusões preliminares, verifica-
se na Eq. (7) que os estados estimados X̂1, X̂2 e
X̂3, gerados pelo observador, são limitados.

Observação 2.2 Note-se, contudo, que o projeto
do observador estendido definido na Eq. (5) é de-
pendente do valor exato do ganho de controle b
da planta. Visando contornar esta dificuldade, no
caso de plantas incertas, propõe-se a seguir uma
nova metodologia de projeto.

3 O método ADRC com planta
modificada

Considere-se a classe de sistemas definidos pela
Eq. (1) reproduzida a seguir:

ÿ + a1ẏ + a0y = bu(t) , (14)

com incertezas nos parâmetros a1, a0 e b.
Pretende-se projetar uma lei de controle u(t) para
forçar a sáıda da planta y(t) a convergir para um
valor constante y∗ ∈ IR. Para o problema de con-
trole formulado, assumem-se as seguintes hipóte-
ses fundamentais:

(H1) O sinal de sáıda y(t) da planta é mensurável;

(H2) O ganho de controle b é uma constante não-
nula que possui sinal conhecido;

3.1 Metodologia proposta

A ideia principal da proposta deste trabalho é pro-
mover uma transformação estrutural no sistema
original, do ponto de vista entrada/sáıda, a fim
de se conseguir obter um novo sistema dinâmico
com ganho de controle conhecido. A metodologia
adotada aqui para produzir tal efeito consiste na
introdução de um filtro linear e estável Q0(s) em
paralelo com a planta, conforme o diagrama em
blocos da Fig. 2. No diagrama, K0 > 0 ∈ IR
representa uma constante de projeto e sign(b) é
uma constante que representa os valores +1 ou
−1. Sendo Q0(s) um filtro estável, então tem-se
que para γ > 0, (s+ γ)2 = s2 + α1s+ α0.
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Escrevendo a equação dinâmica do novo sinal
de sáıda z(t) ∈ IR, considerando β = K0sign(b) e
com base na configuração da Fig. 2, tem-se que:

z(t) = βy(t) + uf (t) , (15)

z̈ = β(−a1ẏ − a0y + bu) + üf , (16)

üf = −α1u̇f − α0uf + u̇ . (17)

Somando e subtraindo ao mesmo tempo o termo

Figura 2: Diagrama em blocos da solução pro-
posta.

βα1ẏ + βα0y na e da Eq. (16), respectivamente,
a dinâmica de segunda ordem vai resultar em

z̈ = −α1ż − α0z + β(α1 − a1)ẏ

+ β(α0 − a0)y + bpu+ u̇ ,
(18)

sendo bp = K0sign(b)b = K0|b|. Definindo-se a
perturbação generalizada g(t) como sendo:

g(t) = β[(α1 − a1)ẏ + (α0 − a0)y] + bpu , (19)

então a Eq. (18), reduz-se à:

z̈ + α1ż + α0z = g(t) + u̇ . (20)

Com esta abordagem, o novo sinal de controle
passa a ser u̇ que possui ganho unitário.

3.2 Projeto do observador

Definindo-se as variáveis de estado por Z1 = z,
Z2 = ż e Z3 = g(t), a representação de estados do
sistema em (20), na forma canônica controlável,
possui as seguintes matrizes:

Am =

 0 1 0
−α0 −α1 1

0 0 0

 , Bm =

 0
1
0

 ,
Cm =

[
1 0 0

]
, Dm = [0] .

(21)

Como o par (Am, Cm) é sempre observável
para quaisquer valores não nulos de α0 e α1, en-
tão o observador estendido (ADRC) para o sis-
tema em (20) pode ser projetado na forma padrão
(5), sendo Ẑ1 = ẑ, Ẑ2 = ˆ̇z e Ẑ3 = ĝ, os esta-
dos do estimador, ez = z(t) − Ẑ1 o erro de sáıda
do estimador e L̄1, L̄2, L̄3 os ganhos do estimador.
Com esta nova estrutura, a dinâmica dos erros do
observador será dada por:

ėz = (Am − L̄Cm)︸ ︷︷ ︸
Ām

ez +

 0
0
1


︸ ︷︷ ︸

Bg

ġ(t) ,

ey = Cgez ,

(22)

sendo Cg = Cm. Calculando-se a função de trans-
ferência Ez3(s)/G(s), tem-se que:

Ez3(s)

G(s)
=

(s+ w0)3 − w3
0

(s+ w0)3
,

3w0 = L̄1 + α1 ,

3w2
0 = α1L̄1 + L̄2 + α0 ,

w3
0 = L̄3 .

(23)

Lembrando que Ez3 = G(s)−Ẑ3(s), é posśıvel
simplificar a Eq. (23) para obter a relação:

Ẑ3(s) =
w3

0

(s+ w0)3
G(s) . (24)

3.3 Projeto de Controle

Observe que a parte homogênea da Eq. (20) (aná-
loga ao polinômio do denominador do filtro Q0(s),
Eq. (17)) é estável. Logo, para promover a conver-
gência assintótica de z(t) para um valor constante
z∗, basta escolher uma lei de controle u̇(t) do tipo:

u̇ = −Ẑ3 + α0z
∗ , z∗ = βy∗ . (25)

Substituindo-se (25) na Eq. (20), obtém-se

z̈ + α1ż + α0z = α0z
∗ + [g(t)− Ẑ3]︸ ︷︷ ︸

ez3

. (26)

De acordo com (24), a convergência para zero
pode ser alcançada fazendo-se w0 → ∞, que é
uma atribuição de valor bastante conservadora e
inviável na prática.

3.4 Análise de estabilidade

Para facilitar os desenvolvimentos matemáticos
que se seguem sem perder a consistência mate-
mática, assume-se, com base na Eq. (24), que:

Ẑ3(s) = c0G(s) , c0 ∈ (0; 1) . (27)

Em (27), c0 ∈ IR é uma variável definida ape-
nas para fins de análise e representa um fator de
escala entre a estimativa e o valor de G(s). Escre-
vendo (25) no domı́nio da frequência, com base em
(27), tem-se sU(s) = −c0G(s) + α0Z

∗(s). Ma-
nipulando esta última expressão com a ajuda das
Eqs. (14), (19) e bp = K0|b|, é posśıvel deduzir a
seguinte expressão:

U(s) =
(s2 + a1s+ a0)α0z

∗

s(s3 + p2s2 + p1s+ p0)
.

p2 = a1 + bpc0 , p1 = a0 + bpc0α1 ,

p0 = bpc0α0 .

(28)

Observe em (28) que, com exceção do polo
simples na origem, é posśıvel alocar os demais po-
los da função U(s) no semi-plano lateral esquerdo
do plano complexo apenas escolhendo-se valores
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para K0, α1 e α0. Ajustando estes parâmetros,
é posśıvel afirmar, pelo Teorema do Valor Final
(Dorf and Bishop, 2001), que o sinal de controle
u(t) convergirá para uma constante que será dada
por a0z

∗/K0|b|c0.
Sendo u(t) um sinal com lei de formação bem

definida pela Eq. (28), também é posśıvel afirmar
que u̇(t) → 0. Como consequência, verifica-se em
(17) que uf (t) → 0. Vale ressaltar ainda que o
valor c0 (27), que representa qualitativamente o
quão próximo está a estimativa Ẑ3 do seu valor
real g(t), influencia na alocação de parte dos polos
de U(s). Contudo, esta influência pode ser com-
pensada pela escolha de K0, α1 e α0, como pode
ser visto nas expressões da Eq. (28). A conclusão
importante desta análise é que as convergências e
limitações uniformes dos sinais u(t), u̇(t) e uf (t),
em malha fechada, são independentes do fato de
Ẑ3(t) converjir exatamente para g(t).

Com base nas conclusões anteriores, verifica-
se na Eq. (25) que a estimativa Ẑ3 é unifor-
memente limitada. Observando que a função de
transferência entre estimativa e valor real, des-
crita na Eq. (24), é BIBO estável, então conclui-se
que g(t) não pode ser um função ilimitada. Além
disso, resolvendo (25), tem-se que Ẑ3(t) → α0z

∗.
Reunindo estas duas últimas análises, conclui-se
que g(t) → α0z

∗. Finalmente, a partir das con-
clusões anteriores e das Eqs. (15), (17) e (26),
conclui-se que

lim
t→∞

z(t)→ z∗ −→ lim
t→∞

y(t)→ y∗ . (29)

O resultado das análises feitas anteriormente
a respeito da solução de controle proposta neste
trabalho, segue no Teorema 1 a seguir.

Teorema 1 Considere o sistema de controle
composto pela planta (15)-(17), pelo observador
(22) e pela lei de controle (25). Se os valores das
constantes L̄1, L̄2, L̄3 do observador, α0, α1 do
filtro Q0(s) e K0 da planta forem escolhidos sufici-
entemente grandes, então as seguintes proprieda-
des são válidas para o sistema em malha fechada:

(i) Todos os sinais são limitados ∀t;

(ii) limt→∞[Zi(t)− Ẑi(t)]→ 0 , (i = 1, 2, 3);

(iii) limt→∞[y(t)− y∗]→ 0.

A seguir, são apresentados resultados experi-
mentais com a aplicação do método proposto.

4 Resultados experimentais

O método proposto foi aplicado em um sistema
de controle comercial de controle de posição da
empresa QuanserR denominado Carro Linear de
Alta Fidelidade (HFLC). A Fig. 3 ilustra o sis-
tema dinâmico do carro cuja equação de movi-
mento é dada por

Ẍc = amẊc + bmIm, (30)

onde Xc ∈ IR [m] é a posição do carro com re-
lação a um sistema de coordenadas fixo no plano
de movimento, Im ∈ IR [A] é a corrente de en-
trada do motor , am, bm ∈ IR são constantes posi-
tivas que representam as combinações dos parâme-
tros do sistema f́ısico. As sintonias do estimador,
controlador e K0 utilizadas foram L1 = 6 × 102,
L2 = 1.2× 105, L3 = 8× 106, α0 = 21, α1 = 20 e
K0 = 8.

Figura 3: Diagrama de corpo livre do sistema expe-
rimental.

Foram feitos ensaios com e sem perturbação
da gravidade conseguida inclinando-se a superf́ıcie
de movimento do carro em aproximadamente 45o.
Considerou-se como entrada de referência uma se-
nóide de amplitude de 0, 1m. A Fig. 4 mostra,
respectivamente, os gráficos da referência e da va-
riação da posição do carro Xc sem e com pertur-
bação. Note que em ambos os casos o carro se-
gue a referência com erro bastante reduzido. Isso
pode ser melhor visualizado pela Fig. 5 que mos-
tra, respectivamente, os erros de rastreamento do
sistema sem e com perturbação. Conclui-se en-
tão que a estratégia de controle proposta possui
uma boa robustez às perturbações externas e às
incertezas paramétricas da planta.
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Figura 4: Gráficos das trajetórias do sistema com e
sem perturbação.
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Figura 5: Erro de rastreamento com e sem perturba-
ção.

5 Conclusões

Este trabalho propôs uma solução matemática
para o controle de plantas com parâmetros incer-
tos, baseada no método de Controle com Rejeição
Ativa de Distúrbios. Para resolver o problema da
incerteza sobre o ganho de controle original da
planta, foi proposta uma modificação: inserção
de um compensador em paralelo com a planta.
O objetivo central foi produzir um sistema en-
trada/sáıda equivalente ao original mas com um
ganho de controle conhecido, sem, contudo, alte-
rar o objetivo de controle original. Uma carac-
teŕıstica interessante da estratégia desenvolvida,
foi o relaxamento da condição de conhecimento
exato do ganho de controle original da planta que,
neste trabalho, foi substitúıdo pelo conhecimento
a priori do sinal deste ganho. As propriedades de
estabilidade e convergência do sistema em malha
fechada foram comprovadas pelas demonstrações
teóricas e pela aplicação do método em um sis-
tema experimental real.
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