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Abstract— In this paper, we combine a global differentiator based on higher-order sliding modes (HOSM) and
dynamic gains with classical model reference adaptive control (MRAC) schemes to solve the problem of trajectory
tracking via output feedback for uncertain linear plants of arbitrary relative degree. The gains of the differen-
tiator are adapted through state-norm observers for the unmeasured state, whereas the control parametrization
explores the input-output filters commonly used in MRAC design. Global asymptotic stability and robust exact
tracking are rigorously demonstrated. Simulations highlight the claimed properties as well as the remarkable
simplicity of the proposed adaptive control system using robust exact differentiators when compared to more
involve alternatives found in standard approaches.

Keywords— uncertain systems, adaptive control, higher-order sliding modes, exact differentiators, output
feedback, global stability.

Resumo— Neste artigo combina-se o diferenciador global baseado em modos deslizantes de ordem superior
(HOSM) com ganhos dinamicos & cldssica estratégia de controle adaptativo por modelo de referéncia (MRAC)
para resolver o problema de rastreamento de trajetéria via realimentagao de saida em plantas lineares de grau
relativo arbitrario. Os ganhos dos diferenciadores sdo adaptados através de observadores da norma ja que o vetor
de estado nao é medido enquanto a parametrizacdo do controle é realizada através de filtros de entrada-saida
comumente utilizados em projetos de controlador do tipo MRAC. A estabilidade global e assintética, além do
rastreamento robusto e exato, sdo rigorosamente demonstrados. Simulagoes numéricas destacam as propriedades
tedricas bem como a simplicidade da lei de controle adaptativa proposta utilizando-se diferenciadores robustos e

exatos quando comparada as alternativas disponiveis em abordagens clédssicas.

Palavras-chave— sistemas incertos, controle adaptativo, modos deslizantes de alta ordem, diferenciadores

exatos, realimentacao de saida, estabilidade global.

1 Introducao

O controle adaptativo por modelo de referéncia é
uma das principais abordagens de controle adap-
tativo. Um modelo de referéncia é escolhido para
geracao da trajetéria desejada que a saida da
planta deve seguir. A planta em malha fechada
é composta por uma lei de controle que contém
a planta, um controlador parametrizado com res-
peito a um vetor de parametros desconhecidos e
mecanismo de aprendizagem em tempo real que
estima os parametros do controlador (Ioannou and
Sun, 1996).

As leis de controle do tipo MRAC podem ser
caracterizadas como diretas ou indiretas e como
normalizadas ou nao-normalizadas (Ioannou and
Sun, 1996). No MRAC com leis adaptativas nor-
malizadas, em ambos os casos, direto ou indireto,
motivadas pelo conhecimento dos parametros, as
leis sao mantidas inalteradas. Este projeto é ba-
seado no principio da certeza equivalente (Sastry
and Bodson, 1989), que permite o uso de uma
extensa classe de estimadores em tempo real tais
como gradiente, minimos quadrados e aqueles ba-
seados em projetos do tipo Lyapunov real estrita-
mente positivo, Strictly Positive Real (SPR) Lya-
punov design (Ioannou and Sun, 1996). Por ou-
tro lado, no caso do MRAC com leis adaptativas
nao-normalizadas, a parametrizacao do controle é
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modificada para lidar com uma equagao do erro
cuja forma permite o projeto pelo método SPR-
Lyapunov para geracao da lei adaptativa. Neste
caso, o projeto do controlador e da lei adaptativa
é mais complicado para ambos os métodos, direto
e indireto, mas a analise é simplificada e segue da
consideragao de uma tnica funcao tipo Lyapunov.

O projeto do esquema MRAC direto com
leis adaptativas nao-normalizadas pode ser fa-
cilmente obtido para plantas com grau relativo
p=1,2,3 (para mais detalhes, ver (Ioannou and
Sun, 1996)). No caso de p > 3 segue-se usando as
mesmas técnicas de quando p = 3, mas, em geral,
estes casos sao omitidos ou nao sao tao popula-
res devido & complexidade das leis de controle que
aumenta com o grau relativo p da planta (Feuer
and Morse, 1978).

Neste artigo, introduz-se um diferenciador
global e exato com ganhos dinamicos que, en-
tao, é aplicado ao problema de rastreamento glo-
bal para plantas lineares de grau relativo arbi-
trario via realimentacao de saida. Pelo primeira
vez, um diferenciador por modos deslizantes de
alta ordem (HOSM) é combinado a um contro-
lador adaptativo, enquanto se garante a estabili-
dade global assintética do sistema em malha fe-
chada. Nota-se que diferenciadores HOSM com
ganhos fixos (Levant, 2003) levam apenas a resul-
tados de estabilidade locais. Utilizando-se ape-



nas informagoes entrada/saida, observadores da
norma sao empregados no projeto do ganho di-
namico do diferenciador HOSM. Fato que ga-
rante propriedades globais ao sistema em malha
fechada. Esta metodologia geral é aplicavel ao
MRAC bem como a outros projetos adaptativos
baseados em projegoes usando-se a modificacao—o
chaveada (Ioannou and Sun, 1996) ou conceitos
de controle bindrio (Emelyanov, 1987; Hsu and
Costa, 1994; Oliveira et al., 2016), permitindo-se
leakage (Toannou and Sun, 1996), mas eliminando-
se os efeitos prejudiciais do fendmeno de bursting
(Hsu and Costa, 1987).

Em contraste aos resultados anteriores de
MRAC, a nova solugao nao envolve qualquer para-
metrizacao adicional e/ou filtragem exceto o dife-
renciador global (HOSM), estando assim préxima
a estrutura e complexidade das solugoes conven-
cionais para o caso de grau relativo unitario. Um
exemplo de simulagao ilustra a simplicidade do
projeto de controle bem como sua melhor resposta
transitéria, acompanhado de um menor esforgo de
controle quando comparado ao MRAC cléssico.

Preliminares: Ao longo do artigo, todos k’s
e k’s denotam constantes positivas. Os termos
7(t) denotam fungdes de decaimento exponencial,
i.e., |T(t)| < Ke ' Vt, onde K possivelmente de-
pende das condigoes iniciais do sistema e A é uma
constante positiva genérica. A notagao |-| significa
a norma Euclidiana de vetores, ou a norma indu-
zida de matrizes, enquanto || f¢|| denota a norma
Loce de um sinal f(t), i.e., sSupge,<¢|f(7)]. A de-
finicio de Input-to-State Stability (Stable) — ISS,
bem como funcoes de classe I, Ko € KL sao defi-
nidas como apresentadas em (Khalil, 2002). Aqui,
a definicao de Filippov para solucao de equagoes
diferenciais é assumida (Filippov, 1964). Por sim-
plicidade, “s” ira representar representar a varia-
vel de Laplace ou o operador diferencial (d/dt), de
acordo com contexto.

2 Formulagao do Problema
Considere uma planta linear descrita por:

&= A,x+ Byu, (1)
onde z € R" é o estado, u € Ré aentradaey € R
¢ a saida. As matrizes A,, B, e H, sao incertas e
pertencem a algum conjunto compacto, tal que os
limitantes superiores necessarios que serao defini-
dos estao disponiveis para o projeto. As seguintes
hipéteses sao assumidas no artigo:

(H1) G(s) = Hy(sI—A,)"'B, é de fase mi-
nima.

(H2) Os pares (A,, By) e (Ap, Hp) sdo con-
trolavel e observével, respectivamente.

(H3)A fungao de transferéncia G(s) tem grau
relativo p conhecido e ordem n. O ganho de alta
frequéncia K, € R satisfaz K, = lims_,o s°G(s) =

y:pr,
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H,A?~'B,,. Sem perda de generalidade, assume-
se que K, > 0.

As hipéteses (H1)—(H3) sdo usuais no controle
por modelo de referéncia (MRAC) (Ioannou and
Sun, 1996).

Considere a saida do modelo de referéncia
ym(t) € R gerada por

Ym = Wm(s) r, Wm(s) = (Mm)_lLy_nl(s) s Ym >0,
(2)

onde r(t) € R é um sinal de referéncia arbitrério

uniformemente limitado, continuo por partes e

Lin(s)=5%"Y 41, 552 4 ... 4+ l1s+1, (3)

com L,,(s) sendo um polinémio Hurwitz. A fun-
¢ao de transferéncia W,,(s) tem o mesmo grau
relativo que G(s) e seu ganho de alta frequéncia é
unitario.

O principal objetivo é encontrar uma lei de
controle u tal que o erro de saida

e(t) == y(t) — ym(?) (4)

é conduzido para zero, para condicoes iniciais ar-
bitrérias.

A parametrizacio MRAC (Ioannou and Sun,
1996) usando filtros entrada-saida é aplicada para
se obter o casamento ideal entre a planta e o mo-
delo de referéncia (Ioannou and Sun, 1996), deno-
tado por u*. Neste sentido, uma lei de controle
que garante o casamento é dada por

T
w=0"w, 0= [ef I
onde 0* é o vetor de parametro com 675,05 € R("~1)
e 03,07 € R. O estado do vetor regressor w

Wl Wl y v, wy,w, € R(=Y ¢ obtido a partir

dos filtros de entrada-saida dados por:

Wy = Pwy +Tu, (6)

onde ® € RM=UX(n=1) ¢ Hurwitz e I' € R~V ¢
escolhido tal que o par (®, T') é controldvel. As
condigoes de casamento requerem que 0 = K L
Define-se o vetor de estado aumentado

wy = dw, + Ty,

T T , T

X= ,wu,wy]T,

(7)

cuja dinamica é descrita por X = AgX + Bou, e
saida y=HyX, onde

Ap 0 0 B,
AO = 0 ) 0 5 BO - r ) (8)
(THp) 0o @ 0
Hy=[H, 0 0]. (9)

Entao, adicionando e subtraindo BOG*Tw e
notando-se que existem as matrizes Q; €
R(En=2)xBn=2) & , € R(2"=2) tal que (Ioannou
and Sun, 1996)

w=N X+Qsr, (10)



tem-se

X=AX+B.K,[0ir+u—u*], y=HoX, (11)
onde A, = Ag + BOG*Tﬁl e B. = Bybj;. Observa-
se que (4., B, Hy) é uma realizacdo nao-minima
de W,,,(s). Para propoésito de andlise, o modelo de
referéncia pode ser descrito por

Xon=A: Xy + BK05r, ym=HoX,,. (12)
Entao, a dindmica do erro com estado
Xe=X-X,, (13)

pode ser escrita na representagao no espaco de es-
tado como

Ay Xe 4 BKu — 0% ),
Hy X,
Wi (s) K [u —0*"w ,}

X,

e

(14)
(15)
(16)

onde (16) é a forma entrada/saida de (14)—(15).

A importancia de se considerar a dinamica au-
mentada (11) com estado X incluindo-se os filtros
entrada-saida (6) nao se deve apenas a obtencao
de uma equagcao do erro completa (14), mas tam-
bém a criagdo de um cendrio por realimentagao
de saida que permita a criacao de limitantes su-
periores para a norma do estado nao-mensurado
de uma planta possivelmente instdvel (1), como
discutido na préxima secao.

3 Observador da Norma do Estado
Nao-Medido

Aplicando-se (Hsu et al., 2003, Lema 3) & equagao
(11), é possivel encontrar um limitante superior
para a norma de X e x que pode ser obtido atra-
vés de uma aproximagao por filtros de primeira
ordem, first order approximation filters (FOAFs)
(ver detalhes em (Hsu et al., 2003)). Entao, tem-
se

2O, XM < 20+ 70, (17)
#t) = —Soke@l. (9)

com ¢z, A\; > 0 sendo constantes apropriadas
que podem ser computadas de maneira otimizada
utilizando-se os métodos mencionados em (Hsu
et al., 2003), tal que, sendo {\;} os autovalores
de A., a margem de estabilidade da matriz A, é
definida como A, := min;[—Re()\;)].

Neste sentido, a desigualdade (17)—(18) esta-
belece que a estimativa gerada pelo observador da
norma &(t) fornece um limitante superior para a
norma do estado nao-mensurado z da planta in-
certa, i.e., |z| < |Z| exceto por termos exponenci-
almente decrescente devidos as condicoes iniciais
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do sistema, denotado por #(t). A partir de (17),
pode-se concluir que

2O IX(0)] < |o(t)] + 00, W =Ty,  (19)
é valida apés algum tempo finito Ty > 0, para
qualquer constante &g positiva e arbitrariamente
pequena (independente das condigoes iniciais) ja
que 7(t) é um termo exponencialmente decres-
cente.

4 Diferenciador Global com Ganhos
Dinamicos

No que se segue, propoe-se um diferenciador de
HOSM com coeficientes adaptados usando uma es-
timativa para a norma do estado z fornecida em
(17) para se obter uma estimativa exata e global,
i.e., uma diferenciacao exata de sinais com quais-
quer condigOes iniciais e derivadas superiores nao
limitadas.

E possivel mostrar que o sistema linear (1)
pode ser transformado na forma normal (Khalil,
2002):

7 = Aon + Boy,
€= A6+ B, Kp[u+ de(z,1)],

onde 27 = [nT ¢T] € R™ com n € R
referindo-se ao estado da dinamica inversa ou di-
namica zero e & = [y 9 ... y®» Y]T é o estado
de dindmica externa. O trio (A,, B,, C,) estd na
forma controlador de Brunovsky (Khalil, 2002) e
Ao é Hurwitz. A perturbacdo de entrada equiva-
lente d(z,t) = K, ' H,A?%z ¢ limitada em norma
por

|d6(x7t)| < k0|217|, (22)

onde ko > K,'! |HpA§| ¢ uma constante conhe-
cida. Pode-se concluir que um limitante superior
para a derivada de ordem p do sinal de saida

Y| < K| [kolz| + |ul] - (23)

De (23) e (4), pode-se escrever

e ()] < L(x, t) = |Kp| [kola] + [ul] + 5% (1))
(24)
Aplicando-se (17) & equagdo (24), o seguinte
limitante superior, com observador da norma &(t)
em (17)—(19), é obtido:

e ()] < K [ko(|12] + 60) + lul] + [y ()] (25)

que leva em conta os termos transitorios exponen-
cialmente decrescentes devido as condigoes iniciais
e ao FOAF. Sejam k1, ks e k,, constantes positivas
conhecidas satisfazendo k,,, > |y£ﬁ)(t)|, k1 > Kp,ko
e ky > Kpkolo + ki, , entdo pode-se definir

'C(‘%at) = k1|£| + k2 + |u| ) (26)



e encontrar-se um majorante construido apenas
com sinais medidos, dado por

e ()] < L(z,t), Yt>T>0. (27)

Em face as equagoes (26)—(27), pode-se intro-
duzir o seguinte diferenciador HOSM com ganhos
dinamicos para o erro de saida e € R, com estado

¢=1[C --- ¢—1]" eordem p=p—1:

Co=u0 = —AoL(, 1) PIT|Co — e(t)| P+ T sgn(Co — e(t)) + G,

Gi=v;

1 _p—i
vi ==X L(Z,t) P | —vi 1 [ P= i sgn(Ci —vi—1) +Cit1,
(28)

Cp=—ApL(&, t)sgn(Cp — vp_1) -

O ganho dinamico do diferenciador deve satis-
fazer as mesmas condigbes para convergéncia fi-
nita apresentadas em (Levant and Livne, 2012):
o limitante superior global £(&,t) absolutamente
com derivada logaritmica limitada (|£/L] < M,
onde M > 0 é uma constante). Dessa forma
L(&,t) pode crescer no méximo exponencialmente,
uma consequéncia de |£| < M|L|. A princi-
pal vantagem é que o ganho do diferenciador
é construido usando apenas informagoes de en-
trada/saida, enquanto a medi¢ao do estado é as-
sumida em (Levant and Livne, 2012).

Assume-se que o sinal de controle satisfaz

Ju| < 0lw(t)] < ks||Xo|| + ks, (29)

onde ks, ks > 0 sdo constantes adequadas, w(t) é
0 vetor regressor, e 6 é um majorante constante
para a norma da estimativa () de 6* em (5),
gerada por uma lei de controle adaptativa que sera
definida adiante.

Acordando com a condi¢do de regularidade
(Sastry and Bodson, 1989) assumida em (29) para
o sinal de controle, qualquer escape em tempo fi-
nito é evitado e apenas sinais com crescimento ex-
ponencial sao possiveis no sistema em malha fe-
chada, como serd mostrado na prova do teorema.
Entao, se os parametros \; sao escolhidos corre-
tamente de forma recursiva (Levant, 2003), as se-
guintes equagoes

G=eclt), G=eD(),

s@o estabelecidas em tempo finito (Levant, 2003),
mas com a vantagem tedrica de ter validade global
(para quaisquer condigoes iniciais), j4 que & priori
néo é necessario que se imponha ao sinal e(”) () a
condigao de ser uniformemente limitado, como foi
assumida para o diferenciador HOSM com ganhos
fixos (Levant, 2003).

Vale ressaltar que a robustez do diferenciador
global a ruidos de medicao foi testada com exem-
plos numéricos na referéncia (Oliveira et al., 2017),
onde se apresenta resultados bastante promissores
em cendrios menos idealizados.

i=1,...

,py (30)
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5 Rastreamento Global via
Realimentagao de Saida

O préximo passo é propor leis de controle que sa-
tisfagam (29) tal que o diferenciador global e exato
possa ser de fato construido e aplicado.

5.1 MRAC Generalizado para Grau Relativo Ar-
bitrdrio

Para superar o desafio imposto por plantas com
grau relativo elevado, pode-se usar o operador
L., (s) definido em (3). O operador Ly, (s) é tal
que L, (8)G(8) e Ly (s)Wpn(s) tém grau relativo
unitario. Entao, uma variavel auxiliar do erro de
saida S = L,,(s)e de grau relativo um para o sis-
tema (14) pode ser obtido, tal que

S=elP™D 4 4 lé+ e (31)
p—1
= LHALX. = HX,,
=0

onde a segunda igualdade ¢ derivada da Hipo-
tese (H3) e (14). Nota-se que {A., B., H} é uma

realizagdo ndo minima de Ly, (s)W,(s). De (2)-
(3), tem-se
S = Ly (s)Wi(s)K, [u — H*Tw}

K, T

= [u—G w}. (32)
Agora, se a lei de controle é

u(t) = 0" (tw(t), (33)

0(t) = —sgn(K,)S(Hw(t) (34)

onde v > 0 é o ganho de adaptagio e 6(t) é a esti-
mativa de 0*. Como Ly, (s)Wy,(s) em (32) é SPR,
é facil mostrar que S(t) — 0 com t — +oo, de
acordo com (Ioannou and Sun, 1996, Secao 6.4.1).
Lembrando-se que a dindmica do erro (14) é ISS
com respeito a S(t), pode-se concluir que X,(t) e
e(t) tendem a zero no minimo assintoticamente.

No entanto, S nao esta disponivel para imple-
mentacao da lei de controle. Entao, usando-se o
diferenciador global (HOSM) proposto, a seguinte
estimativa em tempo finito para S pode ser ob-
tida:

S=Cor 4+ 1+ oo (35)

De (10) e (18), é facil de mostrar que a seguinte
lei de controle adaptativa

u(t) = 07 (D),
0(t) = —sgn(K,)S(Hw(t)

(36)
(37)

satisfaz a desigualdade (29). Para mostrar esta
propriedade deve-se escrever |w| < k5| X| + kg de
(10), com ks > || e kg > |Q2||r|, considerando-
se que r(t) é um sinal de referéncia uniformemente



limitado. Entao, de (17) da relacao ISS do sinal
filtrado em (18) com respeito a |w|, chega-se ao
majorante em norma (29). Entao, o diferenciador
global com ganhos dindmicos dados em (28) pode
ser de fato construido e suas varidveis de estado
substituem exatamente as derivadas do sinal e(t)
em S (35), depois de algum tempo finito.

5.2 Andlise de Estabilidade

O teorema a seguir apresenta os resultados globais
de estabilidade para o rastreamento exato através
de um esquema por realimentacao de saida.

Teorema 1 Considere a planta (1) e o modelo
de referéncia (2)-(3). A lei de controle via reali-
mentagao de saida u é dada por (36) com fungdao
adaptativa 0(t) definida em (37) e a estimativa
global e exata S dada em (35) e construida com
o estado ( =[(o ... Co—1]T do diferenciador pro-
posto (28). Suponha que as hipdteses (H1)-(H3)
sao satisfeitas. Para \;, i = 0,...,p—1, devi-
damente escolhido e L(Z,t) em (28) satisfazendo
(26), a estimativa de S torna-se exata depois de
um tempo finito, i.e., S = 8. FEntao, o erro do
sistema em malha fechada, com dindmica (14),
€ uniformemente globalmente assintoticamente es-
tavel no sentido de que X. e, portanto, o erro de
rasteamento da saida e converge assintoticamente
para zero e todos os sinais em malha fechada sdo
uniformemente limitados.

Prova: No que se segue, k; > 0 sao constantes nao
dependentes das condigoes iniciais. A demonstra-
¢ao esta dividida em trés passos.

No primeiro, é necessario mostrar que a lei de
adaptacao (34) resulta em um 6 uniformemente li-
mitado. Por contradi¢do, supde-se que 6(t) cresce
ilimitadamente com o tempo, assim existem ins-
tantes de tempo finito 77 > 0 e To > 0 tais que
(19) e (27) sao satisfeitas, Vt > max{T, T2}. En-
tao, as equagoes em (30) sdo verificadas e a va-
ridvel S é exatamente estimada, i.e., S=Sea
compensacgao de grau relativo é alcancada. Entao,
considere a seguinte funcao tipo Lyapunov

Kplzrs  1ee 5
— + = o(t) :
2 070 + 557, (t)

V(0,S) = o(t) — 0",

(38)

cuja variavel 6 é 0 erro paramétrico. Computando-
se a derivada temporal de S em (32), pode-se es-
crever:

S = —ymS + K0 w. (39)

Entao, lembrando-se que é = 0, a derivada tem-
poral de V(6,5) em (38) é dada por

.o~ K. |~ 2 .
V(H,S):|7”|0T0+SS,

1379

XIIT Simp6sio Brasileiro de Automacao Inteligente
Porto Alegre — RS, 12 — 4 de Outubro de 2017

e usando-se (34), (39) e K, = |Kp|sgn(K,), tem-se

V(éa S) = _7m52 <0. (40)
De (38) e (40), pode-se também concluir que as
solugdes 6(t) ,S(t) sdo uniformemente limitadas,
nada mais. Consequentemente, () = 6(t) + 6*
em (38) também é uniformemente limitado ja que
f0* é um vetor de pardmetro constante. Assim,
prova-se que

0(t)| <0, Vvt>0, (41)
onde § > 0 e u em (36) satisfazem a primeira
desigualdade em (29).

Além do mais, de (38) e (40), conclui-se que
V(t) = V(6(t),S(t)) é limitada por baixo e néo
crescente com o tempo, tal que a mesma possui
um limite, i.e., tlim V(t) = Voo. Como de (40)
tem-se

t j—
lim S%dr = 7‘/(0) Voo

t—oo Jo Ym

< 00, (42)
invocando-se o Lema de Barbalat (Popov, 1973),
pode-se afirmar que S(t) — 0 com ¢t — 400 j& que
S(t) é uma fungdo uniformemente continua.

O segundo passo da prova mostra que nao ha
escape em tempo finito dos sinais no sistema em
malha fechada. Utilizando-se as relagoes (10) e
(13), tem-se X = X, + X,,, e o vetor regressor

w = QlXe + Qle + QQT . (43)

Seja Ty = [Ym Um --- yy(ffl)]T e T, :=&— T,
com ¢ em (21). De (14), pode-se mostrar que
el) = HyA'X,, parai =0, ..., p— 1, portanto
|ze| < ko|Xe|. Como z,, é uniformemente limi-
tado, entao & = x.+x,, pode ser limitado de forma
afim em |X.|. Em adic¢do, de (20), a dinamica-
1 é ISS com respeito a y = C,§{. Pode-se con-
cluir que |z| < kyp||&|| + k2, e consequentemente,
|x] < k3|[(Xe)tl| + ka e de (12), tem-se

|Xm| < k5H(Xe)tH + kﬁ . (44)

Finalmente, de (10), (43) e (44), conclui-se que
w e consequentemente o sinal de controle u sao
todos limitados em norma de maneira afim por X
ou X, i.e.,

Jul s || Kall Xl + Ko ,

kell(Xe)ell + ka

(45)

<
< (46)

luf , [w|

que satisfazem a segunda desigualdade em (29).
Assim, os sinais do sistema serdo regulares e,
portanto, podem crescer no maximo exponenci-
almente (Sastry and Bodson, 1989). Esse fato nos
leva ao terceiro passo da prova.

Como mencionado anteriormente, é possivel
reescrever (14) na forma normal (Khalil, 2002) tal
que o estado do sistema do erro é ISS com respeito



a S. Esta relacao pode ser mostrada lembrando-se
que L, ()W, (s) = 1/(s + vm). De (14) e (32),
tem-se X, = A, X, + BC(S + ¥mS). Usando-se a
transformacao X, := X, + B.S, tem-se

Xe = Ac Xe =+ (ACBC + ’YmBC)S7 (47>

que claramente implica em uma relagao ISS de S
com X, ou X, ja que A, é Hurwitz. Logo, X, e
e = Hyp X, tendem exponencialmente a zero bem
como o estado ¢ do diferenciador, que também é
conduzido por e. De (46), pode-se concluir que
todos os sinais sao uniformemente limitados. O

6 Exemplo de Simulagao

Para se mostrar a eficacia do esquema de controle
proposto, considera-se um exemplo no qual o ob-
jetivo é garantir que uma planta instavel com grau
relativo trés seja, em malha fechada, estabilizada
e forcada a rastrear a saida y,, do modelo de re-
feréncia.

Considere o seguinte sistema linear e instavel
(1) com grau relativo p = 3:

0 1 0 0

g =10 0 1 |az@®+|0|u®), 8
10 -3 —6 1

yt)=[1 0 0]x). (49)

O modelo de referéncia é dado por

1 1
5123 (s+2)(s+ 451 4)

Ym = ( T, (50)

onde r = 20 sen(2t) para t < 25 e r = 0 para
t > 25. O vetor regressor (6) é gerado com auxilio
dos filtros

[0 28]
Ww; = 1 0 Ws; OZ, T=Uu,y

e o observador da norma (17) é obtido por & =
%|w| . O sistema (48)—(49) j4 estd na forma nor-
mal onde x = ¢ € R3 e ndo h4 dinamica-n, entdo
a perturbagio de entrada equivalente é d.(z,t) =
10z — 3xo — 623 e de (22) é possivel majord-la
por |de(x,t)| < 19]Z|. Como o diferenciador global
HOSM é empregado, seu ganho dindmico satisfaz
(26) com L(Z,t) = 19|2(t)| + | ¥ 1 ()] + 120]w(t)],
onde ¥, (t) = —8Ym () — 125, (t) — 6djn (t) + 7 (1)
pode ser implementado através de uma represen-
tacao do modelo de referéncia pelo espaco de es-
tado. Finalmente, o diferenciador ¢ = [(o (1 (o]T é
implementado com dindmica dada por (28), onde
p=2, A =5, A1 =3 e A = 1.5 Comparando-
se (2)-(3) a equacdo (50) pode-se concluir que
Ym = 2 € Ly(s) = s+ 4s + 4, o que leva a
S = &+ 4é + 4e de acordo com (31). No en-
tanto, é e é nao estao disponiveis. O diferenciador
HOSM 6 aplicado, tal que S = ¢y +4¢; + 4o, €
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a lei de controle u(t) = 0(t)Tw(t) com lei adap-
tativa 0(t) = —8S5(t)w(t) pode ser implementada,
de acordo com (36)—(37), onde K, = 1.

Para o problema de grau relativo trés, dois
controladores sao empregados, o MRAC genera-
lizado e 0o MRAC cldssico como apresentado em
(Ioannou and Sun, 1996) cuja lei de controle é
dada por

u=0Tw— esgn(K,) (¢ " Tp1)
—ap(p1 — po)(¢Tr¢)2T0
—4ao(¢TT) (T TP)ro + ag (¢7T¢) " ro
— ag(¢'T¢) esgn(K,) (51)

onde a lei adaptativa é

0 = —Tegsgn(K,), po = yero,
i = —(po + ao(¢"T¢)?*)ro + (¢" T'p)esgn(K,) ,

R 1 R
é= ro, €=e—¢,
S+qopoo
1 1
= w, = , 52
o1 e ¢ s+p0¢1 (52)

e seus parametros sao Yy =8, ' =81, pg = 2, p1 =
2, g0 = 2 e ag = 0.01. As condigbes iniciais da
planta sao y(0) = x1(0) = —1 e x2(0) = z3(0) = 0,
enquanto as outras sdo nulas.

Os resultados sao apresentados nas Figuras
1 e 2, onde o método de integracao de Euler foi
escolhido com passo de amostragem fixo e igual
a 107°s. Na Figura 1 o MRAC generalizado é
comparado com o MRAC cléssico. Pode-se no-
tar pelas Fig. 1(a) e Fig. 1(b) que o rastreamento
exato é alcancado com uma melhor fase transité-
ria quando o MRAC generalizado é aplicado. Das
Figuras 1(c) e 1(d), pode-se notar que a acgao de
controle é menor quando o MRAC generalizado é
utilizado.

N - )

0 20 40 60 80 i 0 20 40 60 80
Time [sec| Time [sec|

(a) MRAC Generalizado: (b) MRAC: sinais de saida
sinais de safda y(t) e ym (t). y(t) e ym(t).

200 1000

500

100
0

-500

-100 -1000

-200 -1500
0o 20 40 60 80 o 20 4 6 80
Time [sec] Time [sec]
(¢) MRAC Generalizado: si- (d) MRAC: sinal de controle
nal de controle u(t). u(t).

o

Figura 1: MRAC Generalizado x MRAC.



Na Fig. 2(a), pode-se ver como o observador
da norma Z, depois de um tempo finito, majora
o valor instantaneo da norma de z. A Fig. 2(b)
mostra o ganho adaptativo £(z,t) aplicado como
limitante superior de | ¢ (¢)| usado no diferenciador
(28).

25 500
20 400
15 300
10 200

5 100

ot
0

0

20 40

Time [sec]

60 80 0 20 40

Time [sec]
(b) Ganho varidvel L(Z,t)
(limitante superior para
norma de €(t)) do diferen-
ciador HOSM.

60 80

(a) Observador da Norma.

15

10

- ¢

0

20 40

Time [sec]

“o 60 80

20

40
Time [sec]

60 80

(c) Estimativa de é(t) dada (d) Estimativa de é(¢) dada
pelo diferenciador HOSM. pelo diferenciador HOSM.

Figura 2: Resultado das Simulagoes.

7 Conclusoes

A diferenciacao global e em tempo real com apli-
cagao a controladores adaptativos por modelo de
referéncia via realimentagao de saida para plan-
tas incertas com grau relativo arbitrario foi explo-
rada no presente artigo. O diferenciador proposto
usa ganhos varidveis que sao atualizados por um
observador da norma baseado em filtros de en-
trada/saida. A estabilidade global e assintética
do sistema em malha fechada foi demonstrada e o
rastreamento exato da saida de um modelo de refe-
réncia desejado é garantido. Resultados numéricos
mostram a simplicidade da abordagem proposta
quando comparada aos controladores adaptativos
classicos para plantas com grau relativo elevado.
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