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Abstract— In this paper, we combine a global differentiator based on higher-order sliding modes (HOSM) and
dynamic gains with classical model reference adaptive control (MRAC) schemes to solve the problem of trajectory
tracking via output feedback for uncertain linear plants of arbitrary relative degree. The gains of the differen-
tiator are adapted through state-norm observers for the unmeasured state, whereas the control parametrization
explores the input-output filters commonly used in MRAC design. Global asymptotic stability and robust exact
tracking are rigorously demonstrated. Simulations highlight the claimed properties as well as the remarkable
simplicity of the proposed adaptive control system using robust exact differentiators when compared to more
involve alternatives found in standard approaches.

Keywords— uncertain systems, adaptive control, higher-order sliding modes, exact differentiators, output
feedback, global stability.

Resumo— Neste artigo combina-se o diferenciador global baseado em modos deslizantes de ordem superior
(HOSM) com ganhos dinâmicos à clássica estratégia de controle adaptativo por modelo de referência (MRAC)
para resolver o problema de rastreamento de trajetória via realimentação de sáıda em plantas lineares de grau
relativo arbitrário. Os ganhos dos diferenciadores são adaptados através de observadores da norma já que o vetor
de estado não é medido enquanto a parametrização do controle é realizada através de filtros de entrada-sáıda
comumente utilizados em projetos de controlador do tipo MRAC. A estabilidade global e assintótica, além do
rastreamento robusto e exato, são rigorosamente demonstrados. Simulações numéricas destacam as propriedades
teóricas bem como a simplicidade da lei de controle adaptativa proposta utilizando-se diferenciadores robustos e
exatos quando comparada às alternativas dispońıveis em abordagens clássicas.

Palavras-chave— sistemas incertos, controle adaptativo, modos deslizantes de alta ordem, diferenciadores
exatos, realimentação de sáıda, estabilidade global.

1 Introdução

O controle adaptativo por modelo de referência é
uma das principais abordagens de controle adap-
tativo. Um modelo de referência é escolhido para
geração da trajetória desejada que a sáıda da
planta deve seguir. A planta em malha fechada
é composta por uma lei de controle que contém
a planta, um controlador parametrizado com res-
peito a um vetor de parâmetros desconhecidos e
mecanismo de aprendizagem em tempo real que
estima os parâmetros do controlador (Ioannou and
Sun, 1996).

As leis de controle do tipo MRAC podem ser
caracterizadas como diretas ou indiretas e como
normalizadas ou não-normalizadas (Ioannou and
Sun, 1996). No MRAC com leis adaptativas nor-
malizadas, em ambos os casos, direto ou indireto,
motivadas pelo conhecimento dos parâmetros, as
leis são mantidas inalteradas. Este projeto é ba-
seado no prinćıpio da certeza equivalente (Sastry
and Bodson, 1989), que permite o uso de uma
extensa classe de estimadores em tempo real tais
como gradiente, mı́nimos quadrados e aqueles ba-
seados em projetos do tipo Lyapunov real estrita-
mente positivo, Strictly Positive Real (SPR) Lya-
punov design (Ioannou and Sun, 1996). Por ou-
tro lado, no caso do MRAC com leis adaptativas
não-normalizadas, a parametrização do controle é

modificada para lidar com uma equação do erro
cuja forma permite o projeto pelo método SPR–
Lyapunov para geração da lei adaptativa. Neste
caso, o projeto do controlador e da lei adaptativa
é mais complicado para ambos os métodos, direto
e indireto, mas a análise é simplificada e segue da
consideração de uma única função tipo Lyapunov.

O projeto do esquema MRAC direto com
leis adaptativas não-normalizadas pode ser fa-
cilmente obtido para plantas com grau relativo
ρ = 1 , 2 , 3 (para mais detalhes, ver (Ioannou and
Sun, 1996)). No caso de ρ > 3 segue-se usando as
mesmas técnicas de quando ρ = 3, mas, em geral,
estes casos são omitidos ou não são tão popula-
res devido à complexidade das leis de controle que
aumenta com o grau relativo ρ da planta (Feuer
and Morse, 1978).

Neste artigo, introduz-se um diferenciador
global e exato com ganhos dinâmicos que, en-
tão, é aplicado ao problema de rastreamento glo-
bal para plantas lineares de grau relativo arbi-
trário via realimentação de sáıda. Pelo primeira
vez, um diferenciador por modos deslizantes de
alta ordem (HOSM) é combinado a um contro-
lador adaptativo, enquanto se garante a estabili-
dade global assintótica do sistema em malha fe-
chada. Nota-se que diferenciadores HOSM com
ganhos fixos (Levant, 2003) levam apenas a resul-
tados de estabilidade locais. Utilizando-se ape-
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nas informações entrada/sáıda, observadores da
norma são empregados no projeto do ganho di-
nâmico do diferenciador HOSM. Fato que ga-
rante propriedades globais ao sistema em malha
fechada. Esta metodologia geral é aplicável ao
MRAC bem como a outros projetos adaptativos
baseados em projeções usando-se a modificação–σ
chaveada (Ioannou and Sun, 1996) ou conceitos
de controle binário (Emelyanov, 1987; Hsu and
Costa, 1994; Oliveira et al., 2016), permitindo-se
leakage (Ioannou and Sun, 1996), mas eliminando-
se os efeitos prejudiciais do fenômeno de bursting
(Hsu and Costa, 1987).

Em contraste aos resultados anteriores de
MRAC, a nova solução não envolve qualquer para-
metrização adicional e/ou filtragem exceto o dife-
renciador global (HOSM), estando assim próxima
à estrutura e complexidade das soluções conven-
cionais para o caso de grau relativo unitário. Um
exemplo de simulação ilustra a simplicidade do
projeto de controle bem como sua melhor resposta
transitória, acompanhado de um menor esforço de
controle quando comparado ao MRAC clássico.

Preliminares: Ao longo do artigo, todos κ’s
e k’s denotam constantes positivas. Os termos
π(t) denotam funções de decaimento exponencial,
i.e., |π(t)|≤Ke−λt, ∀t, onde K possivelmente de-
pende das condições iniciais do sistema e λ é uma
constante positiva genérica. A notação |·| significa
a norma Euclidiana de vetores, ou a norma indu-
zida de matrizes, enquanto ‖ft‖ denota a norma
L∞e de um sinal f(t), i.e., sup0≤τ≤t|f(τ)|. A de-
finição de Input-to-State Stability (Stable) – ISS,
bem como funções de classe K, K∞ e KL são defi-
nidas como apresentadas em (Khalil, 2002). Aqui,
a definição de Filippov para solução de equações
diferenciais é assumida (Filippov, 1964). Por sim-
plicidade, “s” irá representar representar a variá-
vel de Laplace ou o operador diferencial (d/dt), de
acordo com contexto.

2 Formulação do Problema

Considere uma planta linear descrita por:

ẋ = Apx+Bpu , y = Hpx , (1)

onde x ∈ R
n é o estado, u ∈ R é a entrada e y ∈ R

é a sáıda. As matrizes Ap, Bp e Hp são incertas e
pertencem a algum conjunto compacto, tal que os
limitantes superiores necessários que serão defini-
dos estão dispońıveis para o projeto. As seguintes
hipóteses são assumidas no artigo:

(H1) G(s) = Hp(sI−Ap)
−1Bp é de fase mı́-

nima.
(H2) Os pares (Ap, Bp) e (Ap, Hp) são con-

trolável e observável, respectivamente.
(H3)A função de transferência G(s) tem grau

relativo ρ conhecido e ordem n. O ganho de alta
frequência Kp∈R satisfaz Kp = lims→∞ sρG(s) =

HpA
ρ−1
p Bp . Sem perda de generalidade, assume-

se que Kp > 0.
As hipóteses (H1)–(H3) são usuais no controle

por modelo de referência (MRAC) (Ioannou and
Sun, 1996).

Considere a sáıda do modelo de referência
ym(t) ∈ R gerada por

ym = Wm(s) r , Wm(s)=(s+γm)−1L−1
m (s) , γm>0,

(2)
onde r(t) ∈ R é um sinal de referência arbitrário
uniformemente limitado, cont́ınuo por partes e

Lm(s)=s(ρ−1) + lρ−2s
(ρ−2) + · · ·+ l1s+ l0 , (3)

com Lm(s) sendo um polinômio Hurwitz. A fun-
ção de transferência Wm(s) tem o mesmo grau
relativo que G(s) e seu ganho de alta frequência é
unitário.

O principal objetivo é encontrar uma lei de
controle u tal que o erro de sáıda

e(t) := y(t)− ym(t) (4)

é conduzido para zero, para condições iniciais ar-
bitrárias.

A parametrização MRAC (Ioannou and Sun,
1996) usando filtros entrada-sáıda é aplicada para
se obter o casamento ideal entre a planta e o mo-
delo de referência (Ioannou and Sun, 1996), deno-
tado por u∗. Neste sentido, uma lei de controle
que garante o casamento é dada por

u∗ = θ∗
T

ω , θ∗ =
[

θ∗
T

1 θ∗
T

2 θ∗3 θ∗4

]T

, (5)

onde θ∗ é o vetor de parâmetro com θ∗1 , θ
∗
2 ∈R

(n−1)

e θ∗3 , θ
∗
4 ∈ R. O estado do vetor regressor ω =

[ωT
u ωT

y y r]T , wu, wy ∈ R
(n−1) é obtido a partir

dos filtros de entrada-sáıda dados por:

ω̇u = Φωu + Γu , ω̇y = Φωy + Γy , (6)

onde Φ ∈ R
(n−1)×(n−1) é Hurwitz e Γ ∈ R

(n−1) é
escolhido tal que o par (Φ, Γ) é controlável. As
condições de casamento requerem que θ∗4 = K−1

p .
Define-se o vetor de estado aumentado

X = [xT , ωT
u , ω

T
y ]

T , (7)

cuja dinâmica é descrita por Ẋ = A0X+B0u, e
sáıda y=H0X, onde

A0 =





Ap 0 0
0 Φ 0

(ΓHp) 0 Φ



 , B0 =





Bp

Γ
0



 , (8)

H0 =
[

Hp 0 0
]

. (9)

Então, adicionando e subtraindo B0θ
∗T

ω e
notando-se que existem as matrizes Ω1 ∈
R

(2n−2)×(3n−2) e Ω2 ∈ R
(2n−2) tal que (Ioannou

and Sun, 1996)

ω=Ω1X+Ω2r , (10)
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tem-se

Ẋ=AcX+BcKp[θ
∗
4r+u−u∗] , y=H0X , (11)

onde Ac = A0 +B0θ
∗T

Ω1 e Bc = B0θ
∗
4 . Observa-

se que (Ac, Bc, H0) é uma realização não-mı́nima
de Wm(s). Para propósito de análise, o modelo de
referência pode ser descrito por

Ẋm=AcXm +BcKpθ
∗
4r , ym=H0Xm . (12)

Então, a dinâmica do erro com estado

Xe := X −Xm (13)

pode ser escrita na representação no espaço de es-
tado como

Ẋe = Ac Xe +BcKp[u− θ∗
T

ω] , (14)

e = H0 Xe (15)

= Wm(s)Kp

[

u− θ∗
T

ω ,
]

(16)

onde (16) é a forma entrada/sáıda de (14)–(15).
A importância de se considerar a dinâmica au-

mentada (11) com estado X incluindo-se os filtros
entrada-sáıda (6) não se deve apenas à obtenção
de uma equação do erro completa (14), mas tam-
bém a criação de um cenário por realimentação
de sáıda que permita a criação de limitantes su-
periores para a norma do estado não-mensurado
de uma planta possivelmente instável (1), como
discutido na próxima seção.

3 Observador da Norma do Estado
Não-Medido

Aplicando-se (Hsu et al., 2003, Lema 3) à equação
(11), é posśıvel encontrar um limitante superior
para a norma de X e x que pode ser obtido atra-
vés de uma aproximação por filtros de primeira
ordem, first order approximation filters (FOAFs)
(ver detalhes em (Hsu et al., 2003)). Então, tem-
se

|x(t)| , |X(t)| ≤ |x̂(t)|+ π̂(t) , (17)

x̂(t) :=
cx

s+ λx

|ω(t)| , (18)

com cx, λx > 0 sendo constantes apropriadas
que podem ser computadas de maneira otimizada
utilizando-se os métodos mencionados em (Hsu
et al., 2003), tal que, sendo {λi} os autovalores
de Ac, a margem de estabilidade da matriz Ac é
definida como λx := mini[−Re(λi)].

Neste sentido, a desigualdade (17)–(18) esta-
belece que a estimativa gerada pelo observador da
norma x̂(t) fornece um limitante superior para a
norma do estado não-mensurado x da planta in-
certa, i.e., |x| ≤ |x̂| exceto por termos exponenci-
almente decrescente devidos às condições iniciais

do sistema, denotado por π̂(t). A partir de (17),
pode-se concluir que

|x(t)|, |X(t)| ≤ |x̂(t)|+ δ0 , ∀t ≥ T0 , (19)

é válida após algum tempo finito T0 > 0, para
qualquer constante δ0 positiva e arbitrariamente
pequena (independente das condições iniciais) já
que π̂(t) é um termo exponencialmente decres-
cente.

4 Diferenciador Global com Ganhos
Dinâmicos

No que se segue, propõe-se um diferenciador de
HOSM com coeficientes adaptados usando uma es-
timativa para a norma do estado x fornecida em
(17) para se obter uma estimativa exata e global,
i.e., uma diferenciação exata de sinais com quais-
quer condições iniciais e derivadas superiores não
limitadas.

É posśıvel mostrar que o sistema linear (1)
pode ser transformado na forma normal (Khalil,
2002):

η̇ = A0η + B0y , (20)

ξ̇ = Aρξ + BρKp[u+ de(x, t)] , y = Cρξ , (21)

onde zT = [ηT ξT ] ∈ R
n com η ∈ R

(n−ρ)

referindo-se ao estado da dinâmica inversa ou di-
nâmica zero e ξ = [y ẏ . . . y(ρ−1)]T é o estado
de dinâmica externa. O trio (Aρ, Bρ, Cρ) está na
forma controlador de Brunovsky (Khalil, 2002) e
A0 é Hurwitz. A perturbação de entrada equiva-
lente de(x, t) = K−1

p HpA
ρ
px é limitada em norma

por

|de(x, t)| ≤ k0|x| , (22)

onde k0 > K−1
p

∣

∣HpA
ρ
p

∣

∣ é uma constante conhe-
cida. Pode-se concluir que um limitante superior
para a derivada de ordem ρ do sinal de sáıda

|y(ρ)| ≤ |Kp| [k0|x|+ |u|] . (23)

De (23) e (4), pode-se escrever

|e(ρ)(t)| ≤ L(x, t) = |Kp| [k0|x|+ |u|] + |y(ρ)m (t)| .
(24)

Aplicando-se (17) à equação (24), o seguinte
limitante superior, com observador da norma x̂(t)
em (17)–(19), é obtido:

|e(ρ)(t)| ≤ Kp [k0(|x̂|+ δ0) + |u|]+ |y(ρ)m (t)| , (25)

que leva em conta os termos transitórios exponen-
cialmente decrescentes devido às condições iniciais
e ao FOAF. Sejam k1, k2 e km constantes positivas

conhecidas satisfazendo km ≥ |y
(ρ)
m (t)|, k1 ≥ Kpκ0

e k2 ≥ Kpκ0δ0 + km , então pode-se definir

L(x̂, t) := k1|x̂|+ k2 + |u| , (26)
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e encontrar-se um majorante constrúıdo apenas
com sinais medidos, dado por

|e(ρ)(t)| ≤ L(x̂, t) , ∀t ≥ T > 0 . (27)

Em face às equações (26)–(27), pode-se intro-
duzir o seguinte diferenciador HOSM com ganhos
dinâmicos para o erro de sáıda e ∈ R, com estado
ζ = [ζ0 . . . ζρ−1]

T e ordem p = ρ− 1:

ζ̇0=v0 = −λ0L(x̂, t)
1

p+1 |ζ0 − e(t)|
p

p+1 sgn(ζ0 − e(t)) + ζ1,

.

.

.

ζ̇i=vi

vi=−λiL(x̂, t)
1

p−i+1 |ζi−vi−1|
p−i

p−i+1 sgn(ζi−vi−1)+ζi+1,

(28)

.

.

.

ζ̇p=−λpL(x̂, t)sgn(ζp − vp−1) .

O ganho dinâmico do diferenciador deve satis-
fazer as mesmas condições para convergência fi-
nita apresentadas em (Levant and Livne, 2012):
o limitante superior global L(x̂, t) absolutamente
com derivada logaŕıtmica limitada (|L̇/L| ≤ M ,
onde M > 0 é uma constante). Dessa forma
L(x̂, t) pode crescer no máximo exponencialmente,
uma consequência de |L̇| ≤ M |L|. A princi-
pal vantagem é que o ganho do diferenciador
é constrúıdo usando apenas informações de en-
trada/sáıda, enquanto a medição do estado é as-
sumida em (Levant and Livne, 2012).

Assume-se que o sinal de controle satisfaz

|u| ≤ θ̄|ω(t)| ≤ k3||Xt||+ k4 , (29)

onde k3 , k4 > 0 são constantes adequadas, ω(t) é
o vetor regressor, e θ̄ é um majorante constante
para a norma da estimativa θ(t) de θ∗ em (5),
gerada por uma lei de controle adaptativa que será
definida adiante.

Acordando com a condição de regularidade
(Sastry and Bodson, 1989) assumida em (29) para
o sinal de controle, qualquer escape em tempo fi-
nito é evitado e apenas sinais com crescimento ex-
ponencial são posśıveis no sistema em malha fe-
chada, como será mostrado na prova do teorema.
Então, se os parâmetros λi são escolhidos corre-
tamente de forma recursiva (Levant, 2003), as se-
guintes equações

ζ0 = e(t) , ζi = e(i)(t) , i = 1 , . . . , p , (30)

são estabelecidas em tempo finito (Levant, 2003),
mas com a vantagem teórica de ter validade global
(para quaisquer condições iniciais), já que à priori
não é necessário que se imponha ao sinal e(ρ)(t) a
condição de ser uniformemente limitado, como foi
assumida para o diferenciador HOSM com ganhos
fixos (Levant, 2003).

Vale ressaltar que a robustez do diferenciador
global a rúıdos de medição foi testada com exem-
plos numéricos na referência (Oliveira et al., 2017),
onde se apresenta resultados bastante promissores
em cenários menos idealizados.

5 Rastreamento Global via
Realimentação de Sáıda

O próximo passo é propor leis de controle que sa-
tisfaçam (29) tal que o diferenciador global e exato
possa ser de fato constrúıdo e aplicado.

5.1 MRAC Generalizado para Grau Relativo Ar-
bitrário

Para superar o desafio imposto por plantas com
grau relativo elevado, pode-se usar o operador
Lm(s) definido em (3). O operador Lm(s) é tal
que Lm(s)G(s) e Lm(s)Wm(s) têm grau relativo
unitário. Então, uma variável auxiliar do erro de
sáıda S=Lm(s)e de grau relativo um para o sis-
tema (14) pode ser obtido, tal que

S = e(ρ−1) + · · ·+ l1ė+ l0e (31)

=

ρ−1
∑

i=0

liH0A
i
cXe = H̄Xe ,

onde a segunda igualdade é derivada da Hipó-
tese (H3) e (14). Nota-se que {Ac, Bc, H̄} é uma
realização não mı́nima de Lm(s)Wm(s). De (2)–
(3), tem-se

S = Lm(s)Wm(s)Kp

[

u− θ∗
T

ω
]

=
Kp

s+ γm

[

u− θ∗
T

ω
]

. (32)

Agora, se a lei de controle é

u(t) = θT (t)ω(t) , (33)

θ̇(t) = −sgn(Kp)γS(t)ω(t) , (34)

onde γ > 0 é o ganho de adaptação e θ(t) é a esti-
mativa de θ∗. Como Lm(s)Wm(s) em (32) é SPR,
é fácil mostrar que S(t) → 0 com t → +∞, de
acordo com (Ioannou and Sun, 1996, Seção 6.4.1).
Lembrando-se que a dinâmica do erro (14) é ISS
com respeito a S(t), pode-se concluir que Xe(t) e
e(t) tendem a zero no mı́nimo assintoticamente.

No entanto, S não está dispońıvel para imple-
mentação da lei de controle. Então, usando-se o
diferenciador global (HOSM) proposto, a seguinte
estimativa em tempo finito para S pode ser ob-
tida:

Ŝ = ζρ−1 + · · ·+ l1ζ1 + l0ζ0 . (35)

De (10) e (18), é fácil de mostrar que a seguinte
lei de controle adaptativa

u(t) = θT (t)ω(t) , (36)

θ̇(t) = −sgn(Kp)γŜ(t)ω(t) , (37)

satisfaz a desigualdade (29). Para mostrar esta
propriedade deve-se escrever |ω| ≤ k5|X| + k6 de
(10), com k5 ≥ |Ω1| e k6 ≥ |Ω2||r|, considerando-
se que r(t) é um sinal de referência uniformemente
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limitado. Então, de (17) da relação ISS do sinal
filtrado em (18) com respeito a |ω|, chega-se ao
majorante em norma (29). Então, o diferenciador
global com ganhos dinâmicos dados em (28) pode
ser de fato constrúıdo e suas variáveis de estado
substituem exatamente as derivadas do sinal e(t)
em Ŝ (35), depois de algum tempo finito.

5.2 Análise de Estabilidade

O teorema a seguir apresenta os resultados globais
de estabilidade para o rastreamento exato através
de um esquema por realimentação de sáıda.

Teorema 1 Considere a planta (1) e o modelo
de referência (2)–(3). A lei de controle via reali-
mentação de sáıda u é dada por (36) com função
adaptativa θ(t) definida em (37) e a estimativa
global e exata Ŝ dada em (35) e constrúıda com
o estado ζ = [ζ0 . . . ζρ−1]

T do diferenciador pro-
posto (28). Suponha que as hipóteses (H1)–(H3)
são satisfeitas. Para λi , i = 0, . . . , ρ−1, devi-
damente escolhido e L(x̂, t) em (28) satisfazendo
(26), a estimativa de S torna-se exata depois de
um tempo finito, i.e., Ŝ ≡ S. Então, o erro do
sistema em malha fechada, com dinâmica (14),
é uniformemente globalmente assintoticamente es-
tável no sentido de que Xe e, portanto, o erro de
rasteamento da sáıda e converge assintoticamente
para zero e todos os sinais em malha fechada são
uniformemente limitados.

Prova: No que se segue, ki > 0 são constantes não
dependentes das condições iniciais. A demonstra-
ção está dividida em três passos.

No primeiro, é necessário mostrar que a lei de
adaptação (34) resulta em um θ uniformemente li-
mitado. Por contradição, supõe-se que θ(t) cresce
ilimitadamente com o tempo, assim existem ins-
tantes de tempo finito T1 > 0 e T2 > 0 tais que
(19) e (27) são satisfeitas, ∀t > max{T1,T2}. En-
tão, as equações em (30) são verificadas e a va-
riável S é exatamente estimada, i.e., Ŝ ≡ S e a
compensação de grau relativo é alcançada. Então,
considere a seguinte função tipo Lyapunov

V (θ̃, S) =
|Kp|

2γ
θ̃T θ̃ +

1

2
S2 , θ̃(t) := θ(t)− θ∗ ,

(38)

cuja variável θ̃ é o erro paramétrico. Computando-
se a derivada temporal de S em (32), pode-se es-
crever:

Ṡ = −γmS +Kpθ̃
Tω . (39)

Então, lembrando-se que
˙̃
θ = θ̇, a derivada tem-

poral de V (θ̃, S) em (38) é dada por

V̇ (θ̃, S) =
|Kp|

γ
θ̃ T ˙̃

θ + SṠ ,

e usando-se (34), (39) eKp = |Kp|sgn(Kp), tem-se

V̇ (θ̃, S) = −γmS2 ≤ 0 . (40)

De (38) e (40), pode-se também concluir que as
soluções θ̃(t) , S(t) são uniformemente limitadas,
nada mais. Consequentemente, θ(t) = θ̃(t) + θ∗

em (38) também é uniformemente limitado já que
θ∗ é um vetor de parâmetro constante. Assim,
prova-se que

|θ(t)| ≤ θ̄ , ∀t ≥ 0 , (41)

onde θ̄ > 0 e u em (36) satisfazem a primeira
desigualdade em (29).

Além do mais, de (38) e (40), conclui-se que
V (t) = V (θ̃(t), S(t)) é limitada por baixo e não
crescente com o tempo, tal que a mesma possui
um limite, i.e., lim

t→∞
V (t) = V∞. Como de (40)

tem-se

lim
t→∞

∫ t

0

S2dτ =
V (0)− V∞

γm
< ∞ , (42)

invocando-se o Lema de Barbalat (Popov, 1973),
pode-se afirmar que S(t) → 0 com t → +∞ já que
S(t) é uma função uniformemente cont́ınua.

O segundo passo da prova mostra que não há
escape em tempo finito dos sinais no sistema em
malha fechada. Utilizando-se as relações (10) e
(13), tem-se X = Xe +Xm e o vetor regressor

ω = Ω1Xe +Ω1Xm +Ω2r . (43)

Seja xm := [ym ẏm . . . y
(ρ−1)
m ]T e xe := ξ − xm,

com ξ em (21). De (14), pode-se mostrar que
e(i) = H0A

iXe, para i = 0, . . . , ρ − 1, portanto
|xe| ≤ k0|Xe|. Como xm é uniformemente limi-
tado, então ξ = xe+xm pode ser limitado de forma
afim em |Xe|. Em adição, de (20), a dinâmica-
η é ISS com respeito a y = Cρξ. Pode-se con-
cluir que |x| ≤ k1‖ξt‖ + k2, e consequentemente,
|x| ≤ k3‖(Xe)t‖+ k4 e de (12), tem-se

|Xm| ≤ k5‖(Xe)t‖+ k6 . (44)

Finalmente, de (10), (43) e (44), conclui-se que
ω e consequentemente o sinal de controle u são
todos limitados em norma de maneira afim por X
ou Xe, i.e.,

|u| , |ω| ≤ ka‖Xt‖+ kb , (45)

|u| , |ω| ≤ kc‖(Xe)t‖+ kd , (46)

que satisfazem a segunda desigualdade em (29).
Assim, os sinais do sistema serão regulares e,
portanto, podem crescer no máximo exponenci-
almente (Sastry and Bodson, 1989). Esse fato nos
leva ao terceiro passo da prova.

Como mencionado anteriormente, é posśıvel
reescrever (14) na forma normal (Khalil, 2002) tal
que o estado do sistema do erro é ISS com respeito
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à S. Esta relação pode ser mostrada lembrando-se
que Lm(s)Wm(s) = 1/(s + γm). De (14) e (32),
tem-se Ẋe = Ac Xe + Bc(Ṡ + γmS). Usando-se a
transformação Xe := X̄e +BcS, tem-se

˙̄Xe = Ac X̄e + (AcBc + γmBc)S , (47)

que claramente implica em uma relação ISS de S
com Xe ou X̄e já que Ac é Hurwitz. Logo, Xe e
e = H0Xe tendem exponencialmente a zero bem
como o estado ζ do diferenciador, que também é
conduzido por e. De (46), pode-se concluir que
todos os sinais são uniformemente limitados. ✷

6 Exemplo de Simulação

Para se mostrar a eficacia do esquema de controle
proposto, considera-se um exemplo no qual o ob-
jetivo é garantir que uma planta instável com grau
relativo três seja, em malha fechada, estabilizada
e forçada a rastrear a sáıda ym do modelo de re-
ferência.

Considere o seguinte sistema linear e instável
(1) com grau relativo ρ = 3:

ẋ(t) =





0 1 0
0 0 1
10 −3 −6



x(t) +





0
0
1



u(t) , (48)

y(t) =
[

1 0 0
]

x(t) . (49)

O modelo de referência é dado por

ym =
1

(s+ 2)3
r =

1

(s+ 2)(s2 + 4s+ 4)
r, (50)

onde r = 20 sen(2t) para t < 25 e r = 0 para
t ≥ 25. O vetor regressor (6) é gerado com aux́ılio
dos filtros

ω̇i =

[

−10 −25
1 0

]

ωi +

[

1
0

]

i , i = u, y

e o observador da norma (17) é obtido por x̂ =
0.1
s+1 |ω| . O sistema (48)–(49) já está na forma nor-

mal onde x = ξ ∈ R
3 e não há dinâmica-η, então

a perturbação de entrada equivalente é de(x, t) =
10x1 − 3x2 − 6x3 e de (22) é posśıvel majorá-la
por |de(x, t)| ≤ 19|x̂|. Como o diferenciador global
HOSM é empregado, seu ganho dinâmico satisfaz
(26) com L(x̂, t) = 19|x̂(t)|+ |

...
ym(t)|+ 120|ω(t)|,

onde
...
ym(t) = −8ym(t)− 12ẏm(t)− 6ÿm(t) + r(t)

pode ser implementado através de uma represen-
tação do modelo de referência pelo espaço de es-
tado. Finalmente, o diferenciador ζ = [ζ0 ζ1 ζ2]

T é
implementado com dinâmica dada por (28), onde
p = 2, λ0 = 5, λ1 = 3 e λ2 = 1.5. Comparando-
se (2)–(3) à equação (50) pode-se concluir que
γm = 2 e Lm(s) = s2 + 4s + 4, o que leva a
S = ë + 4ė + 4e de acordo com (31). No en-
tanto, ë e ė não estão dispońıveis. O diferenciador
HOSM é aplicado, tal que Ŝ = ζ2 + 4ζ1 + 4ζ0 , e

a lei de controle u(t) = θ(t)Tω(t) com lei adap-
tativa θ̇(t) = −8Ŝ(t)ω(t) pode ser implementada,
de acordo com (36)–(37), onde Kp = 1.

Para o problema de grau relativo três, dois
controladores são empregados, o MRAC genera-
lizado e o MRAC clássico como apresentado em
(Ioannou and Sun, 1996) cuja lei de controle é
dada por

u = θTω − ǫsgn(Kp)(φ
TΓφ1)

− α0(p1 − p0)(φ
TΓφ)2r0

− 4α0(φ
TΓφ)(φTΓφ̇)r0 + α2

0(φ
TΓφ)4r0

− α0(φ
TΓφ)3ǫsgn(Kp) , (51)

onde a lei adaptativa é

θ̇ = −Γǫφsgn(Kp) , ρ̇0 = γǫr0 ,

ṙ0 = −(p0 + α0(φ
TΓφ)2)r0 + (φTΓφ)ǫsgn(Kp) ,

ê =
1

s+ q0
ρ0r0 , ǫ = e− ê ,

φ1 =
1

s+ p1
ω , φ =

1

s+ p0
φ1 , (52)

e seus parâmetros são γ = 8, Γ = 8I, p0 = 2, p1 =
2, q0 = 2 e α0 = 0.01. As condições iniciais da
planta são y(0) = x1(0) = −1 e x2(0) = x3(0) = 0,
enquanto as outras são nulas.

Os resultados são apresentados nas Figuras
1 e 2, onde o método de integração de Euler foi
escolhido com passo de amostragem fixo e igual
a 10−5 s. Na Figura 1 o MRAC generalizado é
comparado com o MRAC clássico. Pode-se no-
tar pelas Fig. 1(a) e Fig. 1(b) que o rastreamento
exato é alcançado com uma melhor fase transitó-
ria quando o MRAC generalizado é aplicado. Das
Figuras 1(c) e 1(d), pode-se notar que a ação de
controle é menor quando o MRAC generalizado é
utilizado.

0 20 40 60 80
Time [sec]

-2

-1

0

1

2

3
y

ym

(a) MRAC Generalizado:
sinais de sáıda y(t) e ym(t).

0 20 40 60 80
Time [sec]

-10

0

10

20

30

40
y

ym

(b) MRAC: sinais de sáıda
y(t) e ym(t).

0 20 40 60 80
Time [sec]
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-100

0

100

200
u

(c) MRAC Generalizado: si-
nal de controle u(t).

0 20 40 60 80
Time [sec]

-1500

-1000

-500

0

500

1000
u

(d) MRAC: sinal de controle
u(t).

Figura 1: MRAC Generalizado × MRAC.
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Na Fig. 2(a), pode-se ver como o observador
da norma x̂, depois de um tempo finito, majora
o valor instantâneo da norma de x. A Fig. 2(b)
mostra o ganho adaptativo L(x̂, t) aplicado como
limitante superior de |

...
e (t)| usado no diferenciador

(28).
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(a) Observador da Norma.
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(b) Ganho variável L(x̂, t)
(limitante superior para
norma de

...
e (t)) do diferen-

ciador HOSM.
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(c) Estimativa de ė(t) dada
pelo diferenciador HOSM.
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(d) Estimativa de ë(t) dada
pelo diferenciador HOSM.

Figura 2: Resultado das Simulações.

7 Conclusões

A diferenciação global e em tempo real com apli-
cação a controladores adaptativos por modelo de
referência via realimentação de sáıda para plan-
tas incertas com grau relativo arbitrário foi explo-
rada no presente artigo. O diferenciador proposto
usa ganhos variáveis que são atualizados por um
observador da norma baseado em filtros de en-
trada/sáıda. A estabilidade global e assintótica
do sistema em malha fechada foi demonstrada e o
rastreamento exato da sáıda de ummodelo de refe-
rência desejado é garantido. Resultados numéricos
mostram a simplicidade da abordagem proposta
quando comparada aos controladores adaptativos
clássicos para plantas com grau relativo elevado.
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