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PARA ROBÔS MÓVEIS
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Abstract— This article presents a comparison of four nonlinear controllers for position control of a unicicle-like
mobile robot. The performance of the controllers is analyzed by three indexes - IAE, ITAE and IASC, in order
to verify the absolute error, absolute time error and absolute error of the control signal, during the execution
of a positioning task. The analysis was performed experimentally. Initially, controller gains were adjusted to
maintain a statistical difference of the IAE index of less than 5%. Next, the controllers were compared through
the ITAE and the IASC, whose objective was to analyze the time of convergence to the desired position and
the energy consumption for the accomplishment of the mission. All controllers had their stability demonstrated
according to the theory of Lyapunov.

Keywords— Mobile Robots, Position Control, Performance Analysis.

Resumo— Este artigo apresenta uma comparação de quatro controladores não lineares para controle de posição
de um robô móvel do tipo uniciclo. O desempenho dos controladores é analisado mediante três ı́ndices – IAE,
ITAE e IASC, a fim de verificar o erro absoluto, erro temporal absoluto e o erro absoluto do sinal de controle,
durante a execução de uma tarefa de posicionamento. A análise foi realizada experimentalmente. Inicialmente,
os ganhos dos controladores foram ajustados para manter uma diferença estat́ıstica do ı́ndice IAE inferior a 5%.
Na sequência, os controladores foram comparados através do ITAE e do IASC, cujo objetivo foi analisar tempo
de convergência à posição desejada e o gasto energético para o cumprimento da missão. Todos os controladores
tiveram sua estabilidade demonstrada segundo a teoria de Lyapunov.

Palavras-chave— Robôs Móveis, Controle de Posição, Análise de Desempenho.

1 Introdução

Atualmente, a robótica móvel tem despertado
grande interesse da comunidade cient́ıfica, devido
à grande variedade das suas aplicações em tarefas
que exigem intervenção humana, geralmente rela-
cionadas àquelas pesadas, nocivas ou que causam
grandes riscos à saúde humana (Mendonça et al.,
2014). As áreas como agricultura (Hackenhaar
et al., 2015; Jodas et al., 2013), transporte de car-
gas (Nogueira et al., 2015) e tarefas de explora-
ção solitária (Neves and Bastos, 2016) ou coope-
rativas, são alguns exemplos onde se verificam um
crescente emprego dos robôs móveis autônomos.

Muitas tarefas requerem a navegação de robôs
a uma posição desejada para a realização de al-
guma missão. Dentre estas missões, pode-se citar
a coleta e translado de materiais (Liu et al., 2014;
Machado et al., 2016), a navegação de uma ca-
deira de rodas robotizada em um ambiente estru-
turado (Celeste et al., 2013), o estabelecimento de
uma jogadas em uma equipe de futebol de robôs
(Blazic, 2014; Mendoza et al., 2016), a condução
de pessoas recém-chegadas em ambiente desconhe-
cido, tais como local de trabalho, biblioteca, mu-
seu ou edif́ıcio público (Santos et al., 2012).

Na literatura, há vários controladores de po-
sição já propostos para robôs móveis, os quais po-
dem ser desenvolvidos por métodos não lineares
(Chang et al., 2004; Rossomando et al., 2014; Sec-

chi, 2008), baseados em lógica fuzzy (Oltean
et al., 2010; Omrane et al., 2016), em redes neu-
rais (Velagic et al., 2008; Kumar et al., 2015),
dentre outras metodologias. O presente trabalho
apresenta e propõe quatro controladores não line-
ares, baseado em linearização por retroalimenta-
ção. O objetivo é avaliar o tempo de convergên-
cia e o gasto energético durante a realização de
uma missão de posicionamento. A contribuição
da proposta está no formalismo dos controladores
de posição capazes de atender aos requisitos de
resposta, quando os robôs móveis estão próximos
ou distantes do alvo.

Para atender ao objetivo geral, este trabalho
está dividido da seguinte forma: a Seção 2 apre-
senta o modelo cinemático do robô móvel uniciclo
Pioneer P3-DX e a Seção 3 apresenta os controla-
dores de posição propostos, cuja análise de esta-
bilidade é demonstrada segundo a teoria de Lya-
punov. Na sequência, a Seção 4 introduz a análise
de desempenho dos controladores, informando os
critérios utilizados e a missão de posicionamento
utilizada para o método comparativo. Por fim, a
Seção 5 apresenta os resultados dos experimentos
realizados e a tabela comparativa dos ı́ndices de
desempenho adotados, bem como a discussão dos
dados obtidos. A principais conclusões do traba-
lho e sugestões para sua continuidade são desta-
cadas na Seção 6.
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2 Modelo Cinemático do Robô Móvel

Esta seção apresenta o modelo cinemático, bas-
tante difundido na literatura, do robô móvel tipo
uniciclo, o qual é descrito por

ẋ =

[
ẋ
ẏ

]
=

[
cos(ψ) −a sin(ψ)
sin(ψ) a cos(ψ)

] [
v
ω

]
, (1)

com ψ̇ = ω, onde x é a posição do robôs no plano
cartesiano xy e ψ é sua orientação, conforme ilus-
trado na Figura 1. Os sinais de controle referentes
a velocidade linear e angular são respectivamente
indicados por v e ω.

Em sua forma compacta matricial, o modelo
descrito em (1), pode ser dado por

ẋ = K(ψ)u. (2)

Note que no modelo ilustrado na Figura 1,
há uma distância a, que representa a distância do
eixo virtual que une as rodas de tração do robô e
o ponto de controle.

Como o objetivo desse trabalho é comparar
os controladores segundo uma tarefa de posicio-
namento sem determinação da orientação final, a
variável ψ não é levada em consideração na pro-
posta dos controladores descritos na próxima se-
ção. Contudo, faz-se necessário que a variável de
orientação convirja a um valor constante assinto-
ticamente.

Figura 1: Representação das variáveis do robô

3 Análise de Estabilidade dos
Controladores de Posição

Conforme mencionado anteriormente, o controle
de posição proposto neste trabalho não considera
a orientação final do robô no ponto de chegada.
Entretanto, faz-se necessário garantir a convergên-
cia assintótica da orientação a um valor constante,
como será demostrado na sequência. Em outras
palavras, o objetivo de controle é

x̃→ 0, para t→∞, (3)

dado que x̃ = xd − x e garantindo que ψ → ψc ∈
R, se u→ 0, para t→∞.

A proposta do controlador é baseada na Teo-
ria de Lyapunov para sistema não lineares. Para
tal, toma-se uma função radialmente ilimitada
dada por

V (x̃) =
1

2
x̃T x̃ > 0, (4)

cuja primeira derivada temporal é dada por

V̇ (x̃) = x̃T ˙̃x, (5)

Substituindo (2) e (3) em (5), tem-se

V̇ (x̃) = x̃T (ẋd −Ku) . (6)

Tendo em vista que a posição desejada é fixa, logo
ẋd = 0. Assim sendo, para que seja garantida a
convergência assintótica do robô de sua posição de
partida à sua posição de chegada, faz-se necessário
que

V̇ (x̃) = −x̃TKu < 0. (7)

Portanto, o objetivo é encontrar um sinal de
controle u tal que V̇ (x̃) < 0,∀||x̃|| > 0.

As subseções seguintes apresentam propostas
de controladores de posição com suas caracteŕısti-
cas de ganho e saturação anaĺıtica.

3.1 Tangente Hiperbólica

A tangente hiperbólica é uma função de saturação
ı́mpar da famı́lia das Sigmoides. Daqui em diante,
o controlador proposto levando em consideração
tal função será tratado como utanh e definida por

utanh = K−1 [k1 tanh(k2x̃)] , (8)

onde k1 refere-se ao patamar de saturação da fun-
ção e k2 determina a inclinação da curva para erros
pequenos. Ademais, k1 e k2 são matrizes diago-
nais definidas positivas.

Logo, substituindo (8) em (7), tem-se

V̇ (x̃) = −x̃T k1 tanh(k2x̃) < 0, (9)

logo x̃→ 0, para t→∞.

Nota 1 Para ajustar os ganhos do controlador,
deve-se atentar para os grandes e pequenos valores
de erro, a fim de evitar, respectivamente, grandes
oscilações durante o deslocamento inicial do robô
e lentidão na aproximação da posição desejada em
suas proximidades. Aconselha-se ajustar primei-
ramente k1 e, em seguida, k2.

3.2 Função Exponencial

O segundo controlador proposto, denominado
uexp, é dado por

uexp = K−1
[
k1(1− e−k2‖x̃‖)x̃

]
. (10)
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Novamente, k1 e k2 são matrizes diagonais defini-
das positivas.

Substituindo (10) em (7), tem-se

V̇ (x̃) = −x̃T k1(1− e−k2‖x̃‖)x̃ < 0, (11)

logo x̃→ 0, para t→∞.
Observe que o ganho do controlador varia de

acordo como o erro de distância ao ponto desejado.
De modo que, quanto maior a distância, o ganho
exponencial tende a zero. Em contrapartida, na
proximidade do ponto desejado o ganho tende a
ser igual a 1.

Nota 2 Esse controlador, portanto, satura em
distâncias longas. O aumento dos valores de k2
aceleram a saturação, sem causar instabilidade no
sistema e oscilações na rota de navegação. A va-
riação do ganho altera a inclinação da curva.

3.3 Função Racional Própria

A terceira proposta de um controlador de posição
é dada por

u1/x = K−1
[
k1 tanh(k2x̃) + k3(k4 + ‖x̃‖)−1x̃

]
,

(12)
onde ki são matrizes de ganho diagonais definidas
positivas.

No presente caso, pode-se observar que a pri-
meira parcela do controlador é idêntica àquela
apresenta na Subseção 3.1, enquanto a segunda
parcela é o termo aditivo que visa a amplificar os
sinais de controle nas proximidades da posição de-
sejada. Note que k3(k4 + ‖x̃‖)−1 > 0,∀x̃.

Por fim, substituindo (12) em (7), tem-se

V̇ (x̃) = −x̃T
[
k1 tanh(k2x̃) + k3(k4 + ‖x̃‖)−1x̃

]
< 0, (13)

logo x̃→ 0, para t→∞.

3.4 Função Gaussiana

A função de probabilidade de Gauss é utilizada
nesta subseção para auxiliar a resposta do con-
trolador de posição nas proximidade do ponto de-
sejado. Assim sendo, o sinal de controle é dado
por

uN = K−1
[
k1 tanh(k2x̃) + k3e

−k4x̃
T x̃x̃

]
, (14)

onde ki são matrizes de ganho diagonais definidas
positivas.

Na análise de estabilidade, segundo a teoria
de Lyapunov, ao substituir (14) em (7), tem-se

V̇ (x̃) = −x̃T
[
k1 tanh(k2x̃) + k3e

−k4x̃
T x̃x̃

]
< 0,

(15)
logo x̃→ 0, para t→∞.

Nota 3 A saturação anaĺıtica apresentada nas
equações dos sinais de controle apresentados visa
minimizar matematicamente a saturação f́ısica
dos atuadores do robô móvel. Logo, esta é uma
forma de evitar a introdução de novas não line-
aridades no sistema, que possa ser causada pelo
truncamento do sinal de controle enviado como re-
ferência.

4 Análise de Desempenho

Esta seção apresenta a análise de desempenho dos
controladores em função dos ı́ndices IAE (Integral
Absolute Error) e ITAE (Integral Time-weighted
Absolute Error), definidos por

IAE =

∫ tf

0

‖x̃‖dt, (16)

ITAE =

∫ tf

0

t‖x̃‖dt. (17)

Inicialmente, os ganhos dos quatro controla-
dores foram ajustados, de modo que o desvio de
IAE para os distintos controladores fosse inferior
a 5%, durante uma tarefa de posicionamento. Em
seguida, avaliou-se o valor de ITAE, para novas
repetições do mesmo experimento de posiciona-
mento.

Outro ı́ndice adotado para comparação dos
controladores é a integral do valor absoluto do si-
nal de controle (IASC), cujo objetivo é estimar o
gasto energético de cada controlador, para efetuar
o cumprimento da tarefa, e é dado por

IASC =

∫ tf

0

‖ũ‖dt. (18)

5 Resultados e Discussão

Para a realização do experimento, foi utilizado o
robô Pioneer 3-DX. Devido à limitação de veloci-
dade do robô e de espaço f́ısico, foram escolhidas
as seguintes condições: Postura inicial = (0m, 0m,
180◦) e Posição final = (6m, 2m). O ponto de
controle utilizado foi um ponto virtual localizado
à 150 mm à frente do seu eixo, representando a
parte a frente do robô. O tempo de execução do
experimento foi fixado em 60 segundos.

Na sequência, dez repetições foram realizadas
para cada controlador, na configuração ilustrada
na Figura 2. Dessa forma, o robô tende a realizar
uma rota que excite mais sua dinâmica e teste
a eficiência do controlador a grandes e pequenas
distâncias da posição desejada.

Foram estimados estatisticamente os valores
médios e de desvio padrão de IAE e de ITAE.
Tais valores podem ser encontrados na Tabela 1.
A distribuição normal dos ı́ndices de desempenho,
dadas as repetições dos experimentos é ilustrada
na Figura 3.
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Figura 2: Configuração experimental.

Para concluir sobre o desempenho dos contro-
ladores, tomou-se como base os valores de IAE,
uma vez que estes não dependem do tempo de
convergência para os valores desejados de posição
em x e y. Por fim, fez uma análise dos valores
de ITAE, com o intuito de avaliar entre os con-
troladores propostos, aquele que apresentou uma
convergência mais rápida. Conforme mostrado na
Tabela 1, os controladores u1/x e uN se destaca-
ram, apresentando convergências mais rápidas.

A integral do valor absoluto do sinal de con-
trole (IASC) foi analisada com o objetivo de esti-
mar o gasto energético de cada controlador, para
efetuar o cumprimento da tarefa. Segundo a Ta-
bela 1, o controlador utanh foi aquele que apresen-
tou menor gasto energético, porém comparativa-
mente a diferença com o de maior gasto é inferior
a 0,088 (1,45%).

Os resultados de cada controlador exibidos na
Figura 4 correspondem aos experimentos estatis-
ticamente idênticos em termos dos valores de IAE.
As Figuras 4(a) e 4(b) ilustram a evolução tem-
poral do deslocamento nos eixos x e y, respecti-
vamente. A Figura 4(c) demostra a trajetória de
cada controlador no plano xy. A Figura 4(d) re-
presenta a variação temporal do erro de posição.
Por fim, as Figuras 4(e) e 4(f) demonstram as ve-
locidades linear e angular, respectivamente. Note,
neste último caso, que os sinais de controle de to-
dos controladores convergem para zero ao final do
experimento, indicando a convergência assintótica
das variáveis de estado, que representam a postura
do robôs móvel.

Foi posśıvel observar diferenças sutis no com-
portamento dos controladores, principalmente
tratando-se da diferença nas constantes utilizadas.
Para conseguir o mesmo IAE, foi utilizado um ga-

nho maior no controlador utanh, o qual se com-
portou melhor no ińıcio da rota, enquanto que os
controladores u1/x e uN possuem ganhos menores
e se comportaram melhor ao fim da trajetória. O
controlador uexp se comportou melhor que o con-
trolador utanh, nos pontos mais próximos à posi-
ção desejada, uma vez que a velocidade linear foi
superior (ver Figura 4(e)).

Graficamente, os controladores u1/x e uN ten-
deram zerar o erro no eixo y mais rapidamente,
como ilustrado na Figura 4(c) e validado na Fi-
gura 4(b).

Tratando-se do erro, o controlador com tan-
gente hiperbólica iniciou melhor, porém, para er-
ros próximos de zero, seu erro foi o maior, en-
quanto que os demais controladores tiveram me-
nores erros. É posśıvel observar isso nos gráficos
dos sinais de controle, após 20 segundos, onde os
picos foram maiores para os controladores u1/x e
uN , porem, à medida que o erro foi diminuindo,
suas velocidades cáıram para valores inferiores à
dos outros controladores.

Uma discussão adicional desse trabalho refere-
se à orientação final do robô, conforme mostrado
na Figura 4(g). É posśıvel observar que os con-
troladores levam o robô para a posição desejada
com uma orientação final finita, indicando a esta-
bilidade no ponto de chegada.

6 Considerações Finais

Neste artigo, o desempenho de quatro controla-
dores não lineares foi comparado e analisado. O
desempenho de cada controlador foi medido ini-
cialmente estabelecendo valores estatisticamente
idênticos de IAE, em seeguida, através dos ı́ndi-
ces ITAE e IASC, os quais indicam, respectiva-
mente, o tempo de convergência e o gasto ener-
gético. Além disso, foi posśıvel comparar grafi-
camente o comportamento de cada controlador,
através dos gráficos da rota de deslocamento, do
erro e das velocidades. Ademais, a estabilidade do
controlador de posição pode ser validade no grá-
fico da orientação do robô, o qual converge assin-
toticamente. Todos os controladores desse artigo
alcançaram resultados relativamente próximos e
as estabilidades de cada um foi comprovada atra-
vés da teoria de Lyapunov.

Dentre os posśıveis trabalhos a serem feitos fu-
turamente, pode-se citar: a análise de trajetórias,

Tabela 1: Valores médios e desvio padrão encontrados para cada controlador
Controlador IAE ITAE IASC

Tanh 98, 22± 0, 07 1181, 6± 1, 6 6, 079± 0, 004

Exp 98, 11± 0, 13 1143, 0± 2, 6 6, 120± 0, 009

InvX 97, 98± 0, 07 1117, 6± 1, 6 6, 149± 0, 005

Gauss 98, 21± 0, 09 1117, 7± 1, 9 6, 167± 0, 005
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(a) IAE. (b) ITAE. (c) IASC.

Figura 3: Distribuição normal dos ı́ndices de desempenho.

utilizando uma posição desejada variável; a imple-
mentação de estratégias necessárias para desvio de
obstáculos utilizando os próprios sensores do robô;
e a aplicação dos controladores em áreas como fu-
tebol de robôs.
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(a) Evolução temporal em x. (b) Evolução temporal em y.

(c) Rota de navegação no plano xy. (d) Comportamento do erro de posicionamento.

(e) Velocidade linear. (f) Velocidade angular.

(g) Evolução da orientação.

Figura 4: Comparação entre controladores de posição.
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