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∗Programa de Pós-Graduação em Engenharia Elétrica - Universidade Federal de Minas Gerais (UFMG)
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Abstract— The aim of this study is to model, analyze and control a Didactical Flexible Manufacturing
System using Timed Event Graphs. The system is, essentially, nondeterministic due to its route flexibility. The
max-plus state equations that describe the system are obtained writing the firing time of each Timed Event
Graph transition recursively. The analysis and simulation is done using Scicoslab software. To comply with
the production conditions imposed on the system, a linear static state feedback controller was used, obtained
by a max-plus regulation problem, that enforces some timing constraints in steady state. As a result, the state
equations that can predict the ocurrence and the time production of the kth product A or B were obtained, along
with the closed loop controller that meets all the previous constraints.

Keywords— Discrete Event Systems, Max-Plus Algebra, Manufacturing Systems, Petri Nets

Resumo— O objetivo deste estudo é modelar, analisar e controlar o Sistema Flex́ıvel de Manufatura Didático
utilizando Grafos de Eventos Temporizados. O sistema é essencialmente não determińıstico devido à flexibilidade
de rotas. As equações de estado max-plus que descrevem o sistema são obtidas escrevendo-se recursivamente os
tempos de disparo de cada transição no Grafo de Eventos Temporizados. A análise e simulação é feita usando
o software Scicoslab. Para o atendimento às condições de produção impostas ao sistema, implementou-se um
controlador realimentador de estados estático linear, obtido por um problema de regulação max-plus, que garante
essas restrições temporais no estado estacionário. Como resultado, as equações de estado que podem ser usadas
para prever de maneira simples a ocorrência e tempo de produção do k-ésimo produto A ou B foram obtidas,
além do controlador em malha fechada capaz de atender todas as restrições impostas previamente.

Palavras-chave— Sistemas a Eventos Discretos, Álgebra Max-Plus, Sistemas de Manufatura, Redes de Petri

1 Introdução

Os Sistemas Flex́ıveis de Manufatura (SFM) têm
exercido um papel fundamental para alcançar um
mix maior de produtos e redução dos tempos de
produção na indústria. Um SFM é basicamente
uma coleção de máquinas ferramentas, controla-
das numericamente e conectadas a sistemas auto-
matizados de transporte, locais de armazenagem e
outras facilidades, todas integradas sob o controle
de um computador (Kalkunte et al., 1986). Es-
tes sistemas apresentam flexibilidade de produtos
e rotas, e capacidade de uma máquina executar
trabalhos diferentes (Rezende et al., 2012). Sua
evolução pode ser descrita pela ocorrência de even-
tos discretos no tempo, como a chegada da peça
na estação de trabalho ou transporte, e sua sáıda,
após executada a operação, sendo assim classifi-
cado como um sistema a eventos discretos (SED).

Conhecer o tempo de produção de um lote
de produtos, a quantidade fabricada em determi-
nado intervalo e a taxa máxima de produção é de
fundamental importância para um planejamento
e controle de produção eficiente. A modelagem de
um sistema de manufatura por meio de um Grafo
de Eventos Temporizados (GET), utilizando equa-

ções de estados em álgebra max-plus, possibilita
descrever sua dinâmica e conhecer esses valores.

Alguns trabalhos também utilizam a modela-
gem por redes de Petri e a álgebra max-plus para
análise do SED. Em Zhu et al. (2004) é desenvol-
vido um método de escalonamento para uma cé-
lula flex́ıvel de manufatura por meio das redes de
Petri e álgebra max-plus, utilizando entradas de
controle no tratamento de conflitos. Cury et al.
(2012) utilizam um método baseado em inequa-
ções e restrições disjuntivas na forma max-plus
para o escalonamento de problema Job Shop com
atrasos de tempo. Mameri et al. (2015) faz um
estudo comparativo entre as abordagens heaps of
pieces e a álgebra max-plus em Grafos de Eventos
Temporizados com conflitos para avaliar o desem-
penho de um SFM, e utiliza regras de escalona-
mento para tratar os conflitos. O SFM tratado
neste artigo é abordado em Queiroz et al. (2005),
Rezende et al. (2012) e Pena et al. (2016), porém
utilizando autômatos e a Teoria de Controle Su-
pervisório.

Neste trabalho, é apresentada a modelagem,
análise e controle de um SFM que produz dois ti-
pos de produtos, objetivando explorar a aplicação
da linearização da álgebra max-plus para prever a
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ocorrência e tempos de eventos, e também a im-
plementação de um controlador max-plus que ga-
ranta as restrições impostas. A modelagem é feita
utilizando GETs, para então obter as equações di-
nâmicas que descrevem o sistema. Uma grande
dificuldade dessa abordagem no caso do SFM é
modelar a flexibilidade de rotas por meio de um
GET, uma vez que a rota de produção depende do
tipo de produto. A śıntese e análise na abordagem
max-plus aplica-se a sistemas sem caracteŕısticas
de conflito, ou seja, cuja dinâmica é representada
exclusivamente pelas caracteŕısticas de sincroniza-
ção. A análise das equações de estado em lógica
max-plus possibilita determinar todos os parâme-
tros de interesse descritos anteriormente, visando
descrever em detalhes a evolução do SFM. A fim
de garantir certas condições operacionais, são im-
postas algumas restrições ao sistema, implementa-
das por meio do controlador obtido pelo problema
de regulação max-plus, sendo usada a técnica pro-
posta em Gonçalves et al. (2017), que fornece re-
sultados necessários e suficientes para um ampla
gama de problemas de controle dessa forma. Tam-
bém são feitas algumas simulações, obtendo a taxa
de produção máxima do SFM, gerando os tempos
de produção para dez pares de produtos e verifi-
cando o atendimento às restrições, tanto para o
sistema em malha aberta, quanto em malha fe-
chada. Nestas simulações, as condições iniciais são
geradas aleatoriamente, para verificar a robustez
do controle em malha fechada.

Este artigo está organizado em 5 seções,
sendo a primeira esta Introdução. Na Seção 2
descrevem-se brevemente os conceitos prelimina-
res relacionados às redes de Petri e à álgebra max-
plus. A Seção 3 apresenta a descrição, modelagem
e controle do SFM, e a Seção 4 traz os principais
resultados e a análise dos dados obtidos. As ob-
servações finais são apresentadas na Seção 5.

2 Conceitos Preliminares

Uma ferramenta clássica para modelagem de
SEDs são as redes de Petri, sendo seus principais
resultados propostos por Murata (1989). As redes
de Petri são grafos bipartidos, ou seja, com dois
tipos de nós, um denotando lugares, representados
por ćırculos, e outro denotando as transições, re-
presentados por barras. Os arcos direcionados do
grafo interligam as transições a lugares ou lugares
a transições. Os lugares definem as condições de
disparo das transições. Estas, por sua vez, são as-
sociadas a eventos do SED, e seu disparo associado
à ocorrência desse evento, permitindo modelar a
dinâmica do SED.

Um modelo temporizado pode ser reali-
zado atribuindo um atraso a cada lugar (rede
p-temporizada) ou a cada transição (rede t-
temporizada) (Wang, 2012). O atraso é um nú-
mero positivo que representa o intervalo entre o

instante em que a ficha é atribúıda ao lugar e o
instante em que ela contribui para o disparo das
transições de sáıda.

Um Grafo de Eventos Temporizados (GET) é
um tipo particular de rede de Petri temporizada,
na qual todos os lugares da rede têm apenas uma
única transição de entrada e uma única transição
de sáıda (Baccelli et al., 1992). Assim, o GET
modela apenas os SEDs com aspectos de sincroni-
zação.

A dinâmica de um GET pode ser descrita pela
álgebra max-plus, que é um exemplo da álgebra
de dioides, sendo definida como um semi-anel que
possui duas operações, a soma (⊕) e a multiplica-
ção (⊗). A operação soma é idempotente e admite
um elemento neutro denotado por ε. A multiplica-
ção é associativa e distributiva sobre a soma, cujo
elemento neutro é denotado por e. Em termos da
álgebra convencional, para quaisquer números re-
ais a e b, temos a ⊕ b ≡ max{a, b} e a ⊗ b ≡ a+b
(Heidergott et al., 2014).

A evolução do sistema pode ser descrita pela
álgebra max-plus, de forma linear, por meio de
equações de estado da forma:{

x[k] = A⊗ x[k − 1]⊕B ⊗ u[k − 1]

y[k] = C ⊗ x[k]
(1)

Sendo x[k], y[k] e u[k] os vetores de estado, da
sáıda e de entrada do sistema na k-ésima data, res-
pectivamente, e A, B e C matrizes do sistema de
dimensão apropriada. Convenciona-se chamar es-
ses vetores de datadores, pois são sequências cres-
centes que representam as datas ou instantes da
ocorrência dos disparos das transições associadas.

As técnicas para o tipo de controle de GET
proposto neste artigo foram omitidas por falta de
espaço. Veja Gonçalves et al. (2017) para uma
revisão bibliográfica.

3 Metodologia

3.1 Descrição do SFM Didático

O SFM (Figura 1) produz dois tipos de produ-
tos: base com um pino cônico, chamado de pro-
duto A; e base, igual à do produto A, com um
pino ciĺındrico pintado, chamado de produto B.
É composto por três esteiras (C1, C2 e C3), um
robô, uma fresa, um torno, uma máquina de pin-
tura (MP), uma máquina de montagem (MM) e
oito depósitos unitários (B1,..., B8). As setas na
figura indicam o fluxo de peças e as etapas do
processo de fabricação dos produtos, e os núme-
ros logo acima delas indicam o evento associado.
Utilizou-se uma escala de cores para representar o
caminho percorrido na produção da base, do topo
ciĺındrico, e do topo cônico. Blocos brutos são co-
locados na esteira C1 e percorrem o caminho B1
→ Robô → B3 → Fresa → B3 → Robô → B5 →
MM, e ficam aguardando o pino para montagem.
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Figura 1: Sistema Flex́ıvel de Manufatura

A rota de produção do pino é a mesma até
o depósito B4. Tarugos brutos são colocados na
esteira C2, percorrendo o caminho B2→ Robô→
B4. Então, se o produto é do tipo A, o tarugo
bruto é colocado no torno que, após executar sua
operação, retorna a B4 um pino cônico. O pino
cônico chega na MM passando pelo robô e B6. Se
o produto é do tipo B, o torno retorna a B4 um
pino ciĺındrico, que percorre o caminho Robô →
B7 → C3 → B8 → MP → B8 → C3 → B7, para
que seja pintado. A etapa final é a montagem do
pino com a base acabada. A MM recebe um pino
cônico de B6, para fabricação do produto A, ou
um pino ciĺındrico pintado de B7, para a fabrica-
ção do produto B.

O sistema não deve permitir sobreposição
(overflow) ou falta (underflow) de peças nos depó-
sitos e deve garantir a operação livre de bloqueio.

Um protótipo deste SFM foi constrúıdo no
Laboratório de Análise e Controle de Sistemas a
Eventos Discretos (LACSED) da UFMG, e simula
a produção dos dois tipos de produtos, conforme
descrito anteriormente. O SFM didático é mos-
trado na Figura 2.

Figura 2: SFM Didático

3.2 GET do SFM didático

Para extrair as equações de estado do SFM, é ne-
cessário representá-lo como um Grafo de Eventos
Temporizados (GET). No SFM, o produto pode
percorrer diferentes caminhos a partir do buffer B4
de acordo com seu tipo. O fato do GET ser carac-
terizado por lugares com apenas uma transição de

entrada e uma transição de sáıda representa uma
restrição severa na modelagem do SFM, já que
todas as fichas sempre devem seguir um caminho
pré-determinado.

Para contornar este problema, definiu-se que
a rede de Petri representaria a produção de um
par de produtos, sendo um do tipo A e outro do
tipo B. Deste modo, obteve-se uma sequência li-
near e bem definida de eventos para produção do
produto A (lugares P100 a P129 e transições T100
a T129), e para o produto B (lugares P0 a P29 e
transições T0 a T28), tornando posśıvel a repre-
sentação por um GET. Esta sequência foi obtida
utilizando o algoritmo do MTH (Menor Tempo
Heuŕıstico) (Alves, 2016). Os lugares de controle
identificados pela letra “C” foram inseridos para
realizar o controle do overflow.

Tabela 1: Descrição dos lugares
Lugar

A B Descrição

P0 P100 Bloco em C1

P1 P101 Bloco em B1

P2 P102 Bloco no robô

P3 P103 Bloco em B3

P4 P104 Bloco na fresa

P5 P105 Bloco fresado em B3

P6 P106 Bloco fresado no robô

P7 P107 Bloco fresado em B5

P8 P108 Tarugo em C2

P9 P109 Tarugo em B2

P10 P110 Tarugo no robô

P11 P111 Tarugo em B4

P12 - Tarugo no torno

P13 - Pino cônico em B4

P14 - Pino cônico no robô

P15 - Pino cônico em B6

P16 P116 Bloco fresado na MM

P27 - Bloco e pino cônico na MM

P28 P128 Produto produzido

P29 P129 Bloco preparado na MM

- P117 Tarugo no torno

- P118 Pino ciĺındrico em B4

- P119 Pino ciĺındrico no robô

- P120 Pino ciĺındrico em B7

- P121 Pino ciĺındrico em C3

- P122 Pino ciĺındrico em B8

- P123 Pino ciĺındrico na MP

- P124 Pino ciĺındrico pintado em B8

- P125 Pino ciĺındrico pintado em C3

- P126 Pino ciĺındrico pintado em B7

- P127 Bloco e pino ciĺındrico na MM

P202 P200 Entrada de Controle - Pino

P203 P201 Entrada de Controle - Base

P206 P204 Entrada de Controle - Sincroniza Pino

P207 P205 Entrada de Controle - Sincroniza Base

O tempo de execução de uma tarefa foi defi-
nido como o intervalo entre a ocorrência dos even-
tos que caracterizam o ińıcio (representado por
um número ı́mpar) e fim (representado por um
número par) de uma operação no SFM. Esses in-
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Figura 3: GET do SFM didático com controle de sequência

tervalos são os mesmos utilizados em Pena et al.
(2016), e foram atribúıdos ao lugar que conecta as
transições associadas a estes eventos.

Dessa forma, foi gerado o GET mostrado na
Figura 3. As transições de controle são aquelas
de 200 à 207, sendo que as transições 200 à 203
representam a chegada de blocos e tarugos brutos,
e as transições 204 à 207 são usadas para controlar
a chegada da base e do topo na MM, que devem
ter o menor intervalo posśıvel. Cada ramo desse
GET representa a produção de um componente.
As transições T20 e T129 não têm qualquer evento
associado, pois representam uma especificidade do
SFM, na qual os eventos 63 e 65 podem ocorrer
somente 15 unidades de tempo após o evento 61.
As transições de controle também não têm eventos
associados. A descrição de cada lugar é dada na
Tabela 1. Na Figura 3, a temporização de cada
lugar é representada logo acima dele, assim como
o evento associado a cada transição.

3.3 Equações de estado na álgebra Max-Plus e
controle em malha fechada

Denota-se a sequência de disparo das transições na
forma {τj [1], τj [2], ...} sendo τj [k] o k-ésimo tempo
de disparo da transição Tj.

Com o GET do sistema obtido, pode-se es-
crever os tempos de disparo de maneira recursiva,
para encontrar o sistema dinâmico max-plus li-
near. Como exemplo, o tempo de disparo da tran-
sição T108 é igual ao tempo de disparo da transição
T200, ou τ108[k] = τ200[k], e o tempo de disparo
da transição T109 é igual ao tempo de disparo da
transição T108 acrescido de 25 unidades de tempo,

devido à temporização do lugar P108, ou recursi-
vamente, T200 acrescido de 25 unidades de tempo,
resultando τ109[k] = 25 ⊗ τ108[k] = 25 ⊗ τ200[k].
Repetindo este processo para todas as transições
e após simplificações, encontra-se um modelo li-
near reduzido, mas equivalente, com um número
mı́nimo de estados na forma de (1). A representa-
ção de cada transição foi omitida por questões de
espaço. Nesse modelo, temos os vetores de estados
x, entradas u e sáıda y dados por:

x = [τ2 τ7 τ10 τ16 τ27 τ28 τ127]T

u = [τ200 τ201 τ202 τ203 τ204 τ205 τ206 τ207]T

y = [τ28 τ128]T

e suas matrizes:

A =



101 106 131 16 ε ε 55
168 173 198 77 40 16 122
66 71 96 ε ε ε 20
168 173 198 77 40 40 122
183 188 213 92 55 55 137
208 213 238 117 80 80 162
140 145 170 31 ε 15 94


,

B =



131 101 60 25 ε ε ε ε
198 168 127 92 ε ε 16 ε
96 66 25 ε ε ε ε ε
198 168 127 92 25 25 16 ε
213 183 142 107 40 40 31 e
238 208 167 132 65 65 56 25
170 140 75 ε e e ε ε


e C =

[
ε ε ε ε 25 ε ε
ε ε ε ε ε ε 25

]
.
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Substituindo esses valores na equação (1), o
tempo de disparo ou a ocorrência de qualquer
evento podem ser determinados conhecendo-se o
tempo de disparo das transições de entrada u e
das componentes do vetor x, assim como a sáıda
y[k], que representa o tempo de disparo das transi-
ções T28 e T128 e indica a produção de um produto
A e de um produto B, respectivamente.

Foi implementado o controle em malha fe-
chada para atendimento das seguintes restrições:

• Para os dois produtos, o intervalo de tempo
entre a chegada da base e do topo na MM
deve ser o menor posśıvel. Para o produto A,
o valor obtido foi 31 unidades de tempo de
intervalo. Para o produto B, é posśıvel fazer
com que a chegada dos dois subprodutos seja
sincronizada.

• O tempo de produção do sistema em malha
fechada, λmf , deve ser igual ao tempo de pro-
dução em malha aberta λ. Ou seja, o contro-
lador não deve modificar a taxa de produção.

Estas restrições são descritas por:

−31 ≤ τ20[k]− τ15[k] ≤ 31 (2)

τ126[k] = τ129[k] (3)

λmf = λ (4)

As restrições, (2) e (3), utilizam o vetor de
estados x e a entrada u na forma de uma equação
do tipo E ⊗ x⊕ J ⊗ u = D ⊗ x⊕K ⊗ u, sendo:

E =


183 188 213 92 55 55 137
183 188 213 92 55 55 137
140 145 170 31 ε 15 94
140 145 170 31 ε 15 94

 ,

J =


210 183 142 107 40 40 31 e
210 183 142 107 40 40 31 e
170 140 75 ε e e ε ε
170 140 75 ε e e ε ε

 ,

D =


178 183 208 92 55 ε 142
183 188 213 92 55 55 137
116 121 146 31 ε 15 70
140 145 170 ε ε ε 94

 e

K =


48 178 137 101 ε ε 31 ε
210 183 142 107 40 40 31 e
126 116 75 ε ε e ε ε
170 140 ε ε e ε ε ε

 .

Aplica-se, após uma pequena generalização, a
técnica de controle proposta por Gonçalves et al.
(2017). Nesse trabalho, foi proposta uma técnica
para garantir, em malha fechada, restrições do
tipo E ⊗ x = D ⊗ x, ou seja, restrições lineares
(na álgebra Max-Plus) nos estados. Porém, é di-
reto generalizar a técnica para restrições da forma
E⊗x⊕J⊗u = D⊗x⊕K⊗u, que também depen-
dem da entrada de controle, como desejado neste
artigo. A śıntese do controlador, que tem a forma
u[k−1] = F⊗x[k−1], é condicionada à solução de
uma equação não-linear na álgebra Max-Plus, que

nos fornece essencialmente a matriz de feedback
F e o autovalor em malha fechada, λmf . Dessa
forma, procura-se uma solução para essa equação
não-linear que tenha λmf = λ, visando atender
também a restrição (4).

4 Resultados

Na análise de resultados, utilizou-se o software
Scicoslab versão 4.4.2. Calculou-se o autovalor λ
da matriz A, e verificou-se que λ = 173, o que equi-
vale a dizer que o intervalo de tempo de sáıda de
um par de produtos acabados do SFM operando
em regime permanente é de 173 u.t..

Para o controle em malha fechada, atendendo
(2), (3) e (4), foi obtido o controlador u[k − 1] =
F ⊗ x[k − 1]. A matriz F encontrada é:

F =



42 −25 77 −25 −40 −65 0
72 5 107 5 −10 −35 30
113 46 148 46 31 6 71
148 81 183 81 66 41 106
215 148 250 148 133 108 173
215 148 250 148 133 108 173
224 157 259 157 142 117 182
224 157 259 157 142 117 182


.

Simulou-se o tempo de produção de 10 pa-
res de produtos, em malha aberta e em malha fe-
chada, e verificou-se o atendimento às restrições.
Para os disparos das transições de entrada no ins-
tante inicial, os tempos de produção nos dois casos
são idênticos, mostrados na Tabela 2.

Tabela 2: Tempos de Sáıda

Tempos (u.t)

Prod. A
238 411 584 757 930

1103 1276 1449 1622 1795

Prod. B
195 368 541 714 887

1060 1233 1406 1579 1752

Em malha fechada, mesmo para condições ini-
ciais geradas aleatoriamente, todas as restrições
são atendidas, o que não ocorre em malha aberta,
como mostrado nas Figuras 4, 5 e 6.
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Figura 4: Restrição 1: −31 ≤ τ20[k]− τ15[k] ≤ 31

5 Conclusão

Neste artigo foi mostrada a aplicação da lógica
max-plus para análise e controle de um sistema
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Figura 5: Restrição 2: τ126[k] = τ129[k]
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Terceira restrição: |T28(k) − T28(k−1)| = 173
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Figura 6: Restrição 3: λmf = λ

didático que representa, em escala reduzida, um
sistema flex́ıvel de manufatura real. A represen-
tação através de um GET se tornou posśıvel res-
tringindo o sistema a produzir pares de produtos.

Utilizando a linearização da álgebra max-plus
e o controle por meio do problema de regulação,
é posśıvel obter os tempos de disparo de qual-
quer transição e atender às restrições impostas ao
sistema, obtendo uma notação compacta por in-
termédio de variáveis de estado, muito similar à
utilizada para os sistemas dinâmicos lineares con-
vencionais, permitindo a definição de auto-valores
e auto-vetores, e a possibilidade de manipulação
algébrica eficiente, visando simplificações, śıntese
de controladores e ganhos computacionais. Assim,
determina-se com facilidade o número de ocorrên-
cias de um evento até determinado instante, ou o
instante em que ocorreu o n-ésimo evento, usando
um enfoque formal.

Além disso, os sistemas max-plus apresentam
custo computacional reduzido para se realizar as
simulações em relação às redes de Petri gerais ou
autômatos temporizados, uma vez que se trabalha
com a representação vetorial de estados compacta
e o vetor completo de estados é atualizado a cada
iteração.
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