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Abstract— In this article, a methodology design in the discrete-time domain of an adaptive state observer
with minimal realization in state space is proposed. The adopted methodology is based on the estimation of
the system state variable, as well as on the parameters of the plant model, using the Recursive Eigensystem
Realization Algorithm. The experimental results of control by pole placement of a thermal plant are presented
to illustrate the efficiency and applicability of the proposed methodology.

Keywords— Eingensystem Realization Algorithm, Adaptive State Observer, State Space Identification, Adap-
tive Control.

Resumo— Neste artigo, é proposta uma metodologia no domı́nio do tempo discreto para projeto de um
observador de estados adaptativo com realização mı́nima no espaço de estados. A metodologia adotada está
baseada na estimação das variáveis de estado do sistema, bem como dos parâmetros do modelo da planta, via
Algoritmo Recursivo de Realização de Auto-Sistemas. Resultados experimentais do controle por alocação de
polos de uma planta térmica são apresentados para ilustrar a eficiência e aplicabilidade da metodologia proposta.

Palavras-chave— Algoritmo de Realização de Auto-Sistemas, Observador de Estados Adaptativo, Identifica-
ção no Espaço de Estados, Controle Adaptativo.

1 Introdução

Representar, por meio de modelos matemáticos,
sistemas e fenômenos sempre foi um desafio. Uma
das mudanças ocorridas ao longo do tempo foi a
crescente necessidade de desenvolver formas de ob-
ter modelos matemáticos a partir de dados medi-
dos e não exclusivamente partindo-se das equações
que descrevem a f́ısica do processo (Aguirre, 2004).
Tanto pelo aumento da complexidade dos siste-
mas quanto pela maior facilidade de acesso a
computadores, a área de modelagem computaci-
onal de dados tem se tornado um campo aberto
para a proposta de novas metodologias (Pires and
Serra, 2016; Abrashov et al., 2016).

Na década de 80, a NASA começou a usar um
algoritmo de identificação denominado Algoritmo
de Realização de Auto-Sistemas (ERA), desenvol-
vido por (Juang and Pappa, 1985) no NASA Lan-
gley Research Center. Segundo (Juang and Su-
zuki, 1988), o ERA é um método de identificação
que utiliza os parâmetros de Markov para estima-
ção do modelo mı́nimo no espaço de estados do
sistema.

A estimação de estados e parâmetros também
é um problema de longa data na teoria de controle.
Embora existam abordagens para estimar o estado
(Luenberger, 1971; Tu and Stein, 1994; Moarref
and Rodrigues, 2014) ou os parâmetros (Adetola
and Guay, 2008; Sifford, 2016), a estimação simul-
tânea de parâmetros e estado, adaptativamente,
permanece um problema um tanto quanto desa-
fiador. Um observador adaptativo é um algo-

ritmo que estima estados não medidos e parâme-
tros desconhecidos, simultaneamente, utilizando
para isso dados experimentais de entrada e sáıda
(Chong and Nesic, 2015; Ahmed-Ali et al., 2016).
Nesse contexto, a metodologia proposta está ba-
seada nas variáveis de estado do sistema bem
como nos parâmetros da planta, estimados re-
cursivamente, por meio do observador adaptativo
utilizando o Algoritmo de Realização de Auto-
Sistemas. Além disso, um sistema de controle
por alocação de polos é projetado e implementado
para controle de temperatura de um sistema tér-
mico, em tempo real, por meio de uma plataforma
de aquisição de dados baseada em instrumentação
virtual/eletrônica de alto desempenho (LabView).

2 Formulação do
Controlador/Observador Adaptativo

via Algoritmo ERA Recursivo

Nesta seção, serão apresentadas a formulação ma-
temática da versão recursiva do Algoritmo ERA
para estimação paramétrica do observador adap-
tativo e projeto do controlador por alocação de
polos.

2.1 Algoritmo Recursivo de Realização de Auto-
Sistemas

Considera-se o sistema linear descrito pelo modelo
no espaço de estados, dado por:

xk+1 = Axk +Buk (1)
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yk = Cxk +Duk (2)

onde xk ∈ ℜn são os estados, uk ∈ ℜm é a entrada
e yk ∈ ℜp é a sáıda do sistema, tendo-se que A,
B, C e D são as matrizes de dimensões apropri-
adas contendo os parâmetros do sistema a serem
estimados.

Adicionando e subtraindo um termo Fyk do
lado direito da equação (1), tem-se:

xk+1 = Axk +Buk + Fyk − Fyk
xk+1 = (A+ FC)xk + (B + FD)uk − Fyk

xk+1 = Āxk + B̄vk

(3)

onde Ā = A + FC, B̄ = [B + FD,−F ] e vk =
[uT

k , y
T
k ]

T . Considerando-se que x(0) 6= 0, a equa-
ção (3) pode ser estendida, obtendo-se:

xk+q = Āqxk + Āq−1B̄vk + Āq−2B̄vk+1+
· · ·+ B̄vk+q−1

(4)

da equação (2), tem-se:

yk+q = Cxk+q +Duk+q

yk+q = CĀqxk + CĀq−1B̄vk + · · ·

+CB̄vk+q−1 +Duk+q

(5)

Supondo-se k = 0, 1, · · · , l− q− 1 na equação
(5), tem-se a seguinte equação:

ȳ = CĀqx+ Ỹ V̄ (6)

onde

Ỹ =
[

D CB̄ CĀB · · · CĀq−1B̄
]

(7)

e

V̄ =











uq uq+1 · · · ul−1

vq−1 vq · · · vl−2

...
...

. . .
...

v0 v1 · · · vl−q−1











(8)

Nota-se que o termo CĀqx na equação (6) re-
presenta o efeito dos q−1 passos anteriores. Desde
que, para este caso, Āq é suficientemente pequeno,
e considerando-se que todos os estados em x são
limitados, a equação (6) pode ser aproximada por:

ȳ = Ỹ V̄ (9)

Assim, obtem-se a solução por mı́nimos quadra-
dos, dada por:

Ỹ = ȳV̄ T [ ¯V V
T
]−1 (10)

A solução da equação (10), corresponde a es-
timação do modelo inicial por batelada.

No entanto, a equação (9) pode também ser
resolvida recursivamente. Adicionando-se os ter-
mos uk+1 e yk+1 em (10), tem-se:

Ȳk+1 = ȳk+1V̄
T
k+1[V̄k+1V

T
k+1]

−1 (11)

onde ȳk+1 =
[

ȳk yk+1

]

e V̄k+1 =
[

V̄k Vk+1

]

.
O valor de Ȳk+1, através da equação (11), é dado
por:

Ȳk+1 = Ȳk + [yk+1 − ȲkV̄k+1]
V̄ T
k+1

Pk

1 + V̄ T
k+1

PkV̄k+1

(12)
Adicionando-se um fator de esquecimento λ

ao algoritmo, os parâmetros de Markov do obser-
vador, são obtidos através da solução recursiva do
seguinte conjunto de equações:

Gk+1 =
V̄ T
k+1

Pk

λ+ V̄ T
k+1

PkV̄k+1

(13)

Yk+1 = Yk + [yk+1 − YkV̄k+1]Gk+1 (14)

Pk+1 = λ−1Pk[I − V̄k+1Gk+1] (15)

Os parâmetros de Markov do sistema são ob-
tidos através da solução das seguintes equações:

Ykr = Ȳ 1
kr −

T
∑

j=1

Ȳ 2
kjYkr

, para r = 1, 2, · · · , q (16)

Ykr = −

q
∑

j=1

Ȳ 2
kjYk, para r > q (17)

onde Ykr = [Ȳ 1
kr,−Ȳ 2

kr] para r = 1, 2, · · · .
A partir dos parâmetros de Markov descritos

anteriormente, as matrizes A, B e C do modelo
no espaço de estados podem ser obtidas por meio
do Algortimo de Realização de Auto-Sistemas
(ERA). Este algoritmo inicia-se com a formação
da matriz de Hankel generalizada, formada pelos
parâmetros de Markov do sistema, dada por:

Hj−1 =











Yj Yj+1 · · · Yj+β−1

Yj+1 Yj+2 · · · Yj+β

...
...

. . .
...

Yj+α−1 Yj+α · · · Yj+α+β−2











(18)
onde α e β são inteiros de modo que αq ≤ βr, r
e q são o número de entradas e sáıdas do sistema,
respectivamente.

Assim, os parâmetros de Markov do sistema
podem ser definidos por:

Y0 = D

Yj = C(A)j−1B
(19)

Substituindo-se a equação (19) em (18), com
j=1, tem-se:

H0 =







C
...

C(A)α−1






Ak−1

[

B · · ·Aβ−1B
]

(20)
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O ERA inicia-se com a decomposição em valor
singular da matriz de Hankel no instante k = 1:

H0 = RΣST (21)

onde R e S são matrizes ortogonais e Σ é uma
matriz retangular, dada por:

Σ =

[

Σn 0
0 0

]

(22)

com

Σn =











σ1 0 · · · 0
0 σ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · σn











(23)

onde σ1 > σ2 > · · · > σn > 0 são os n valores
singulares mais significativos de H0, uma vez que
é considerado σn >> σn+1. Então, definindo Rn

e Sn como matrizes formadas pelas n primeiras
colunas de R e S, respectivamente, a matriz H0

pode ser aproximada por:

H0 = RnσnS
T
n (24)

O modelo da planta é então dado por:

A = (σn)
−

1

2 (Rn)
THSnσ

−
1

2

n (25)

B = as r primeiras colunas de Σ
1

2

nS
T
n (26)

C = as q primeiras linhas de RnΣ
1

2

n (27)

2.2 Observador de Estados Adaptativo

O problema de se projetar um observador de or-
dem plena se torna o de determinar a matriz de
ganho do observador Ke, tal que a dinâmica de
erro seja assintoticamente estável com suficiente
velocidade de resposta. Assim o projeto de obser-
vadores de estado de ordem plena converte-se na
determinação de uma matriz Ke, tal que A−KeC

possua autovalores desejados, dada por:

Ke = φ(A)





















C

CA

.

.

.

CAn−2

CAn−1









































0
0
.

.

.

0
1





















(28)

onde φ(z) é o polinômio caracteŕıstico desejado
para o observador, ou seja,

φ(z) = (z − µ1)(z − µ2)...(z − µn) (29)

em que µ1, µ2, ..., µn são os autovalores desejados
para a dinâmica do observador.

2.3 Controlador por Alocação de Polos Baseado
no Observador de Estados Adaptativo

Para realização da alocação de polos, considera-se
o sistema de controle, dado por:

xk+1 = Axk +Buk

yk = Cxk
(30)

onde A, B e C são as matrizes no espaço de esta-
dos estimadas pelo Algoritmo ERA recursivo, x o
vetor de estados, u o sinal de controle e y a sáıda.
Podemos definir que o sinal de controle é dado
por:

uk = −Kxk +KIξk (31)

ξk = ek + ξk−1 (32)

ek = rk − yk−1 (33)

Onde K é o ganho do controlador, KI é o ganho
do integrador, rk é a referência e ek é o sinal do
erro. Substituindo-se (31-33) em (30), tem-se:

xk+1 = (A−BK)xk (34)

A estabilidade e as caracteŕısticas da resposta
transitória são determinadas pelos autovalores de
A−BK, que são chamados de polos do regulador.
A alocação de polos pode ser realizada através da
Fórmula de Ackermann, dada por

K = [0 0 ... 1][B AB ... An−1B]−1φ(A) (35)

onde φ(z) é o polinômio caracteŕıstico desejado
para o controlador, ou seja,

φ(z) = (z − µ1)(z − µ2)...(z − µn) (36)

em que µ1, µ2, ..., µn são os autovalores desejados
para que a dinâmica do sistema atenda aos requi-
sitos de desempenho temporais especificados.

As etapas da metodologia proposta, podem
ser resumidas como segue:

• Passo 1: Determinação do Modelo Ini-
cial. O primeiro passo consiste na identifi-
cação em batelada de um modelo inicial no
espaço de estados do sistema via Algoritmo
ERA, por meio da equação (10);

• Passo2: Cálculo das Condições Iniciais
dos Ganhos. Com base em caracteŕısticas
de resposta temporal de tempo de acomoda-
ção e máximo sobressinal, são calculados o
ganho inicial do integrador (KI), do contro-
lador (K) e do observador (Ke), por meio das
equações (28) e (35);

• Passo 3: Atualização do modelo. Com
base nos dados de entrada e sáıda, é então
atualizado o modelo do sistema utilizando-
se o algoritmo ERA recursivo, com base nas
equações (25), (26) e (27);
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• Passo 4: Atualização dos Ganhos. De
acordo com o modelo recursivo obtido no
passo 3 e atendendo aos requisitos de desem-
penho temporal, são atualizados os ganhos do
controlador, do observador e do integrador,
utilizando-se as equações (28) e (35) a cada
instante de tempo;

• Passo 5: Repetir as atualizações. As
atualizações do modelo e dos ganhos são en-
tão repetidas até o número total de iterações.

3 Resultados Experimentais

Neste trabalho, o processo de aquisição de da-
dos para identificação do sistema bem como a
implementação do método de controle proposto
são realizados em uma plataforma de controle vir-
tual/eletrônica desenvolvida com base no software
LabVIEW (Laboratory Virtual Instrument Engi-
neering Workbench) e na controladora Compac-
tRIO 9073, ambos da National Instruments. Os
principais módulos integrados na controladora e
utilizados na plataforma são: NI 9219(entrada
analógica) e NI 9263 (sáıda analógica). Dado que
a aplicação será realizada em um processo tér-
mico, a plataforma conta ainda com o sensor de
temperatura LM 35. O qual fornece uma tensão
proporcional à temperatura a qual está submetido
(10mV/◦C) e um circuito atuador baseado no cir-
cuito integrado TCA 785, capaz de variar o ângulo
de disparo de tiristores pela aplicação de uma ten-
são cont́ınua. Na Figura 1 é mostrado o diagrama
esquemático da plataforma utilizada.

Figura 1: Diagrama esquemático da plataforma de
controle virtual/eletrônica de alto desempenho.

3.1 Condição Inicial dos Parâmetros

Para inicialização do algoritmo ERA é realizada a
estimação de um modelo inicial do sistema calcu-
lado em batelada com base em dados experimen-
tais de entrada e sáıda. Na Figura 2, são mos-
trados o sinal de tensão eficaz (Vrms) aplicado à
entrada do sistema e a respectiva sáıda (Tempe-
ratura em ◦C) utilizados.
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Figura 2: Conjunto de dados de entrada e sáıda do
processo térmico para estimação do modelo inicial.

O modelo no espaço de estados obtido como
condição inicial é dado por:

A =

[

0.9944 0.0403
−0.0228 0.0999

]

, B =

[

−0.0614
−0.0758

]

e C =
[

−0.1067 0.0744
]

(37)

Com base neste modelo são então gerados
os ganhos do controlador e observador iniciais
levando-se em consideração o tempo de acomoda-
ção de 150 segundos e máximo sobressinal de 5%.
O ganho do integrador, do controlador e do obser-
vador obtidos para inicialização são dados por:

KI = 0.4757 (38)

K = [−1.7555 − 0.8986] (39)

Ke =

[

−8.3411
0.3253

]

(40)

3.2 Implementação do Controlador/Observador
Adaptativo Baseado em Algoritmo ERA Re-
cursivo

A partir dos parâmetros iniciais dados nas equa-
ções (37) e (40) é então feita a atualização do mo-
delo e dos ganhos para cada instante de tempo. A
referência inicial para temperatura foi de 100◦C e
uma mudança para 150◦C foi aplicada após 210
segundos. A ação de controle e a resposta tem-
poral da planta térmica são mostradas na Figura
3, obtendo-se um tempo de acomodação de 112
segundos e sem ocorrência de sobressinal.
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(b) Ação de Controle.

Figura 3: Desempenho do sistema de controle ba-
seado na metodologia proposta.

Pode-se observar que as especificações tempo-
rais de tempo de acomodação, máximo sobressi-
nal e o rastreamento do sinal de referência foram
garantidos. Na Figura 4 são mostrados os com-
portamentos dos estados instantâneos estimados
a partir do sistema.
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Figura 4: Estados estimados do sistema pelo ob-
servador adaptativo.

Nas Figura 5, é posśıvel visualizar a atualiza-
ção dos parâmetros da planta obtidos recursiva-
mente por meio do algoritmo ERA.
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(a) Variação dos elementos da matriz A.
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(b) Variação dos elementos da matriz B.
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(c) Variação dos elementos da matriz C.

Figura 5: Variação paramétrica do modelo no es-
paço de estados estimado pelo Algoritmo ERA.

A adaptação dos ganhos KI , K e Ke, é mos-
trada nas Figs 6-8.
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Figura 6: Variação do ganho do integrador KI .
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Figura 7: Variação dos ganhos do controlador K.
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Figura 8: Variação dos ganhos do observador Ke.

Assim, pode-se perceber a eficiência da meto-
dologia proposta para ajuste online dos parâme-
tros do controlador, do observador e para atualiza-
ção do modelo, visto que, tem-se um controle com
uma boa resposta, os estados estimados coerente-
mente e a estimação dos elementos das matrizes
do sistema de forma a representar bem seu com-
portamento.

Conclusão

Neste artigo foi proposta uma metodologia para
observação de estados adaptativa baseada em al-
goritmo ERA recursivo para controle por meio de
alocação de polos. Resultados experimentais de-
monstraram a aplicabilidade da metodologia pro-
posta no sentido de realizar a estimação dos esta-
dos fielmente, representando a planta de maneira
satisfatória e atendendo as especificações de res-
posta temporal como tempo de acomodação e má-
ximo sobressinal de forma eficiente. Considera-se
como trabalhos futuros a análise e formulação da
metodologia proposta no contexto nebuloso.
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