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COM FUNÇÕES DE DENSIDADE PARA NAVEGAÇÃO EM AMBIENTES
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Abstract— A new approach for nagivation in previously unknown environments by a mobile robot network is
developed, with the modification of an established coordination strategy. The coverage control via Voronoi cells
guarantees a collision-free motion and convrgence in convex areas. By including density functions, it is possible
to arbitrate a spacial distribution of the cells, allowing the group displacement towards regions of interest. Laying
this methodology under an exploratory strategy that determines the next targets, it is possible to map all the
environment of interest, simultaneously maximizing the coverage, lessening the sensory systems redundancy and
increase the system reliability on the completion of the task. Limitations from obstacle-filled and non-convex
areas are dealt with a deviation state. The results indicate the satisfactory conclusion of the required tasks with
no complications, allowing a real-system implementation of this approach.

Keywords— Multi-robot systems, navigation, coverage, Voronoi diagram, density functions.

Resumo— Uma nova abordagem para a navegação em ambientes previamente desconhecidos por uma rede de
robôs móveis é desenvolvida, a partir da modificação de uma estratégia de coordenação já consolidada. O controle
de cobertura por células de Voronoi garante uma locomoção livre de colisões e a convergência em ambientes
convexos. A partir da inclusão de funções de densidade, pode-se arbitrar uma distribuição espacial das células,
permitindo o deslocamento do grupo como um todo para regiões de interesse. Submetendo tal metodologia à
uma estratégia exploratória que determine as posições-alvo seguintes, é posśıvel mapear todo o ambiente de
interesse, simultaneamente maximizando a cobertura, diminuindo a redundância dos sistemas de sensoriamento
e aumentando a confiabilidade do sistema no cumprimento do objetivo. Limitações oriundas de ambientes com
obstáculos e regiões não-convexas são contornadas pela inclusão de um estado de desvio. Os resultados indicam
a conclusão da tarefa requerida de modo satisfatório e sem intercorrências, o que possibilita a implementação
desta metodologia em sistemas reais.

Palavras-chave— Sistemas multi-robôs, navegação, cobertura, diagrama de Voronoi, funções de densidade.

1 Introdução

O campo de pesquisa da coordenação de múlti-
plos robôs móveis, que ganhou maior relevância
a partir dos anos 80, tem crescido significativa-
mente desde então. No que tange à robótica mó-
vel, sistemas multi-robôs possuem diversas vanta-
gens comparados a um único robô: menor custo,
maior confiabilidade, flexibilidade, versatilidade, e
robustez no que diz respeito à aquisição de dados,
por meio da fusão de informações oriundas dos
sensores (Yan et al., 2013). Dentre as diversas
aplicações de sistemas multi-robôs, duas a desta-
car são a cobertura e exploração de ambientes.

Uma das definições do problema de cober-
tura consiste em, dada uma área de interesse e
um grupo de robôs, constituir uma lei de controle
que maximize a área observada pelos mesmos,
com base nos sistemas de sensoriamento dispońı-
veis. Gage (1992) foi um dos primeiros a abordar
o tema, caracterizando três modos de cobertura.
Por sua vez, Howard et al. (2002) aplicaram o con-
ceito de campos potenciais para o problema em
questão. Cortes et al. (2004) introduzem a abor-
dagem por meio das células de Voronoi, uma das
bases para este trabalho. Cassandras e Li (2005)
incorporam os custos de comunicação e uma fun-
ção de pertinência que representaria a ocorrência

de determinados eventos de interesse, aplicando
um controle de cobertura não-uniforme à área de
trabalho. Em Schwager et al. (2009) um método
de controle de cobertura adaptativo que considera
mudanças no ambiente é desenvolvido. Schwager
et al. (2011) caracterizam um problema de oti-
mização com uma função de custo generalizada,
cujos parâmetros variam conforme o modo de co-
bertura. Trabalhos mais recentes sobre o tema
são encontrados em Franco et al. (2012), Liu et al.
(2013) e Kantaros e Zavlanos (2016).

Este trabalho possui o objetivo de estabelecer
um método que direciona um grupo de véıculos
rumo à exploração de uma área então desconhe-
cida, enquanto mantém o grupo coeso e maximiza
o potencial da rede sensorial de cada robô ao am-
plificar a cobertura do grupo, visando reduzir a
redundância no mapeamento.

A abordagem se baseia, primeiramente, nas
definições e métodos sumarizados em Bullo et al.
(2009), sendo uma continuação do descrito em
Moura e Ordoñez (2016), que além de tratar do
problema de cobertura e da aplicação dos diagra-
mas de Voronoi para uma coordenação descentra-
lizada, propõe uma nova lei de controle e realiza
uma análise da sua implementação em ambientes
com a presença de obstáculos e regiões côncavas,
configurando a contribuição deste trabalho.
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O artigo divide-se conforme o proposto: a Se-
ção 1 introduz o tema e discorre brevemente sobre
os trabalhos realizados a respeito, além de expli-
citar as contribuições deste. A Seção 2 estabe-
lece as definições matemáticas e conceitos relati-
vos às estratégias estudadas. Por sua vez, a Seção
3 trata da metodologia utilizada para simulação e
dos critérios de avaliação da eficácia da coordena-
ção. A Seção 4 mostra os resultados para diversos
cenários e tece uma análise sobre os mesmos, des-
tacando as vantagens e limitações do algoritmo
proposto. Por fim, a Seção 5 conclui o artigo,
fazendo a correspondência da abordagem com as
necessidades oriundas da coordenação, bem como
a indicação de posśıveis trabalhos futuros.

2 Noções preliminares

2.1 Células de Voronoi

O diagrama (ou partição) de Voronoi constitui a
base geométrica para a implementação do algo-
ritmo proposto, conforme definição seguinte.

Definição 1 (Diagrama de Voronoi)
Dado um espaço X, a distância euclidiana
d : X × X → R≥0, um conjunto S ⊂ X, e
um conjunto de pontos P = {p1, p2, . . . , pn}
em S. A partição (ou diagrama) de Voronoi
de S gerada por P é a coleção de conjuntos
V(P) = {V1(P), V2(P), . . . , Vn(P)} ⊂ S tais que,
para i = {1, 2, . . . , n},

Vi(P) = {q ∈ S | d(q, pi) ≤ d(q, pj),∀pj ∈ P\{pi}}.

Vi(P) corresponde à celula de Voronoi gerada
pelo ponto pi, contendo todos os pontos de S mais
próximos do seu gerador do que de quaisquer ou-
tros pontos de P.

Devido à abordagem descentralizada da estra-
tégia, cada robô terá acesso apenas às informações
das posições dos robôs correspondentes à sua vizi-
nhança, isto é, os pontos componentes do mesmo
sub-grafo que representa a rede local. Faz-se ne-
cessário, portanto, definir o conceito de vizinhos
de um robô na posição pi.

Definição 2 (Vizinhança de pi) Seja
G = (A,Σ) um grafo contendo um conjunto
A de vértices, com pi ∈ A, e um conjunto Σ
de arestas representando as conexões entre os
vértices. Define-se a vizinhança de pi como o
conjunto B de pontos para os quais existe um
caminho até pi.

Assim, a depender da rede de comunicação
estabelecida entre os robôs, a célula de Voronoi
para cada véıculo será computada somente com
as informações dispońıveis localmente.

Para considerar as limitações de alcance dos
sistemas de navegação dos robôs, assume-se que

a região de observabilidade sem obstruções cor-
responde a um disco (ou esfera) de raio r, e tal
restrição é agregada à Definição 1.

Definição 3 (Célula de Voronoi r-limitada)
Dada uma partição de voronoi V(P) =
{V1(P), V2(P), . . . , Vn(P)}, uma região circu-
lar ou esférica fechada B(pi, r) de raio r ≥ 0 e
centro em pi ∈ S, e um conjunto Pv,i de pontos
vizinhos, a célula de Voronoi limitada em r é
definida por

Vi,r(Pv,i) = Vi(Pv,i) ∩ B(pi, r).

Assumindo-se que não há sistema externo de
sensoriamento, a célula de Voronoi deverá ser res-
trita também ao campo radial de visão do robô,
cuja representação geométrica é definida a seguir:

Definição 4 (Campo visual de pi em Q)
Seja Q uma área de trabalho, e pi ∈ Q. O campo
visual de pi em Q é definido por

C(pi, Q) = {c ∈ Q | pj ∈ Q,∀pj ∈ pic},

representando o conjunto de todos os pontos c ob-
serváveis a partir de pi na área Q.

A nova célula de Voronoi será, então, deter-
minada pela seguinte interseção:

V Qi,r(Pv,i) = Vi,r(Pv,i) ∩ C(pi, Q).

2.2 Estratégia de cobertura

O problema de cobertura consiste em maximizar a
área ocupada pelo sistema multi-robôs como um
todo. Cortes et al. (2004), no contexto do dia-
grama de Voronoi, apresenta a seguinte definição
da tarefa de cobertura Tδ, utilizada neste artigo:

Tδ =


verdadeiro, se ||pi − CM(V Qi,r(Pv,i))||2 ≤ δ,
i ∈ {1, ..., n};
falso, caso contrário,

sendo CM(V Qi,r(Pv,i)) o centro de massa (ou cen-
troide) da célula relativo ao robô em pi, e δ um
critério de tolerância arbitrário. Em suma, o obje-
tivo de cobertura será cumprido somente se todos
os robôs estiverem suficientemente próximos dos
seus centros de massa.

A estratégia utilizada em Moura e Ordoñez
(2016) e baseada em Bullo et al. (2009) con-
siste em fazer com que os robôs se direcionem
aos centroides de suas respectivas células, en-
quanto sucessivamente recalculam as mesmas, es-
tabelecendo uma nova referência a cada iteração.
Quando as referências não se modificam significa-
tivamente, os robôs eventualmente as alcançam,
caracterizando uma situação de equiĺıbrio, e por-
tanto, encerrando a tarefa.
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Uma das limitações encontradas no estudo
deste algoritmo é que, para ambientes muito gran-
des comparados com a soma das áreas visuali-
zadas pelos robôs, a cobertura é apenas parcial.
Para contornar esta situação, outras abordagens,
como as descritas em Gage (1992), induzem à for-
mação de uma ”barreira móvel”, que realize uma
varredura regularmente. Neste trabalho, tal caso
é tratado como um problema de exploração, em
que o ambiente a ser navegado é dividido em uma
sequência de pontos intermediários (checkpoints),
representando referências de posição para o grupo.

O trabalho desenvolvido por Cortes et al.
(2005) agrega os conceitos de funções espacial-
mente distribúıdas e funções de densidade, estas
últimas sendo consideradas neste trabalho, uma
vez que estarão atreladas ao objetivo de explora-
ção, e modificadas para fins de aplicação conforme
descrito na Seção 3.

Definição 5 Seja φ : Rd → R>0 uma função de
densidade limitada e atuante na área de trabalho
Q. Pode-se definir, então, o centroide (ou centro
de massa) CMφ(S) de um conjunto S ⊂ Rd com
respeito a φ:

CMφ(S) =

∫
S
qφ(q)dq∫
S
φ(q)dq

Desta forma, o centroide de uma célula de Vo-
ronoi (V Qi,r(Pv,i)) pode ser deslocado conforme a
função de densidade escolhida, na direção da re-
gião em que obtiver o maior valor. Por exemplo,
se o critério utilizado para a definição de obje-
tivo for a proximidade de uma posição-alvo, o cen-
tróide da célula de Voronoi tenderá a se posicionar
na direção deste alvo, sem estar fora da célula, o
que garante que o véıculo nunca se deslocará para
locais fora da sua região caso a célula seja con-
vexa. Isto mantém a garantia da abordagem via
células de Voronoi de ser livre de colisões com ob-
jetos estáticos, além de monotonicamente seguir
rumo ao seu objetivo, otimizando a função custo
HV(P) =

∫
Q

mini||q − pi||dφ(q).

3 Metodologia

3.1 Definições da simulação

Visando avaliar a eficácia do algoritmo pro-
posto, uma gama de simulações foram realiza-
das por meio do software MATLAB, num compu-
tador com processador Quad-Core operando em
2.4GHz, valendo-se das seguintes considerações:

• Os véıculos são considerados massas pontuais
atuando em duas dimensões, com uma dinâ-
mica interna de primeira ordem ṗi = ui;

• Por consequência, não houve mudança na ori-
entação dos véıculos, de modo que os sensores
permaneceram com a mesma orientação em
relação ao sistema global de coordenadas;

• Não se estudaram situações em que houve fa-
lha na comunicação, apesar de que a meto-
dologia prevê a readaptação dos véıculos em
casos como este;

• Os véıculos são dotados de uma velocidade
máxima de 0,5m/s, e a área de trabalho está
localizada dentro de uma região retangular de
dimensões 6m × 4m. A interrupção do pro-
grama é feita quando todos os véıculos estão
a menos do que 10cm de suas posições-alvo;

• Os ambientes estudados são todos estáticos,
apesar da estratégia em questão ser aplicável
para ambientes com obstáculos dinâmicos.

É importante ressaltar que nenhuma das res-
trições acima compromete a simulação e a avali-
ação da estratégia de navegação, bem como sua
implementação futura.

Foram avaliadas situações em que os véıculos
dispunham de sensores com vários raios de alcance
r. Convencionou-se que o alcance de comunicação
entre véıculos seria equivalente a 2r.

3.2 Computação das células de Voronoi

As definições presentes na seção 2 não consideram
as limitações no sistema de sensoriamento das re-
des de robôs, principalmente ao considerar que,
em geral, os sistemas são anisotrópicos e, à exce-
ção de alguns sistemas de radar, possuem cober-
tura inferior à 360 graus.

Para este trabalho, foram considerados sis-
temas de robôs semelhantes, com o mesmo nú-
mero de sensores de distância distribúıdos regu-
larmente, ou seja, isotrópicos.

Seja um robô i numa posição pi e orienta-
ção θ, em uma área de trabalho Q, dotado de
k sensores de distância com raio de alcance r, e
conectado à uma rede cujas posições dos robôs
vizinhos são representadas pelo conjunto Pvi =
{p1, . . . , pn}, pi /∈ Pvi . O procedimento para a de-

terminação da célula V Qi,r(Pv,i) é descrito no Al-
goritmo 1.

Por meio deste algoritmo, obtém-se prelimi-
narmente todos os valores retornados pelos senso-
res, e em seguida, verifica-se se o valor obtido está
mais próximo de um robô vizinho ou não. Caso
esteja, o robô mais próximo determinará a posi-
ção de tal vértice relativo ao sensor. Isto resulta
na determinação da célula como um poĺıgono de k
lados, conforme ilustrado na Figura 1, que exem-
plifica a determinação da célula simplificada de
Voronoi para um robô.

A metodologia proposta é computacional-
mente mais eficiente que a abordagem de forma
cont́ınua, e implementável em sistemas robóticos
que possuam um número limitado de sensores,
desde que possam fornecer uma precisão adequada
no mapeamento da área.
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Algoritmo 1: Cálculo de V Qi,r(Pv,i)
Entrada: pi, θ, k,Pv,i
Sáıda: Vértices da célula V Qi,r(Pv,i)

1 ińıcio
2 para j = 1, . . . , k faça
3 α(j) = medição do sensor j;
4 para m ∈ Pv,i faça
5 Determinar reta divisória li,m

equidistante entre pi e pm;
6 Verificar distância dji,m de pi até

li,m na direção de j;

7 se dji,m < α(j) então

8 α(j) = dji,m
9 fim

10 fim
11 V (j) = pi + α(j) ·

(cos (θ + 2πj
k ), sin (θ + 2πj

k ))

12 fim

13 fim
14 retorna V

CM(V)

V(p )1

p1

p2r

Sensor

Figura 1: Computação da célula simplificada de
Voronoi.

3.3 Aplicação das funções de densidade

Com a nova célula obtida com a execução do Al-
goritmo 1, uma nova definição do centro de massa
da célula é necessária, uma vez que o cálculo será
feito de maneira discreta, ao invés de uma inte-
gração cont́ınua.

Dada uma função de densidade φ, o centro
de massa baseado numa célula V = {v1, v2, ..., vk}
computada pelas informações dos k sensores é cal-
culado como

CMφ(V ) =

∑k
j=1 vjφ(vj)

ΛV

,

sendo ΛV a área do poĺıgono V , obtida pela ex-
pressão ΛV = 1

2

∑n−1
i=0 (xiyi+1 − xi+1yi).

Nota-se que, para que CMφ(V ) ∈ V , sendo
V convexo, é necessário que o centro de massa
consista numa combinação convexa dos vértices

da célula, ou seja, é necessário normalizar φ tal
que, para todo j = 1, ..., k, φ(vj)Λ

−1
V ∈ [0, 1] e∑k

j=1 φ(vj)Λ
−1
V = 1. Tal garantia não se estende

a células não-convexas, o que requer uma seleção
cuidadosa das funções de densidade neste caso.

Considerando-se a estratégia de exploração
desejada, a função atratora φatt(q) que irá dire-
cionar o grupo de robôs em direção a um alvo na
posição pg é a seguinte:

φatt(q) =
1

2

(
1 +

〈(pg − pi), (q − pi)〉
||〈(pg − pi), (q − pi)〉||2

)
,

φatt(q) sendo igual a 1 quando o ponto q estiver
na direção de pg em relação a pi, e nula no caso
diametralmente oposto.

De modo similar, visando o afastamento tanto
dos obstáculos quanto das paredes da área de tra-
balho, uma função repulsiva φrep(q), considerando
t = ||q − pi||2 é definida como

φrep(q) =

{
tanh [β(t− dmin)], se t ≥ dmin;

0, t < dmin
,

sendo β um fator de ajuste e dmin uma dis-
tância mı́nima tolerável. A função de densi-
dade resultante será então o produto das compo-
nentes atratora e repulsiva, ou seja, φtotal(q) =
φatt(q)φrep(q).

3.4 Inclusão de modo de contorno

A abordagem com elementos atratores e repulsi-
vos recai num clássico problema encontrado por
este tipo de heuŕıstica, que é a dos mı́nimos locais.
Caso obstáculos ou mesmo porções da área de tra-
balho estejam no caminho até o objetivo e sejam
grandes o suficiente para formarem uma barreira
ao grupo, o(s) robô(s) podem entrar em uma re-
gião da qual não conseguirão sair.

Visando contornar este problema, inclui-se
na estratégia uma condição de contorno baseada
numa versão simplificada seguimento de paredes
do obstáculo, vide Carelli e Freire (2003), for-
mando assim um sistema h́ıbrido cujo critério de
chaveamento será determinado pela menor distân-
cia obtida pelos sensores do robô.

Para um determinado robô em pi que almeja
uma posição pg, se o valor α(j) de um sensor j
for menor do que uma distância mı́nima arbitrada
dmin, então ocorre o chaveamento para o modo
de contorno e a direção de seguimento sobs é dada
pela seguinte expressão:

sobs =

{
scw = R−π2 lobs, se 〈scw, lobs〉 ≥ 0

scc = Rπ
2
lobs, caso contrário

sendo lobs o vetor na direção do robô ao obstá-
culo, Rξ a matriz de rotação que gira um vetor
em um ângulo qualquer ξ, e scw e scc as compo-
nentes geradas nos sentidos horário e anti-horário,
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respectivamente. lobs pode ser obtido por meio da
média das contribuições dos sensores que detecta-
rem o obstáculo em questão.

Assim, o véıculo irá seguir a direção que es-
tiver melhor alinhada com o vetor na direção do
objetivo. Para sair de tal condição, é necessário
que α(j) > dmin + ε, sendo ε uma folga para
que o sistema não entre em um estado de co-
mutação cont́ınua. Adicionalmente, a condição
(pj − pi) · (pg − pi) > 0 é necessária para o re-
torno ao estado padrão.

4 Resultados e discussão

Nas simulações realizadas, variaram-se as áreas de
trabalho e o número de robôs, enquanto mantendo
a posição-alvo pg = (5, 3). As figuras mostram as
posições iniciais (representados por asteriscos pre-
tos) e finais (ćırculos vermelhos) de todos os robôs
para cada caso estudado, assim como suas respec-
tivas células de Voronoi (poĺıgonos em tracejado)
e os caminhos percorridos por cada um durante a
simulação (em linhas pontilhadas).

A Figura 2 mostra o caso mais simples, para
um ambiente aberto e convexo, com um grupo de
cinco robôs dotados de seis sensores cada. É evi-
dente a reorganização da rede, com a conclusão do
seu objetivo em um tempo de 8,7 segundos.

0 1 2 3 4 5 6

x (m)

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

y
 (

m
)

Simulação - tempo decorrido: 8.7 segundos

Figura 2: Simulação para ambiente convexo.

A Figura 3 representa uma situação mais de-
safiadora, com a inclusão de um obstáculo no cen-
tro da área. Apesar da leve desorientação de um
dos quatro robôs, que entrou em modo de con-
torno ao chegar muito próximo do obstáculo, a
rede se comporta similarmente ao primeiro caso,
atingindo o fim da tarefa em 10,4 segundos.

Variando-se o número de sensores, como no
caso da Figura 4 em que os robôs possuem apenas
quatro sensores, além de valer-se de um ambiente
mais fechado, não se verificam grandes dificulda-
des no cumprimento do objetivo de cobertura, que
é atingido em 8,4 segundos.

A Figura 5 mostra a simulação de um grupo
de véıculos tentando ultrapassar uma barreira de

0 1 2 3 4 5 6

x (m)

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

y
 (

m
)

Simulação - tempo decorrido: 10.4 segundos

Figura 3: Simulação: caso com obstáculo comum.
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3
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4

y
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m
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Simulação - tempo decorrido: 8.4 segundos

Figura 4: Simulação: menor número de sensores.

dimensões consideráveis. Em 13,1 segundos, os
robôs contornam a barreira e cumprem a tarefa.

Por sua vez, a Figura 6 ilustra o comporta-
mento do grupo em um ambiente mais realista,
com vários obstáculos. Houve um pouco de difi-
culdade por parte de alguns véıculos em contornar
os obstáculos, o que se deve à sintonia dos estados
de desvio, porém a tarefa foi cumprida satisfato-
riamente em 13,2 segundos.

5 Conclusão

A estratégia de cobertura com funções de densi-
dade incorporadas se mostrou bastante eficiente
de uma maneira geral, pois para todas as situações
abordadas nas simulações, os robôs rapidamente
atingiram o alvo desejado, sem ocorrer desagrega-
ção ou desvio de rotas.

Uma dificuldade encontrada residiu na imple-
mentação do modo de contorno, que se não sin-
tonizado corretamente, pode induzir o sistema à
comportamentos viciosos, impedindo a realização
da tarefa ou fazendo com que os robôs demorem
para se dirigir ao alvo.

A maior contribuição deste trabalho é a de de-
senvolver um algoritmo h́ıbrido de menor comple-
xidade computacional quando comparado ao for-
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Figura 5: Simulação para caso com barreira.
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Figura 6: Simulação: vários obstáculos.

mulado por Cortes et al. (2004), que possa ser to-
talmente descentralizado e baseado na informação
local dos sensores do robô e de sua rede, permi-
tindo sua fácil aplicação para sistemas reais em
que outros critérios possam ser avaliados.

Posśıveis trabalhos futuros na direção deste
trabalho são o desenvolvimento de uma meto-
dologia de exploração alinhada com a dinâmica
imposta pelo controle de cobertura, em que se
possa determinar os pontos-alvo seguintes para
uma abrangência maior, a simulação desta abor-
dagem com falhas de comunicação entre os véıcu-
los da rede, assim como posśıveis falhas e incerte-
zas associadas aos sensores, situações que podem
ocorrer numa missão em ambientes hostis.
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