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Abstract— This work presents the design of a robust controller for a magnetic levitator system developed by
Quanser using the concepts of modal interval analysis. The project can be divided into system modeling, robust
controller design using PI theory and analysis of the obtained results. The objective is to ensure that the system
meets the requirements of the project and that it remains stable even considering uncertainties in the parameters
of the plant.
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Resumo— Esse trabalho apresenta o projeto de um controlador robusto para um sistema levitador magnético
desenvolvido pela Quanser, utilizando os conceitos da análise intervalar modal. O projeto pode ser dividido em
Modelagem do sistema, projeto do controlador robusto utilizando o controlador PI e a análise dos resultados
obtidos. O objetivo é garantir que o sistema atenda aos requisitos do projeto e que o mesmo se mantenha estável
mesmo considerando incertezas nos parâmetros da planta.

Palavras-chave— Teoria de Controle, Controle Robusto, Sistema Levitador Magnético

1 Introdução

Os Sistemas de Controle têm desempenhado um
papel fundamental na evolução da engenharia e da
ciência. Exemplos de sua importância estão nos
sistemas de véıculos espaciais, sistemas de controle
de mı́sseis, sistemas robóticos e similares, sistemas
de controle de pressão, velocidade, temperatura,
vazão, etc (Ogata, 2010).

Há diversos tipos de teorias de controle, den-
tre elas uma das mais significativas é a teoria de
controle robusto, que é utilizada quando se deseja
considerar a existência de incertezas ou erros en-
tre a planta real e o seu modelo matemático no
projeto do controlador. Esta teoria leva em con-
sideração que o sistema f́ısico a ser controlado e
o ambiente onde irá operar não podem ser mode-
lados com exatidão. Há também a possibilidade
de diversos tipos de interferências, sejam elas por
meio de rúıdos em sensores ou perturbações im-
previśıveis. Isso gera valores inesperados que o
controlador deve ser capaz de tratar. Para o pro-
jeto de controladores altamente precisos mesmo na
presença de consideráveis incertezas é conveniente
recorrer a sistemas de controle robustos (Dorf and
Bishop, 2001; Ogata, 2010).

Uma área da tecnologia que atualmente en-
volve uma grande linha de pesquisa são os sis-
temas de levitação magnética, que é o processo
com o qual se consegue suspender um objeto numa
posição estável, contrariando, assim, as forças de
gravidade, mediante o uso de forças exercidas sem
contato com o objeto. Manter um corpo suspenso
no ar, sem qualquer apoio aparente, como que de-
safiando a lei da gravidade, é reconhecido como
fenômeno de levitação (Barbosa et al., 2004).

Assim, os sistemas que se baseiam no fenô-
meno de levitação magnética têm sido ampla-
mente estudados, principalmente para o desenvol-
vimento de novos meios de transportes, cada vez
mais sustentáveis e seguros. Esse tipo de sistema
necessita de um controle ŕıgido para manter um
certo parâmetro estabelecido de estabilidade.

Esse trabalho propõe a aplicação da metodolo-
gia de análise intervalar modal descrita em (Prado
and Paz, 2008) no projeto de controladores robus-
tos, para isso foram aplicadas variações nos parâ-
metros do sistema, gerando, assim, intervalos mo-
dais. A substituição dos parâmetros constantes do
sistema por intervalos permite tornar os parâme-
tros do sistema variáveis e, com isso, fazendo uso
da aritmética intervalar modal, é posśıvel realizar
o projeto do controlador robusto.

Neste trabalho, é apresentado somente o pro-
jeto e simulação do controlador robusto do sub-
sistema elétrico que faz parte do levitador mag-
nético, visto que o projeto e implementação do
controlador que une os subsistemas elétrico e ele-
tromecânico está em andamento.

Foram projetados tanto controladores tradici-
onais como os robustos afim de realizar uma com-
paração entre eles, como também, foram realiza-
das simulações via software dos controladores.

Este artigo está dividido da seguinte maneira,
na Seção 2 será apresentada uma breve fundamen-
tação teórica, necessária para o desenvolvimento
do projeto, como: controlador PI, aritmética in-
tervalar modal e controle robusto. Na Seção 3 são
mostrados detalhes da modelagem do Sistema Le-
vitador Magnético da Quanser, com enfoque nas
suas caracteŕısticas, e é descrito o projeto do con-
trolador PI Robusto para o sistema modelado,
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usando os conceitos de Análise Intervalar Modal.
Na Seção 4 são apresentados os resultados da pes-
quisa. E por fim, na Seção 5, são descritas as
conclusões obtidas com a pesquisa.

2 Controle Robusto PI Utilizando
Análise Intervalar Modal

2.1 Obtenção do Controlador PI por Alocação de
Polos

O controlador PID é recorrentemente utilizado nas
indústrias por conta da sua diversidade de aplica-
ções em sistemas de controle, como por exemplo,
controladores PID eletrônicos, hidráulicos e pneu-
máticos. Considerando c(t) como o sinal de ação
de controle, ou seja, a sáıda do controlador e e(t)
o erro de sinal, resultante da subtração do sinal de
sáıda realimentado pela entrada de referência, po-
demos definir as ações de controle c(t) a partir do
sinal do erro e(t). Dessa forma temos: o contro-
lador Proporcional (P), o Proporcional-Derivativo
(PD), o Proporcional-Integral (PI) e o PID:

(P) c(t) = Kpe(t)

(PD) c(t) = Kpe(t) +Kdde(t)/dt

(PI) c(t) = Kpe(t) +Ki

∫
e(t)dt

(PID) c(t) = Kpe(t) +Kdde(t)/dt+Ki

∫
e(t)dt

Sendo que o componente proporcional con-
siste essencialmente em um ganho ajustável, o
componente integral, ao adicionar um polo na ori-
gem da função de transferência do controlador,
elimina o erro estacionário, mas aumenta o tempo
de acomodação e piora a estabilidade relativa, já
a adição do modo derivativo permite melhorar o
tempo de acomodação, mas resulta em um con-
trolador senśıvel a rúıdos e a variações dos parâ-
metros (Ogata, 2010). Os valores de kp, ki e Kd

são constantes. A Figura 1 mostra o diagrama de
blocos do controlador PI.

Figura 1: Diagrama de blocos do controlador PI

O sistema apresentado na Figura 1 pode ser
representado através de uma função de transferên-
cia de malha fechada (Ogata, 2010), dada por:

GMF (s) =
Gc(s)G(s)

1 +Gc(s)G(s)
(1)

Na equação (1), Gc(s) representa a função de
transferência do controlador e G(s) é a função de

transferência referente a planta do sistema, substi-
tuindo Gc(s) pela função referente ao controlador
PI temos:

GMF (s) =
(Kp + ki

s )G(s)

1 + (Kp + ki
s )G(s)

(2)

Adotando,

G(s) =
m(s)

n(s)
(3)

Temos a equação final para a função de trans-
ferência de um sistema de malha fechada.

GMF (s) =
(Kps+ ki).m(s)

sn(s) + (kps+ ki).m(s)
(4)

Com a função de transferência que une a
planta com o controlador, agora deve-se calcular
as constantes kp e ki de forma que o sistema em
malha fechada atenda aos requisitos do projeto,
para isso é comparado o sistema de malha fechada
desejado com a equação de GMF (s).

O sistema de malha fechada desejado é o sis-
tema padrão com a mesma ordem de GMF (s), as-
sim, se GMF (s) for de primeira ordem a compara-
ção será com um sistema padrão de primeira or-
dem e, assim por diante, de acordo com a elevação
das ordens para GMF (s). O sistema padrão é a
equação (1) reescrita em termos de ζ e ωn que são
especificações de desempenho para o projeto, esses
parâmetros definem o comportamento do sistema,
dessa forma sua alteração modifica a dinâmica de
resposta do sistema. O ζ e o ωn são explicados
juntamente com a modelagem do sistema na se-
ção 3.1.

2.2 Análise Intervalar Modal

Os intervalos modais são definidos como um par
constitúıdo por um intervalo clássico, ou seja um
conjunto de números reais, e um quantificador
(Sainz et al., 2014). Adotando [x] = [x−, x+]
como a representação de um intervalo clássico e
Q[x]′ para o quantificador, temos a seguir a repre-
sentação dos intervalos modais:

[x]′ = ([x], Q[x]′) (5)

O quantificador Q[x]′ representa a modali-
dade de um intervalo que pode ser existencial
Q[x]′ = E, quando existe um x ∈ [x]′, ou uni-
versal, Q[x]′ = U , para todo x ∈ [x]′.

Predicados são condições que podem ser asso-
ciadas a um intervalo, como por exemplo:

y = x ∈ [x]′|x ≥ 0 (6)

Neste exemplo o predicado desta sentença é
a condição x ≥ 0. As notações utilizadas para
relacionar quantificadores a predicados são:
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E(x, [a]′)P (x) (7)

U(x, [a]′)P (x) (8)

A equação (7) representa a relação de um pre-
dicado com um quantificador existencial, e a equa-
ção (8) representa a relação de um predicado com
um quantificador universal. Assim, o conjunto dos
intervalos modais é representado por:

I∗(R) := ([x]′, E, U)|[x]′ ∈ I(R) (9)

Um intervalo modal pode ser qualificado
de três maneiras, são elas, intervalo pró-
prio (e existencial)(10), intervalo improprio (e
universal)(11), e intervalo pontual (12).

I ∈ (R) = {[a] ∈ I∗(R)|a
−
≤ −a} (10)

I ∈ (R) = {[a] ∈ I∗(R)|a
−
≥ −a} (11)

I ∈ (R) = {[a] ∈ I∗(R)|a
−

=
−
a} (12)

A aritmética intervalar modal é semelhante à
dos intervalos clássicos, um detalhamento sobre
as operações aritméticas e as propriedades dos in-
tervalos modais podem ser encontrados em (Sainz
et al., 2014).

Seja f uma função cont́ınua de Rn para R, é
chamado de extensão intervalar modal de f , sobre
o intervalo [a], qualquer função F de I∗(R) para
o I∗(R) que satisfaz a propriedade (Sainz et al.,
2014):

U([x]′, I∗(R))((x ∈ [x]′) ∈ P ∗([a]))⇒
(f(x) ∈ f([x]′)) ∈ P ∗(F ([a]))

(13)

Assumindo que a função f é cont́ınua de Rn

em R, [a] ∈ I∗(R), e (ap, ai) componentes de se-
paração de [a] = ([ap], [ai]), com [ap] um subvetor
contendo as componentes próprias de [a] e [ai] um
subvetor contendo as componentes impróprias de
[a]. Definem-se as extensões intervalares semânti-
cas modais f∗ e f∗∗ pelas equações abaixo (Sainz
et al., 2014).

f∗([a]) = [ap ∈ [ap]′
min

(ai ∈ [ai]
′max

(f(ap, ai))

ap ∈ [ap]′
max

(ai ∈ [ai]
′min

(f(ap, ai)))]

(14)

f∗∗([a]) = [ai ∈ [ai]
′max

(ap ∈ [ap]′
min

(f(ap, ai))

ai ∈ [ai]
′min

(ap ∈ [ap]′
max

(f(ap, ai)))]

(15)

As extensões intervalares f∗ e f∗∗ podem ser
usadas com o objetivo de obter-se um significado

claro para os cálculos intervalares, para isso se faz
necessário o uso de dois teoremas chave, chama-
dos de teoremas semânticos (Sainz et al., 2014).
Considere F : I∗(Rn)→ I∗(R)

Teorema 1 - Teorema semântico para f∗

(Group, 1998). Se [a] ∈ I∗(Rn), f é cont́ınua em
[a]′ e F ([a]) ∈ I∗(R), então f∗([a]) ⊆ F ([a]) se e
somente se:

U(ap, [ap]′)Q(z, F ([a]))E(ai, [ai]
′)

(z = f(ap, ai)).
(16)

Teorema 2 - Teorema semântico para f∗∗

(Group, 1998). Se [a] ∈ I∗(Rn), f é cont́ınua em
[a]′ e F ([a]) ∈ I∗(R), então f∗∗([a]) ⊇ F ([a]) se e
somente se:

U(ai, [ai]
′)Q(z,Dual(F ([a])))E(ap, [ap]′)

(z = f(ap, ai)).
(17)

3 Modelagem do Sistema e Projeto do
controlador

A metodologia de trabalho adotada foi, inicial-
mente, realizar uma revisão bibliográfica sobre a
teoria de controle, controle robusto, análise inter-
valar modal e sobre o sistema Levitador Magné-
tico da Quanser. Esse último com o intuito de co-
nhecer as caracteŕısticas e particularidades do sis-
tema para realizar sua modelagem. Em seguida foi
realizada a modelagem matemática do sistema Le-
vitador Magnético. Por fim, foi projetado o con-
trolador robusto para a planta utilizando a arit-
mética intervalar modal e simulados os resultados
obtidos. As subseções abaixo descrevem mais de-
talhadamente todo processo de modelagem e con-
cepção do controlador.

3.1 Modelagem do Sistema Levitador Magnético

O sistema Levitador Magnético da Quanser con-
siste em um eletróımã envolto em um recipiente re-
tangular.Um polo do eletróımã é posicionado sob
uma esfera de aço de 2,54 cent́ımetros de diâme-
tro. A elevação da bola a partir deste polo é me-
dida através de um sensor incorporado no mesmo.
Este polo foi constrúıdo de tal forma que a bola
em repouso fique a 14 mm sobre sua superf́ıcie
(Quanser, 2013).

Para realizar a modelagem do sistema são usa-
das as equações diferenciais que podem represen-
tar a dinâmica do sistema matematicamente (Dorf
and Bishop, 2001). Para a parte elétrica do sis-
tema são usadas as leis de Kirchhoff para defi-
nir relações entre as tensões e/ou correntes no sis-
tema.

A bobina usada no eletróımã tem uma in-
dutância e uma resistência, assim, utilizando as
equações diferenciais, a 2o lei de Kirchhoff, a Lei
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Figura 2: Dinâmica do sistema levitar magnético
da Quanser.

de Ohm e a Lei da indutância de Faraday obte-
mos:

Vs = iRc + L
di

dt
(18)

Porém, observando a Figura 2 vemos que há
um resistor Rs em série com a bobina. Assim, com
a presença desse resistor em série com a bobina
resulta na equação:

Vs = i(Rc +Rs) + L
di

dt
(19)

Aplicando a transformada de Laplace em (19),
encontramos a seguinte função de transferência
para a parte elétrica do sistema, ou seja, a relação
entre a tensão de entrada e a corrente de sáıda:

Ge(s) =
1
L

s+ (Rc+Rs)
L

(20)

Os parâmetros L, Rc e Rs são fornecidos pelo
fabricante do sistema e são mostrados na Tabela
1.

Tabela 1: Valores dos parâmetros do sistema

Śımbolo Valor Unidade
L 0,4125 Henry
Rc 10 Ohm
Rs 1 Ohm
Gi 32654 (mNmm2)/Amp2

m 0,068 Kg

A partir daqui será adotado o sistema elétrico
como sendo:

Ge(s) =
A

s+B
(21)

Onde A = 1
L e B = [ (Rc+Rs)

L ].

3.2 Controlador PI Robusto

Este trabalho ainda está em andamento e, por en-
quanto, só será apresentado o projeto do contro-
lador da parte elétrica do sistema, considerando
inicialmente o transdutor como sendo um resistor
unitário para converter a corrente de sáıda em ten-
são para comparar com a entrada. Posteriormente
será feito o projeto completo, considerando a parte
eletromecânica também. A função de transferên-
cia do sistema com o controlador PID é dada pela
equação (1), desenvolvendo, temos:

GMF (s) =
A(Kds

2 +Kps+Ki)

(A.Kd + 1)s2 + (A.Kp +B)s+A.Ki

(22)
O sistema resultante é de segunda ordem, ou

seja, possui dois polos. Dessa forma, comparando
o denominador de GMF (s) com a equação padrão
de segunda ordem (23) é posśıvel obter os valores
para os ganhos do controlador (Ogata, 2010).

s2 + 2ζωn + ω2
n (23)

Onde ζ é o coeficiente de amortecimento do
sistema, e ωn é a frequência natural do sistema.
Os valores dessas constantes são encontrados de
acordo com as especificações de controle para o
sistema, aplicadas nas seguintes relações:

MP = e
−ζπ√
1−ζ2 (24)

ts =
4

ζωn
(25)

As especificações adotadas foram 10% de
sobre-elevação máxima (MP) e um tempo de esta-
belecimento (ts) de 0,15 segundos, com esses va-
lores para as requisitos do projeto, encontramos o
valor de ζ = 0, 59 e ωn = 33, 89 rad/s. Com isso
podemos definir os valores das constantes do con-
trolador comparando o denominador da equação
(22) e a equação (23).

Kp =
2ζωn −B

A
(26)

Ki =
ω2
n

A
(27)

Como o Kd = 0 em qualquer valor de A, pois
para Kd a equação seria na forma AKd = 0, os
controladores serão compostos somente por Kp e
Ki.

Como o objetivo dessa pesquisa é realizar o
projeto de um controlador robusto para o sis-
tema proposto, se faz necessário transformar to-
dos os parâmetros da planta em intervalos mo-
dais e garantir que para todos os valores dos pa-
râmetros pertencentes a esses intervalos haja pelo
menos um controlador que atenda aos requisitos
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de controle para aquela variação da planta origi-
nal. Dessa forma, foi considerado que os parâ-
metros da planta eram variáveis e foram variados
em 10% para mais e para menos em relação aos
seus valores padrões. Os valores padrões A = 2.42
e B = 26.6, foram transformados nos intervalos
[A]′ = [2.178, 2.662] e [B]′ = [23.94, 29.26].

Para os requisitos do projeto também foi
usado o critério de variação de 10% para mais ou
para menos, logo, o intervalo [ζ]′ = [0.61, 0.57] e
o [ωn]′ = [36.43, 31.90] rad/s, foram obtidos apli-
cando os conceitos da aritmética intervalar modal
detalhada em (Sainz et al., 2014), em (24) e (25).

Aplicando as propriedades e operações da
aritmética intervalar modal encontradas em
(Sainz et al., 2014) às equações que determinam
os valores das constantes do controlador PI, é pos-
śıvel encontrar os intervalos dos ganhos Kp e Ki,
conforme (28) e (29).

[Kp]′ = [
2ζ−ω−n −B+

A+
,

2ζ+ω+
n −B−

A−
] (28)

[Ki]′ = [
(ω2

n)−

A+
,

(ω2
n)+

A−
] (29)

Desenvolvendo as equações acima te-
mos, [Kp]′ = [5.70420, 5.70523] e [Ki]′ =
[498.55, 467.22], assim, a equação do controlador
fica da seguinte forma:

C(s) = [Kp]′s+ [Ki]
′ (30)

As representações semânticas das equações
(28) e (29) são:

U(A, [A]′)U(B, [B]′)E(ζ, [ζ]′)E(ωn, [ωn]′)

U(kp, [Kp]′)Kp =
2ζωn −B

A

(31)

U(A, [A]′)E(ωn, [ωn]′)U(ki, [ki]
′)Ki =

ωn

A
(32)

Essas representações semânticas nos dizem
que para todo kp, existe um valor de ωn e ζ para
todo A e B, onde todos pertencem a seus respec-
tivos intervalos. E para todo ki, existe um valor
de ωn para todo A, onde todos pertencem a seus
respectivos intervalos. Ambas as semânticas satis-
fazem o predicado apresentado.

4 Resultados

Nesta seção é apresentado o resultado obtido so-
mente com simulações do sistema proposto, de-
vido a falta da planta necessária para a imple-
mentação do projeto.

Para analisar o controlador proposto, este foi
aplicado na planta, por simulação, com parâme-
tros variáveis, fazendo o sistema resultante res-
ponder ao degrau unitário. Os valores de parâme-
tros da planta (A e B) foram variados de forma

a representar os dois extremos dos seus respecti-
vos intervalos, o ponto médio, uma média entre o
ponto mı́nimo e o ponto médio, chamada de Mé-
dia inferior, e uma média entre o ponto médio e o
ponto máximo, chamada de Média superior, esses
valores podem ser vistos na Tabela 2. Os valores
de Kp e Ki foram variados em um conjunto de dez
controladores dentro dos intervalos e aplicados a
cada uma das variações da planta.

Tabela 2: Valores dos parâmetros da planta esco-
lhidos dentro dos seus respectivos intervalos.

A B
Ponto mı́nimo 2,178 23,94
Média inferior 2,299 25,27
Ponto médio 2,420 26,60
Média superior 2,541 27,93
Ponto máximo 2,662 29,26

Figura 3: Resposta do sistema elétrico ao degrau
unitário utilizando o controlador PI robusto.

A Figura 3 mostra o resultado obtido para o
subsistema elétrico do levitador magnético, onde
foram aplicados os valores de [Kp]′ e [Ki]

′ na equa-
ção (2), juntamente com a função de transferên-
cia que descreve o comportamento do subsistema
elétrico (20). É posśıvel perceber através da aná-
lise do gráfico que o erro de regime foi eliminado
e que o sistema atende aos requisitos propostos
para todas as variações dos controladores aplica-
dos (dentro dos intervalos definidos por [Kp]′ e
[Ki]

′, a cada uma das variações aplicadas sobre a
planta original, mantendo sobre-elevação máxima
inferior a 11% e tempo de estabelecimento menor
que 0.165 segundos (com critério de 5%), que são
os valores máximos aceitos após a variação de 10%
sobre os requistos de projeto. No gráfico apresen-
tado e nos que vem a seguir Média1 corresponde
a Média inferior e Média 2 corresponde a Média
superior e seus valores correspondentes estão na
Tabela 2.
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Foi analisado ainda o esforço de controle do
sistema de forma a avaliar se o controlador de-
senvolvido provoca sinais de controle compat́ıveis
com as limitações da planta.

Figura 4: Sinais de controle para o sistema elé-
trico.

Figura 5: Resposta do controlador tradicional
aplicado a planta com variações

A Figura 4 mostra o sinal de controle para o
sistema elétrico, onde o valor máximo do sinal foi
de 15,3. Tendo em vista que o sinal de controle é
uma tensão aplicada ao sistema, esse valor é to-
talmente compat́ıvel com os limites de qualquer
fonte de tensão atualmente.

A Figura 5 mostra a resposta da planta
quando aplicado um controlador tradicional, os
parâmetros da planta foram variados da mesma
forma que para o controlador robusto, seguindo
a Tabela 2. Comparando os dois gráficos é pos-
śıvel perceber que o controlador tradicional não
atende os requisitos de sobrelevação máxima para
o planta Mı́nimo, Média1 e Médio, e não atende
ao tempo de resposta máximo aceitável para o sis-
tema Mı́nimo. Assim, o controlador robusto se

prova muito mais eficaz quando aplicado a uma
situação onde os parâmetros podem variar.

5 Conclusões

Através da análise dos resultados obtidos com o
projeto do controlador robusto foi posśıvel perce-
ber que o sistema atende todos as especificações do
projeto, eliminando o erro de regime permanente
e com um tempo de resposta dentro do limite esti-
pulado. Constatou-se ainda que o sinal de controle
assumiu valores ótimos dentro do esperado.

O projeto de controladores robustos utili-
zando análise intervalar modal se mostrou uma
técnica bastante eficaz para se aplicar em siste-
mas que levem e consideração incertezas em seus
parâmetros e necessitem de uma garantia de de-
sempenho.

Como trabalho futuro já está sendo reali-
zado o projeto da parte eletromecânica do sistema
e posterior simulação do sistema completo, in-
cluindo modelagens de transdutores de forma mais
reaĺıstica, quando necessário, e alterações nos va-
lores de referência.
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