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Abstract— A technique for the synthesis of controllers capable of stabilizing continuous-time systems affected by parametric
uncertainties and temporal delays, both in the states and in the control input, is proposed in this paper. The synthesis technique is
based on a Lyapunov function that guarantees the existence of stabilizing controllers, even considering possible delayed compo-
nents affecting the system. The controllers are also designed to ensure a bound for a cost function defined for the closed-loop
system. Such problem is modeled and solved in terms of Linear Matrix Inequalities (LMIs), and numerical examples illustrate the
validity of the proposed control technique.

Keywords— Time Delayed Systems, Guaranteed Cost Control, Robust Control, Linear Matrix Inequalities (LMIs)

Resumo— Uma técnica para a sintese de controladores que estabilizem sistemas continuos no tempo e afetados por incertezas
paramétricas e por atrasos temporais, tanto nos estados quanto na entrada de controle, é apresentada neste artigo. A técnica de
sintese proposta neste trabalho se baseia em uma andlise de estabilidade feita por meio de uma funcéo de Lyapunov que garante a
existéncia de controladores estabilizantes, mesmo considerando possiveis componentes atrasadas do sistema. Os controladores séo
também projetados a fim de garantir um limitante para uma funcéo de custo definida para o sistema controlado. Tal problema é
modelado e resolvido em termos de desigualdades matriciais lineares (LMIs), e exemplos numéricos ilustram a validade da técnica
de controle proposta.

Palavras-chave—  Sistemas com atrasos temporais, Controle de Custo Garantido, Controle Robusto, Desigualdades matriciais

lineares (LMlIs)

1 Introdugéo

Ao projetar controladores para sistemas fisicos
percebe-se que, além de ser necessario assegurar a
estabilidade do sistema proposto, também é
apropriado  considerar questdes relativas ao
desempenho adequado para o controlador. Existe,
portanto, a necessidade de desenvolver uma técnica
que resulte em controladores cujos ganhos apresentem
grandezas coerentes & realidade. Tais questdes foram
estudadas por Chang e Peng (1972), quando fora
introduzido o conceito do controle com custo
garantido. Este tratamento leva em conta ndo apenas o
desempenho do sistema, mas também pode garantir
sua robustez a presenca de incertezas na dindmica.

Esses problemas sdo frequentemente abordados
por técnicas baseadas no uso de fungdes de Lyapunov,
como a caracterizagdo da estabilidade quadratica, por
exemplo. Boyd et al. (1994) foi um dos precursores na
modelagem destas técnicas a partir de resolucoes por
desigualdade matriciais lineares (LMIs). Dessa
maneira, a estabilidade do sistema é assegurada e o
custo garantido é otimizado quando uma solucédo
factivel é encontrada para o conjunto de LMIs, que
representam as condi¢des propostas pela sintese de
controle.

A classe dos sistemas com atrasos temporais,
objeto de estudo desse trabalho, tem sido
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constantemente explorada nos Gltimos anos mediante
0 tratamento apresentado. Leite et al. (2007) e
Miranda et. al (2008), bem como as referéncias usadas
por estes, sdo exemplos de aplicagdes de sinteses de
controladores para tais. Estes sistemas requerem uma
atengdo considerdvel pois atrasos em sistemas reais
sempre foram caracteristicas frequentes, seja devido a
propriedades intrinsecas do sistema ou por
consequéncia da prépria acdo de controle. Além de
serem frequentes, estes atrasos temporais também
impactam negativamente a estabilidade dos sistemas.
Assim, a abordagem através das funcionais de
Lyapunov-Krasovskii (Kolmanovskii et al, 1999),
desenvolvidas por meio de LMIs, se apresentam como
uma proposta de analise que atesta a estabilidade
robusta do sistema.

Existem diversos trabalhos na literatura
devotados a estabelecer técnicas de sintese para
sistemas afetados por atraso e incertezas no modelo.
Nos trabalhos Richard (2003) e Xu e Lam (2008)
podem ser encontradas comparagdes entre tais
métodos. Nota-se, até os dias atuais, uma grande
quantidade de métodos que sdo baseados no estudo
das funcBGes de Lyapunov-Krasovskii, como por
exemplo a técnica recente de analise de estabilidade
apresentada em Liu (2016).

Para este artigo tem-se como objetivo
desenvolver uma melhoria ao trabalho proposto por
Yu e Chu (1999), o qual projeta uma sintese de
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controle, a partir da problematica do custo garantido,
para um sistema com atrasos temporais afetando os
seus estados. A técnica é também baseada em funcdes
de Lyapunov-Krasovskii, porém considera apenas
atrasos na dindmica do sistema. A principal
contribuigdo deste trabalho consiste na extenséo da
técnica citada para lidar com atrasos também na
entrada de controle, que é uma situacéo recorrente em
sistemas fisicos. Tal extensdo, ja foi proposta em
Mukaidani (2003), em que 0 autor apresenta uma
técnica por realimentacdo de estados que lida com
multiplos atrasos incertos e realiza o calculo de ganho
que estabilize o sistema e minimize um custo
garantido. Diferente de Mukaidani (2003), a proposta
deste trabalho separa os ganhos responsaveis pela
realimentacdo de estados e entrada de controle
atrasados durante a modelagem e desenvolve uma
sintese que lide com sistemas em que atuam atrasos
constantes, minimizando um custo garantido.

O artigo esta estruturado da seguinte forma. Na
Secdo 2 sdo apresentados tanto a técnica apresentada
por Yu e Chu (1999) quanto o método proposto neste
artigo. A simulagio e comparagéo dos resultados séo
apresentadas na Se¢do 3, e a Secdo 4 conclui o artigo.

2 Desenvolvimento da técnica de sintese

Na secdo 2.1 faz-se uma breve revisdo na técnica
de controle apresentada em Yu e Chu (1999). Apoés
iss0, na se¢do 2.2, apresenta-se a adaptagéo da técnica
para considerar ndo sO atrasos nos estados, mas
também afetando a entrada de controle.

2.1 Sintese de Yu e Chu (1999)

Considere inicialmente o sistema representado
pela equagéo de estados

x(t) = [A+ AA]x(t) + [A, + A ]x(t — d) +
+[B + ABJu(t),
x(t) = @(t), t € (—d,0). 1)
Na equacdo (1), as matrizes A e B representam a
dindmica do sistema e a matriz de entrada,
respectivamente. O elemento A,, por sua vez,
representa a dindmica atrasada do sistema, enquanto
que os termos AA, AA; e AB sdo incertezas limitadas
em norma presentes no modelo do sistema. Os vetores
x(t), u(t) e p(t) correspondem, respectivamente, ao
vetor de estados, ao vetor de entradas de controle e a
fungdo vetorial que caracteriza as condicdes iniciais
do sistema. Por fim, a constante d > 0 representa o
atraso temporal que afeta o sistema.
As incertezas paramétricas consideradas sdo
definidas como

[AA AB AA,] =DF(t)[E, E, E,4l, @)

sendo D,E;,E, e E; matrizes constantes reais que
representam as estruturas das incertezas. A funcgéo
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F(t) uma funcdo matricial desconhecida com
elementos mensuraveis, que satisfaz F'(t)F(t) <1,
em que I é a matriz identidade de dimensdes
apropriadas.

Associado ao sistema (1), tem-se a funcdo de
custo

J=J, X' (®©Qx(®) + v (HRu®)]dt.  (3)
em que Q =Q'>0 e R=R'">0 de dimensdes
apropriadas. O principal objetivo do método
apresentado por Yu e Chu (1999) é computar uma lei
de controle u(t), que garanta a estabilidade do sistema
afetado pelas incertezas e pelo atraso, minimizando
também o custo J. Tal método é brevemente
apresentado nos Teoremas 1 e 2.

Teorema 1: O controlador u(t) = Kx(t) estabiliza o
sistema (1) e satisfaz o custo garantido J se existirem
matrizes simétricas positivas-definidas P,S € R™"
tais que, para toda matriz de incertezas F(t)
satisfazendo a condicdo F'(¢)F(¢t) <,

by
(A; + DF()E,)'P

PAHDFOED] o,

sendo

Y=Q+K'RK+S+P[A+ BK + DF(t)(E; + E;K)] +
+[A + BK + DF(t)(E; + E,K)]'P.

Teorema 2: Para o sistema (1), existem matrizes
simétricas positivas-definidas P,S tais que a
desigualdade matricial (4) é verdadeira se, e somente
se, existir um escalar € > 0, uma matriz W € R™" e
matrizes simétricas positivas-definidas X,V € R™"
tais que a condicao a seguir € satisfeita

[ 4 AV (E.X + E,W)
VA, -V VE,
E.X+E,W EWV —el
X 0 0
w 0 0
X 0 0
X w X
o 0 0 ]
oy ol<e @
0 -rt 0 J
0 0 -V

sendo A= (AX + BW) + (AX + BW)' + eDD'.
Além disso, se a condicdo (5) possuir solucBes
factiveis ,W,X > 0,V > 0, entdo a lei de controle
por realimentacdo de estados

u () = WX x(t) (6)
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€ uma lei de controle que garante um custo

J<T = @' (X 9(0) [, ¢' MV p(r)dr
)

para o sistema incerto (1).

As demonstracdes dos Teoremas apresentados
podem ser conferidas com detalhes em Yu e Chu
(1999). E importante detalhar que as demonstragdes
sdo baseadas na utilizagdo da funcéo de Lyapunov

V(@) = x'(OPx(®) + [, x' (@)Sx(x)dr, (8)

composta de um termo quadratico e da integral do
atraso que afeta o sistema. Note, porém, que a técnica
apresentada considerada apenas atrasos nos estados, e
ndo na entrada de controle, sendo esta Ultima situacéo
frequentemente encontrada em sistemas fisicos. A
principal contribuicéo deste artigo reside na extenséo
deste caso, afim de considerar tal situacéo.

2.2 Técnica de sintese para sistemas com atraso na
entrada de controle

Considere agora um sistema que possui, além do
atraso na dindmica, um atraso na entrada de controle
representado pela parcela [B; + AB; Ju(t — d), como
descrito em (9)

x(t) = [A+ AAlx(t) + [A, + A ]x(t — d) +
+[B + ABJu(t) + [B; + AB;Ju(t — d)

x(t) = @), t € (—d,0). 9

Associado também ao sistema (9), tem-se a

fungdo de custo (3). As incertezas paramétricas
consideradas sdo dadas por

[AA AB AA, AB,]1=DF(t)[E, E, E; E,]. (10)

O equivalente ao Teorema 1 para o sistema (9) é
dado pelo Teorema 3.

Teorema 3: Os controladores u(t) = Kx(t) e
u(t — d) = K,x(t — d) satisfazem o custo garantido
se existirem matrizes simétricas positivas-definidas
P,S € R™™ tais que, para toda matriz de incertezas
F(t) satisfazendo a condigéo F'(t)F(t) <,

z
[A; + B1K,, + DF (t)(E4 + K E,)]'P
P[A; + B;K,, + DF(t)(E4 + KuEu)]] <0

-S
, (11)
sendo

Y=Q+KRK+S+P[A+BK+DF(t)(E, + E;K)] +
+[A + BK + DF(t)(E; + E;K)]'P.
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Prova. Considere u(t) = Kx(t) e u(t—d) =
K,x(t — d). A representacdo em malha fechada do
sistema (9) é dada por

x(t) = [A+ BK + DF(t)(E; + E,K)]x(t) +
+[A; + B;K,, + DF(t)(E; + E, K)]x(t — d). (12)

O resultado da derivada em relagdo ao tempo da
Funcdo de Lyapunov (8) ao longo de qualquer
trajetdria do sistema de malha fechada (12) é

V(x) = 2x"(O)Px(t) + x' ()Sx(t) — x'(t — d)Sx(t — d)
V(x) = 2x'(t)P[A + BK + DF (t)(E; + E,K)]x(t) +
+2x'(t)P[Ay + B1K,, + DF(t)(E4 + E,K)]x(t — d) +

+x'(t)Sx(t) — x'(t — d)Sx(t — d)

>—Q—-KRK
K, + DF(t)(E; + E,K,)]'P

|

Assumindo a estabilidade assintética (Burton,
1985) do sistema de malha fechada (12), tem-se que
V(x) < 0. A condigo (11) implica

[ x(t)
x(t—d)

a5,

x(t)

P[A, + B1K,, + DF(t)(E; + EuKu)]] [ o)
x(t —

)

V(x) <x'(t)(—Q — K'RK)x(t) < 0. (13)
Segue da demonstracdo do Teorema 1 em Yu e
Chu (1999) que a integral da equacéo (13) resulta em

foox’(t)(Q + K'RK)x(t)dt <
0
0

¢'(0)Pp(0) + f o' (DSe(D)dr.
d

(14)

Assim sendo, u(t) =Kx(t) e u(t—d)=
K, x(t — d) séo controladores com custo garantido se
existirem matrizes simétricas positivas-definidas
P,S € R™" tal que para toda matriz de incertezas F(t)
satisfazendo a condicdo F'(t)F(t) < I, a equacdo (11)
é satisfeita.

O Teorema 4 apresenta uma desigualdade
matricial linear cuja solucdo garante a existéncia de
P,S € R™" que satisfacam a condicdo (11),
responsdvel também por gerar 0s ganhos de
realimentacdo de estados K e K,, que estabilizam o
sistema e minimizam um limitante para o custo J.

Teorema 4: Para o sistema (9), existem matrizes
simétricas positivas-definidas P,S tais que a
desigualdade matricial (11) é verdadeira se, e
somente se, existirem um escalar € > 0, matrizes
W,Z € R™"™ e matrizes simétricas positivas-
definidas X,V € R™™ tais que a seguinte
desigualdade matricial linear ¢ satisfeita.
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sendo

N=Q+KRK+S5S+P(A+BK)+(A+BK)P+
+ePDD'P + ¢7Y(E; + E,K)'(E; + E,K).

Pelo complemento Schur, a equacdo (17) pode ser
reescrita como

Porto Alegre — RS, 12 — 4 de Outubro de 2017
A AV +BiZ (E.X+E,W)
(AV +B,Z)' —v (E,V + E,Z)'
E.X+EW  EV+EZ —el
X 0 0
l w 0 0
X 0 0
X w X]
0 0 0 |
0 0 0
_Q—l 0 0 | <0, (15)
0 -RrR' O |
0 0 -V
sendo A= (AX + BW) + (AX + BW)' + eDD’.

Além disso, se a equacgdo (15) possuir solucdes
factiveise, W,Z,X > 0,V > 0, entdo a lei de controle
por realimentacdo de estados

u () = WX x(t) (16)
u(t—d) =2V 1x(t — d)

€ uma lei de controle que garante um custo (7) para o
sistema incerto (9).

Prova. Define-se

_[Q+K'RK + S+ P(A+ BK) + (A + BK)'P

Y '
(A1 + B:K)'P

P(y + Biko)]
S

Logo, a equacéo (11) equivale a

V4 [P FOIE + K Ea+ EK +

VB + K Eq + EuK,'F'(6) [Pé)] <o0.

Pelo Lema 2.4 em Xie (1996), a desigualdade
acima € satisfeita para todo F(t), tal que
F'(t)F(t) <1 se, e somente se, existir um escalar
& > 0 de modo que

Y+s[Pé)] [Pé)] + e UE + E,K Ey+ EyK,]
x [E, + E,K Eg +E,K,] <0,

0 que equivale a

0
(A; + BiK,)'P + e Y(E; + E,K,)'(E; + E;K)

P(A, + B,K,)) + ¢ Y(E, + E,K)' (E; + E,K,) <0
S+ & YE; + E,K,) (E; + E,K,) ’

(17)

2017

A P(A; +BK,) (E;+EK)
[(A1 + BlKu)’P ) (Ed + EuKu)’
(E; + E;K) E,V+E,Z —el
I 0 0
K 0 0
I 0 0
I K I
0 0 0 ]
_3,1 8 g | <0, (18)
0 —R7! 0 j
0 0 st

sendo A =P(A+BK)+ (A+BK)'P+ePDD'P.
Multiplicando ambos os lados da equagéo (18) por

[P* 0 0 0 0 0]
|os—10000|
0 0 I 00 0
|0 00100|’
l0 OOOIOJ
0 0 00 0 I

e realizando a mudanga de variaveis, X = P71, W =
KP~1 v=S5"1¢eZ=K,S !, dadas condicdes X =
X'>0, V=V >0, obtém-se a equacdo (15).

Por fim, a abordagem de Yu e Chu (1999) prova
que encontrar uma lei de controle de custo garantido
para o sistema de desigualdades matriciais lineares
proposto equivale a resolugdo de um problema de
otimizacdo. Para o sistema (9) tal problema de
otimizacdo é dado a seguir.

Teorema 5: O sistema (9) com funcéo de custo (3)
possui lei de controle (16) que garante a estabilidade
e custo reduzido se existirem solugdes factiveis &, o,
W,Z, X,V e M para o problema de otimizagao:

min a+tr(M)

&a,W,V,M (19)
sujeito a
(D(15);
@[, <o
(i) [_1\1/\4 LVV] < 0;

onde [, ¢'(T)¢(t)dr = NN'.



O desenvolvimento dos termos (ii) e (iii) pode
ser conferido no artigo mencionado.

A minimizacdo de a4+ tr(M) implica na
minimizacdo de um custo garantido para a lei de
controle (16) para o sistema incerto (9).

3 Resultados

A fim de testar a validade da sintese proposta, 0
exemplo numérico proposto no trabalho desenvolvido
por Yu e Chu (1999) foi resolvido considerando as
técnicas apresentadas nas subsecgfes 2.1 e 2.2.

Para a sintese projetada pelo Teorema 2, o sistema
é dado por:

x(t) = [A+ DF(t)E;]x(t) + [A; + DF(t)E4]x(t — d)

+[B + DF (t)E,]u(t), (20)
sendo
4= [—01 1 o A= [0(.)1 0(.)1]' b= [(1)]

x,(t) =e*,x,(t) =0,t €[-1,00 eQ=1,R =1,

11
01 0 01 _

D‘[o 0.1 0]' El‘g g’

0 [0 O]

E, = |1}, E;=0 o],

0 1 1]

r 0 0

F=10*[0 s Ol,

0 0 ¢

com|r| <0,1,]|s| <01, |q| <01ed=1.Paratal
sintese, obtiveram-se os ganhos de

K =[-1.0047 - 3.3409],
com um custo garantido de

J* = 45,4437,

Considere agora o controlador resultante da
aplicacdo do Teorema 5. Deve-se portanto considerar
0 sistema

x(t) = [A+ DF(t)E1]x(t) + [AL + DF(t)E4]x(t — d)
+[B + DF(t)E,Ju(t) + [B; + DF(t)E,Ju(t — d),

(21)

com 0s mesmos parametros do sistema (20).
Definindo
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0
0
Euz 1 ,Blz 1]1
0

obtiveram-se 0s ganhos

K =[-0.8950 —3.1184]e
K, = [-0.1350 —0.1350],
com custo otimizado de
J* = 42,0754.
O esquematico do sistema simulado é

representado na Figura 1. As incertezas paramétricas
sdo inseridas na propria ferramenta “State-Space”
somando-as ao valor das matrizes A e B. Nesta
simulacéo foi considerado um atraso temporal de 1
segundo que afeta o sistema ap6s 5 segundos de
simulagéo:

Ku

K D%(—

Transport
Delay
+ ¥ =Ax+Bu [
. y=CxDu v
Step Add State-Space Scope

controle

To Workspace2

K saida
K*L]L To Workspace
L tempo
Clock To Workspace1

Figura 1 — Esquematico de Sistema com atraso nos estados e na
entrada de controle (Simulink)

Simulando com os ganhos calculados pela técnica
de Yu e Chu (1999), e considerando K, = [1 1] para
que se observe os efeitos do atraso na entrada de
controle, obteve-se o resultado ilustrado pela Figura 2.

Sintese de Yu e Chu
40 T T T T T T T T T

: : : : : 12

Estados

g R T T R R
Ternpols)

Figura 2 — Simulagcdo do sistema controlado pelo ganho

resultante do Teorema 2, com custo J* = 45,4437.



O resultado da simulacdo para os controladores
calculados pela técnica proposta neste artigo,
resultado do Teorema 5, é mostrado na Figura 3.

Sintese proposta
40 T T T

P oo x2

Estados

35

0 P P .
0 ] 30 40 48
Tempo(s)

I i
18 20 a0

Figura 3 — Simulagdo para os controladores da técnica proposta,
com custo J* = 42,0754.

Ao analisar as técnicas de sintese de controle
empregadas para os sistemas propostos com diferentes
condi¢Bes de atraso, nota-se que ambas as técnicas
desenvolvidas demonstram éxito em seu objetivo de
controle. Percebe-se, entretanto, que a sintese de
controle inicialmente proposta na subsecdo 2.1,
quando aplicada a representacdo do sistema que se
estipula também uma condicdo de atraso na sua
realimentacdo, possui um desempenho inferior ao
resultado dado pela aplicacdo da sintese de controle
construida na subsecdo 2.2. Dessa forma, a técnica
proposta por Yu e Chu (1999), apesar de conseguir
tratar do atraso presente na realimentacéo do sistema,
apresenta um custo maior, e a eficacia do tempo de
resposta e posterior atenuacdo de oscilagdes séo
nitidamente inferiores a sintese de controle que
considera tal atraso temporal no seu desenvolvimento.
Essas constatacfes demonstram que a inclusdo da
dindmica atrasada da realimentacdo do sistema
possibilita a construgdo de uma técnica mais robusta e
ideal para tratar do sistema em questdo. A abordagem
proposta neste artigo, diferente de Mukaidani (2003),
além de gerar o ganho K também gera o ganho K,
responsavel por tratar especificamente o0 atraso
temporal dado na realimentagdo do sistema.

4 Conclusao

Neste trabalho, foi proposta uma nova técnica de
sintese de ganhos de realimentacdo de estados que
garantem a estabilidade de sistemas incertos e
afetados por atrasos, tanto na dinamica quanto nas
entradas de controle. A minimizacdo de uma funcéo
de custo também é realizada, de forma a garantir um
critério de desempenho pré-definido. A técnica
proposta é o resultado da extensdo de um método de
sintese que ndo considera atrasos na entrada de
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controle. Resultados experimentais validam
demonstram a eficiéncia da técnica proposta.

e
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