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Abstract A technique for the synthesis of controllers capable of stabilizing continuous-time systems affected by parametric 

uncertainties and temporal delays, both in the states and in the control input, is proposed in this paper. The synthesis technique is 

based on a Lyapunov function that guarantees the existence of stabilizing controllers, even considering possible delayed compo-

nents affecting the system. The controllers are also designed to ensure a bound for a cost function defined for the closed-loop 
system. Such problem is modeled and solved in terms of Linear Matrix Inequalities (LMIs), and numerical examples illustrate the 

validity of the proposed control technique. 

Keywords Time Delayed Systems, Guaranteed Cost Control, Robust Control, Linear Matrix Inequalities (LMIs) 

Resumo Uma técnica para a síntese de controladores que estabilizem sistemas contínuos no tempo e afetados por incertezas 

paramétricas e por atrasos temporais, tanto nos estados quanto na entrada de controle, é apresentada neste artigo. A técnica de 

síntese proposta neste trabalho se baseia em uma análise de estabilidade feita por meio de uma função de Lyapunov que garante a 
existência de controladores estabilizantes, mesmo considerando possíveis componentes atrasadas do sistema. Os controladores são 

também projetados a fim de garantir um limitante para uma função de custo definida para o sistema controlado. Tal problema é 

modelado e resolvido em termos de desigualdades matriciais lineares (LMIs), e exemplos numéricos ilustram a validade da técnica 
de controle proposta. 

Palavras-chave     Sistemas com atrasos temporais, Controle de Custo Garantido, Controle Robusto, Desigualdades matriciais 

lineares (LMIs)

1    Introdução  

Ao projetar controladores para sistemas físicos 

percebe-se que, além de ser necessário assegurar a 

estabilidade do sistema proposto, também é 

apropriado considerar questões relativas ao 

desempenho adequado para o controlador. Existe, 

portanto, a necessidade de desenvolver uma técnica 

que resulte em controladores cujos ganhos apresentem 

grandezas coerentes à realidade. Tais questões foram 

estudadas por Chang e Peng (1972), quando fora 

introduzido o conceito do controle com custo 

garantido. Este tratamento leva em conta não apenas o 

desempenho do sistema, mas também pode garantir 

sua robustez à presença de incertezas na dinâmica. 

Esses problemas são frequentemente abordados 

por técnicas baseadas no uso de funções de Lyapunov, 

como a caracterização da estabilidade quadrática, por 

exemplo. Boyd et al. (1994) foi um dos precursores na 

modelagem destas técnicas a partir de resoluções por 

desigualdade matriciais lineares (LMIs). Dessa 

maneira, a estabilidade do sistema é assegurada e o 

custo garantido é otimizado quando uma solução 

factível é encontrada para o conjunto de LMIs, que 

representam as condições propostas pela síntese de 

controle. 

A classe dos sistemas com atrasos temporais, 

objeto de estudo desse trabalho, tem sido 

constantemente explorada nos últimos anos mediante 

o tratamento apresentado. Leite et al. (2007) e 

Miranda et. al (2008), bem como as referências usadas 

por estes, são exemplos de aplicações de sínteses de 

controladores para tais. Estes sistemas requerem uma 

atenção considerável pois atrasos em sistemas reais 

sempre foram características frequentes, seja devido a 

propriedades intrínsecas do sistema ou por 

consequência da própria ação de controle. Além de 

serem frequentes, estes atrasos temporais também 

impactam negativamente a estabilidade dos sistemas. 

Assim, a abordagem através das funcionais de 

Lyapunov-Krasovskii (Kolmanovskii et al, 1999), 

desenvolvidas por meio de LMIs, se apresentam como 

uma proposta de análise que atesta a estabilidade 

robusta do sistema. 

Existem diversos trabalhos na literatura 

devotados a estabelecer técnicas de síntese para 

sistemas afetados por atraso e incertezas no modelo. 

Nos trabalhos Richard (2003) e Xu e Lam (2008) 

podem ser encontradas comparações entre tais 

métodos. Nota-se, até os dias atuais, uma grande 

quantidade de métodos que são baseados no estudo 

das funções de Lyapunov-Krasovskii, como por 

exemplo a técnica recente de análise de estabilidade 

apresentada em Liu (2016).  

Para este artigo tem-se como objetivo 

desenvolver uma melhoria ao trabalho proposto por 

Yu e Chu (1999), o qual projeta uma síntese de 
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controle, a partir da problemática do custo garantido, 

para um sistema com atrasos temporais afetando os 

seus estados. A técnica é também baseada em funções 

de Lyapunov-Krasovskii, porém considera apenas 

atrasos na dinâmica do sistema. A principal 

contribuição deste trabalho consiste na extensão da 

técnica citada para lidar com atrasos também na 

entrada de controle, que é uma situação recorrente em 

sistemas físicos. Tal extensão, já foi proposta em 

Mukaidani (2003), em que o autor apresenta uma 

técnica por realimentação de estados que lida com 

múltiplos atrasos incertos e realiza o cálculo de ganho 

que estabilize o sistema e minimize um custo 

garantido. Diferente de Mukaidani (2003), a proposta 

deste trabalho separa os ganhos responsáveis pela 

realimentação de estados e entrada de controle 

atrasados durante a modelagem e desenvolve uma 

síntese que lide com sistemas em que atuam atrasos 

constantes, minimizando um custo garantido. 

O artigo está estruturado da seguinte forma. Na 

Seção 2 são apresentados tanto a técnica apresentada 

por Yu e Chu (1999) quanto o método proposto neste 

artigo. A simulação e comparação dos resultados são 

apresentadas na Seção 3, e a Seção 4 conclui o artigo. 

2 Desenvolvimento da técnica de síntese 

Na seção 2.1 faz-se uma breve revisão na técnica 

de controle apresentada em Yu e Chu (1999). Após 

isso, na seção 2.2, apresenta-se a adaptação da técnica 

para considerar não só atrasos nos estados, mas 

também afetando a entrada de controle. 

 

2.1 Síntese de Yu e Chu (1999) 

Considere inicialmente o sistema representado 

pela equação de estados 

 

𝑥̇(𝑡) = [𝐴 + ∆𝐴]𝑥(𝑡) + [𝐴1 + ∆𝐴1]𝑥(𝑡 − 𝑑) + 

+[𝐵 + ∆𝐵]𝑢(𝑡),           

 

𝑥(𝑡) = 𝜑(𝑡), 𝑡 ∈ (−𝑑, 0).  (1) 

 

Na equação (1), as matrizes 𝐴 e 𝐵 representam a 

dinâmica do sistema e a matriz de entrada, 

respectivamente. O elemento 𝐴1, por sua vez, 

representa a dinâmica atrasada do sistema, enquanto 

que os termos ∆𝐴, ∆𝐴1 e ∆𝐵 são incertezas limitadas 

em norma presentes no modelo do sistema. Os vetores 

𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡) e 𝜑(𝑡) correspondem, respectivamente, ao 

vetor de estados, ao vetor de entradas de controle e à 

função vetorial que caracteriza as condições iniciais 

do sistema. Por fim, a constante 𝑑 > 0 representa o 

atraso temporal que afeta o sistema. 

As incertezas paramétricas consideradas são 

definidas como 

 

[∆𝐴   ∆𝐵   ∆𝐴1] = 𝐷𝐹(𝑡)[𝐸1   𝐸2   𝐸𝑑],       (2) 

 

sendo 𝐷, 𝐸1, 𝐸2 e 𝐸𝑑 matrizes constantes reais que 

representam as estruturas das incertezas. A função 

𝐹(𝑡) uma função matricial desconhecida com 

elementos mensuráveis, que satisfaz 𝐹′(𝑡)𝐹(𝑡) ≤ 𝐼, 

em que 𝐼 é a matriz identidade de dimensões 

apropriadas. 

Associado ao sistema (1), tem-se a função de 

custo 

 

𝐽 = ∫ [𝑥′(𝑡)𝑄𝑥(𝑡) + 𝑢′(𝑡)𝑅𝑢(𝑡)]𝑑𝑡.
∞

0
      (3) 

 

em que 𝑄 = 𝑄′ > 0 e 𝑅 = 𝑅′ > 0 de dimensões 

apropriadas. O principal objetivo do método 

apresentado por Yu e Chu (1999) é computar uma lei 

de controle 𝑢(𝑡), que garanta a estabilidade do sistema 

afetado pelas incertezas e pelo atraso, minimizando 

também o custo 𝐽. Tal método é brevemente 

apresentado nos Teoremas 1 e 2. 

 

Teorema 1: O controlador 𝑢(𝑡) = 𝐾𝑥(𝑡) estabiliza o 

sistema (1) e satisfaz o custo garantido J se existirem 

matrizes simétricas positivas-definidas 𝑃, 𝑆 ∈ 𝑅𝑛𝑥𝑛 

tais que, para toda matriz de incertezas 𝐹(𝑡) 

satisfazendo a condição 𝐹′(𝑡)𝐹(𝑡) ≤ 𝐼, 

 

[
𝛴   𝑃(𝐴1 + 𝐷𝐹(𝑡)𝐸𝑑)

(𝐴1 + 𝐷𝐹(𝑡)𝐸𝑑)′𝑃 −𝑆
] < 0,   (4) 

 

sendo 

 

𝛴 = 𝑄 + 𝐾′𝑅𝐾 + 𝑆 + 𝑃[𝐴 + 𝐵𝐾 + 𝐷𝐹(𝑡)(𝐸1 + 𝐸2𝐾)] + 

+[𝐴 + 𝐵𝐾 + 𝐷𝐹(𝑡)(𝐸1 + 𝐸2𝐾)]′𝑃. 

 

 

Teorema 2: Para o sistema (1), existem matrizes 

simétricas positivas-definidas 𝑃, 𝑆 tais que a 

desigualdade matricial (4) é verdadeira se, e somente 

se, existir um escalar 𝜀 > 0, uma matriz 𝑊 ∈ 𝑅𝑚𝑥𝑛  e 

matrizes simétricas positivas-definidas 𝑋, 𝑉 ∈ 𝑅𝑛𝑥𝑛 

tais que a condição a seguir é satisfeita 

 

[
 
 
 
 
 

𝐴̃ 𝐴1𝑉 (𝐸1𝑋 + 𝐸2𝑊)′

𝑉𝐴1
′ −𝑉 𝑉𝐸𝑑

′

𝐸1𝑋 + 𝐸2𝑊 𝐸𝑑𝑉 −𝜀𝐼

𝑋 0 0
𝑊 0 0
𝑋 0 0

 

𝑋 𝑊 𝑋
0 0 0
0 0 0

−𝑄−1 0 0

0 −𝑅−1 0
0 0 −𝑉]

 
 
 
 
 

< 0,             (5) 

 

sendo 𝐴̃ = (𝐴𝑋 + 𝐵𝑊) + (𝐴𝑋 + 𝐵𝑊)′ + 𝜀𝐷𝐷′. 
Além disso, se a condição (5) possuir soluções 

factíveis 𝜀,𝑊, 𝑋 > 0, 𝑉 > 0, então a lei de controle 

por realimentação de estados 

 

𝑢∗(𝑡) = 𝑊𝑋−1𝑥(𝑡)  (6) 
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é uma lei de controle que garante um custo 

 

𝐽 ≤ 𝐽∗ = 𝜑′(0)𝑋−1𝜑(0) ∫ 𝜑′(𝜏)𝑉−1𝜑(𝜏)𝑑𝜏
0

−𝑑
    

(7) 

para o sistema incerto (1). 

 

As demonstrações dos Teoremas apresentados 

podem ser conferidas com detalhes em Yu e Chu 

(1999). É importante detalhar que as demonstrações 

são baseadas na utilização da função de Lyapunov 

 

𝑉(𝑥) = 𝑥′(𝑡)𝑃𝑥(𝑡) + ∫ 𝑥′(𝜏)𝑆𝑥(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑡−𝑑
,     (8) 

 

composta de um termo quadrático e da integral do 

atraso que afeta o sistema. Note, porém, que a técnica 

apresentada considerada apenas atrasos nos estados, e 

não na entrada de controle, sendo esta última situação 

frequentemente encontrada em sistemas físicos. A 

principal contribuição deste artigo reside na extensão 

deste caso, afim de considerar tal situação. 

2.2 Técnica de síntese para sistemas com atraso na 

entrada de controle 

Considere agora um sistema que possui, além do 

atraso na dinâmica, um atraso na entrada de controle 

representado pela parcela [𝐵1 + ∆𝐵1]𝑢(𝑡 − 𝑑),  como 

descrito em (9) 

 

𝑥̇(𝑡) = [𝐴 + ∆𝐴]𝑥(𝑡) + [𝐴1 + ∆𝐴1]𝑥(𝑡 − 𝑑) + 

+[𝐵 + ∆𝐵]𝑢(𝑡) + [𝐵1 + ∆𝐵1]𝑢(𝑡 − 𝑑) 

 

𝑥(𝑡) = 𝜑(𝑡), 𝑡 ∈ (−𝑑, 0).  (9) 

 

Associado também ao sistema (9), tem-se a 

função de custo (3). As incertezas paramétricas 

consideradas são dadas por 

 

[∆𝐴  ∆𝐵  ∆𝐴1  ∆𝐵1] = 𝐷𝐹(𝑡)[𝐸1  𝐸2  𝐸𝑑   𝐸𝑢].  (10) 

 

O equivalente ao Teorema 1 para o sistema (9) é 

dado pelo Teorema 3. 

 

Teorema 3: Os controladores 𝑢(𝑡) = 𝐾𝑥(𝑡) e 

𝑢(𝑡 − 𝑑) = 𝐾𝑢𝑥(𝑡 − 𝑑) satisfazem o custo garantido 

se existirem matrizes simétricas positivas-definidas 

𝑃, 𝑆 ∈ 𝑅𝑛𝑥𝑛 tais que, para toda matriz de incertezas 

𝐹(𝑡) satisfazendo a condição 𝐹′(𝑡)𝐹(𝑡) ≤ 𝐼, 

 

[
𝛴

[𝐴1 + 𝐵1𝐾𝑢 + 𝐷𝐹(𝑡)(𝐸𝑑 + 𝐾𝑢𝐸𝑢)]′𝑃
 

𝑃[𝐴1 + 𝐵1𝐾𝑢 + 𝐷𝐹(𝑡)(𝐸𝑑 + 𝐾𝑢𝐸𝑢)]

−𝑆
] < 0 

, (11) 

 

sendo 

𝛴 = 𝑄 + 𝐾′𝑅𝐾 + 𝑆 + 𝑃[𝐴 + 𝐵𝐾 + 𝐷𝐹(𝑡)(𝐸1 + 𝐸2𝐾)] + 

+[𝐴 + 𝐵𝐾 + 𝐷𝐹(𝑡)(𝐸1 + 𝐸2𝐾)]′𝑃. 

 

Prova. Considere 𝑢(𝑡) = 𝐾𝑥(𝑡) e 𝑢(𝑡 − 𝑑) =
𝐾𝑢𝑥(𝑡 − 𝑑). A representação em malha fechada do 

sistema (9) é dada por 

 

𝑥̇(𝑡) = [𝐴 + 𝐵𝐾 + 𝐷𝐹(𝑡)(𝐸1 + 𝐸2𝐾)]𝑥(𝑡) + 

+[𝐴1 + 𝐵1𝐾𝑢 + 𝐷𝐹(𝑡)(𝐸𝑑 + 𝐸𝑢𝐾𝑢)]𝑥(𝑡 − 𝑑).  (12) 

 

O resultado da derivada em relação ao tempo da 

Função de Lyapunov (8) ao longo de qualquer 

trajetória do sistema de malha fechada (12) é 

 

𝑉̇(𝑥) = 2𝑥′(𝑡)𝑃𝑥̇(𝑡) + 𝑥′(𝑡)𝑆𝑥(𝑡) − 𝑥′(𝑡 − 𝑑)𝑆𝑥(𝑡 − 𝑑) 

 

𝑉̇(𝑥) = 2𝑥′(𝑡)𝑃[𝐴 + 𝐵𝐾 + 𝐷𝐹(𝑡)(𝐸1 + 𝐸2𝐾)]𝑥(𝑡) + 

+2𝑥′(𝑡)𝑃[𝐴1 + 𝐵1𝐾𝑢 + 𝐷𝐹(𝑡)(𝐸𝑑 + 𝐸𝑢𝐾𝑢)]𝑥(𝑡 − 𝑑) + 

+𝑥′(𝑡)𝑆𝑥(𝑡) − 𝑥′(𝑡 − 𝑑)𝑆𝑥(𝑡 − 𝑑) 

 

= [
𝑥(𝑡)

𝑥(𝑡 − 𝑑)
]
′

[
𝛴 − 𝑄 − 𝐾′𝑅𝐾

[𝐴1 + 𝐵1𝐾𝑢 + 𝐷𝐹(𝑡)(𝐸𝑑 + 𝐸𝑢𝐾𝑢)]′𝑃
 

 

𝑃[𝐴1 + 𝐵1𝐾𝑢 + 𝐷𝐹(𝑡)(𝐸𝑑 + 𝐸𝑢𝐾𝑢)]
−𝑆

] [
𝑥(𝑡)

𝑥(𝑡 − 𝑑)
]. 

 

Assumindo a estabilidade assintótica (Burton, 

1985) do sistema de malha fechada (12), tem-se que 

𝑉̇(𝑥) ≤ 0. A condição (11) implica 

 

𝑉̇(𝑥) < 𝑥′(𝑡)(−𝑄 − 𝐾′𝑅𝐾)𝑥(𝑡) < 0. (13) 

 

Segue da demonstração do Teorema 1 em Yu e 

Chu (1999) que a integral da equação (13) resulta em 

 

∫ 𝑥′(𝑡)(𝑄 + 𝐾′𝑅𝐾)𝑥(𝑡)𝑑𝑡 ≤
∞

0

 

𝜑′(0)𝑃𝜑(0) + ∫ 𝜑′(𝜏)𝑆𝜑(𝜏)𝑑𝜏.
0

−𝑑

 

                                     (14) 

 

Assim sendo, 𝑢(𝑡) = 𝐾𝑥(𝑡) e 𝑢(𝑡 − 𝑑) =
𝐾𝑢𝑥(𝑡 − 𝑑) são controladores com custo garantido se 

existirem matrizes simétricas positivas-definidas 

P, S ∈ Rnxn tal que para toda matriz de incertezas F(t) 

satisfazendo a condição F′(t)F(t) ≤ I, a equação (11) 

é satisfeita. 

O Teorema 4 apresenta uma desigualdade 

matricial linear cuja solução garante a existência de 

𝑃, 𝑆 ∈ 𝑅𝑛𝑥𝑛 que satisfaçam a condição (11), 

responsável também por gerar os ganhos de 

realimentação de estados 𝐾 e 𝐾𝑢 que estabilizam o 

sistema e minimizam um limitante para o custo 𝐽. 

 

Teorema 4: Para o sistema (9), existem matrizes 

simétricas positivas-definidas 𝑃, 𝑆 tais que a 

desigualdade matricial (11) é verdadeira se, e 

somente se, existirem um escalar 𝜀 > 0, matrizes 

𝑊,𝑍 ∈ 𝑅𝑚𝑥𝑛 e matrizes simétricas positivas-

definidas 𝑋, 𝑉 ∈ 𝑅𝑛𝑥𝑛 tais que a seguinte 

desigualdade matricial linear é satisfeita. 
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[
 
 
 
 
 

𝐴̃ 𝐴1𝑉 + 𝐵1𝑍 (𝐸1𝑋 + 𝐸2𝑊)′

(𝐴1𝑉 + 𝐵1𝑍)′ −𝑉 (𝐸𝑑𝑉 + 𝐸𝑢𝑍)′

𝐸1𝑋 + 𝐸2𝑊 𝐸𝑑𝑉 + 𝐸𝑢𝑍 −𝜀𝐼

𝑋 0 0
𝑊 0 0
𝑋 0 0

 

 

𝑋 𝑊 𝑋
0 0 0
0 0 0

−𝑄−1 0 0

0 −𝑅−1 0
0 0 −𝑉]

 
 
 
 
 

< 0,  (15) 

 

sendo 𝐴̃ = (𝐴𝑋 + 𝐵𝑊) + (𝐴𝑋 + 𝐵𝑊)′ + 𝜀𝐷𝐷′. 
Além disso, se a equação (15) possuir soluções 

factíveis 𝜀,𝑊, 𝑍, 𝑋 > 0, 𝑉 > 0, então a lei de controle 

por realimentação de estados 

 

𝑢∗(𝑡) = 𝑊𝑋−1𝑥(𝑡)    (16) 

𝑢∗(𝑡 − 𝑑) = 𝑍𝑉−1𝑥(𝑡 − 𝑑) 

 

é uma lei de controle que garante um custo (7) para o 

sistema incerto (9). 

 

Prova. Define-se 

 

𝑌 = [
𝑄 + 𝐾′𝑅𝐾 + 𝑆 + 𝑃(𝐴 + 𝐵𝐾) + (𝐴 + 𝐵𝐾)′𝑃

(𝐴1 + 𝐵1𝐾𝑢)′𝑃
 

 

𝑃(𝐴1 + 𝐵1𝐾𝑢)
−𝑆

].  

 

Logo, a equação (11) equivale a 

 

𝑌 + [
𝑃𝐷
0

] 𝐹(𝑡)[𝐸1 + 𝐸2𝐾 𝐸𝑑 + 𝐸𝑢𝐾𝑢] + 

+[𝐸1 + 𝐸2𝐾 𝐸𝑑 + 𝐸𝑢𝐾𝑢]′𝐹′(𝑡) [
𝑃𝐷
0

]
′

< 0. 

 

Pelo Lema 2.4 em Xie (1996), a desigualdade 

acima é satisfeita para todo 𝐹(𝑡), tal que      

𝐹′(𝑡)𝐹(𝑡) ≤ 𝐼 se, e somente se, existir um escalar   

𝜀 > 0 de modo que 

 

𝑌 + 𝜀 [
𝑃𝐷
0

] [
𝑃𝐷
0

]
′

+ 𝜀−1[𝐸1 + 𝐸2𝐾 𝐸𝑑 + 𝐸𝑢𝐾𝑢]′ 

× [𝐸1 + 𝐸2𝐾 𝐸𝑑 + 𝐸𝑢𝐾𝑢] < 0, 
 

o que equivale a 

 

[
𝛺

(𝐴1 + 𝐵1𝐾𝑢)′𝑃 + 𝜀−1(𝐸𝑑 + 𝐸𝑢𝐾𝑢)′(𝐸1 + 𝐸2𝐾)
  

 

𝑃(𝐴1 + 𝐵1𝐾𝑢) + 𝜀−1(𝐸1 + 𝐸2𝐾)′(𝐸𝑑 + 𝐸𝑢𝐾𝑢)

−𝑆 + 𝜀−1(𝐸𝑑 + 𝐸𝑢𝐾𝑢)′(𝐸𝑑 + 𝐸𝑢𝐾𝑢)
] < 0, 

(17) 

 

sendo 

 

𝛺 = 𝑄 + 𝐾′𝑅𝐾 + 𝑆 + 𝑃(𝐴 + 𝐵𝐾) + (𝐴 + 𝐵𝐾)′𝑃 + 

+𝜀𝑃𝐷𝐷′𝑃 + 𝜀−1(𝐸1 + 𝐸2𝐾)′(𝐸1 + 𝐸2𝐾). 
 

Pelo complemento Schur, a equação (17) pode ser 

reescrita como 

 

[
 
 
 
 
 

𝐴̂ 𝑃(𝐴1 + 𝐵1𝐾𝑢) (𝐸1 + 𝐸2𝐾)′

(𝐴1 + 𝐵1𝐾𝑢)′𝑃 −𝑆 (𝐸𝑑 + 𝐸𝑢𝐾𝑢)′

(𝐸1 + 𝐸2𝐾) 𝐸𝑑𝑉 + 𝐸𝑢𝑍 −𝜀𝐼

𝐼 0 0
𝐾 0 0
𝐼 0 0

 

 

𝐼 𝐾 𝐼
0 0 0
0 0 0

−𝑄−1 0 0

0 −𝑅−1 0
0 0 −𝑆−1]

 
 
 
 
 

< 0,         (18) 

 

sendo 𝐴̂ = 𝑃(𝐴 + 𝐵𝐾) + (𝐴 + 𝐵𝐾)′𝑃 + 𝜀𝑃𝐷𝐷′𝑃. 

Multiplicando ambos os lados da equação (18) por 

 

[
 
 
 
 
 
𝑃−1 0 0 0 0 0
0 𝑆−1 0 0 0 0
0 0 𝐼 0 0 0
0 0 0 𝐼 0 0
0 0 0 0 𝐼 0
0 0 0 0 0 𝐼]

 
 
 
 
 

, 

 

e realizando a mudança de variáveis, 𝑋 = 𝑃−1, 𝑊 =
𝐾𝑃−1, 𝑉 = 𝑆−1, e 𝑍 = 𝐾𝑢𝑆−1, dadas condições 𝑋 =
𝑋′ > 0,  𝑉 = 𝑉′ > 0, obtém-se a equação (15). 

 

Por fim, a abordagem de Yu e Chu (1999) prova 

que encontrar uma lei de controle de custo garantido 

para o sistema de desigualdades matriciais lineares 

proposto equivale à resolução de um problema de 

otimização. Para o sistema (9) tal problema de 

otimização é dado a seguir. 

 

Teorema 5: O sistema (9) com função de custo (3) 

possui lei de controle (16) que garante a estabilidade 

e custo reduzido se existirem soluções factíveis 𝜀, ∝, 

𝑊,𝑍, 𝑋, 𝑉 e 𝑀 para o problema de otimização: 

 

𝑚𝑖𝑛
𝜀, 𝛼,𝑊, 𝑉,𝑀

 
𝛼 + 𝑡𝑟(𝑀)

,          (19) 

 

sujeito a 

 

(𝑖)(15); 

(𝑖𝑖) [
−𝛼 𝜑′(0)

𝜑(0) −𝑋
] < 0; 

(𝑖𝑖𝑖) [
−𝑀 𝑁′

𝑁 −𝑉
] < 0; 

onde ∫ 𝜑′(𝜏)𝜑(𝜏)𝑑𝜏
0

−𝑑
= 𝑁𝑁′.  
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O desenvolvimento dos termos (𝑖𝑖) e (𝑖𝑖𝑖) pode 

ser conferido no artigo mencionado. 

A minimização de 𝛼 + 𝑡𝑟(𝑀) implica na 

minimização de um custo garantido para a lei de 

controle (16) para o sistema incerto (9). 

3 Resultados 

A fim de testar a validade da síntese proposta, o 

exemplo numérico proposto no trabalho desenvolvido 

por Yu e Chu (1999) foi resolvido considerando as 

técnicas apresentadas nas subseções 2.1 e 2.2. 

Para a síntese projetada pelo Teorema 2, o sistema 

é dado por: 

 

𝑥̇(𝑡) = [𝐴 + 𝐷𝐹(𝑡)𝐸1]𝑥(𝑡) + [𝐴1 + 𝐷𝐹(𝑡)𝐸𝑑]𝑥(𝑡 − 𝑑) 

+[𝐵 + 𝐷𝐹(𝑡)𝐸2]𝑢(𝑡),   (20) 

 

sendo 

 

𝐴 = [
0 1

−1 1
], 𝐴1 = [

0 0
0.1 0.1

],     𝐵 = [
0
1
], 

 

𝑥1(𝑡) = 𝑒𝑡+1, 𝑥2(𝑡) = 0, 𝑡 ∈ [−1,0]  e 𝑄 = 𝐼, 𝑅 = 1, 

 

𝐷 = [
0.1 0 0.1
0 0.1 0

], 𝐸1 = [
1 1
0 0
0 0

], 

 

𝐸2 = [
0
1
0
], 𝐸𝑑 = [

0 0
0 0
1 1

],  

 

𝐹 = 10 ∗ [
𝑟 0 0
0 𝑠 0
0 0 𝑞

], 

 

com |𝑟| ≤ 0,1, |𝑠| ≤ 0,1, |𝑞| ≤ 0,1 e 𝑑 = 1. Para tal 

síntese, obtiveram-se os ganhos de 

 

 𝐾 = [−1.0047   − 3.3409], 
 

com um custo garantido de 

 

 𝐽∗ =  45,4437. 

 

Considere agora o controlador resultante da 

aplicação do Teorema 5. Deve-se portanto considerar 

o sistema 

 

𝑥̇(𝑡) = [𝐴 + 𝐷𝐹(𝑡)𝐸1]𝑥(𝑡) + [𝐴1 + 𝐷𝐹(𝑡)𝐸𝑑]𝑥(𝑡 − 𝑑)       
        +[𝐵 + 𝐷𝐹(𝑡)𝐸2]𝑢(𝑡) + [𝐵1 + 𝐷𝐹(𝑡)𝐸𝑢]𝑢(𝑡 − 𝑑), 

 

            (21) 

 

com os mesmos parâmetros do sistema (20). 

Definindo 

 

 𝐸𝑢 = [
0
1
0
] , 𝐵1 = [

0
1
], 

 

obtiveram-se os ganhos 

 

 𝐾 = [−0.8950   − 3.1184] 𝑒 

 𝐾𝑢 = [−0.1350   − 0.1350], 
 

com custo otimizado de 

 

 𝐽∗ =  42,0754. 

 

O esquemático do sistema simulado é 

representado na Figura 1. As incertezas paramétricas 

são inseridas na própria ferramenta “State-Space” 

somando-as ao valor das matrizes 𝐴 e 𝐵. Nesta 

simulação foi considerado um atraso temporal de 1 

segundo que afeta o sistema após 5 segundos de 

simulação: 

 

 
Figura 1 – Esquemático de Sistema com atraso nos estados e na 

entrada de controle (Simulink) 

 

Simulando com os ganhos calculados pela técnica 

de Yu e Chu (1999), e considerando 𝐾𝑢 = [1   1] para 

que se observe os efeitos do atraso na entrada de 

controle, obteve-se o resultado ilustrado pela Figura 2. 

 

 
Figura 2 – Simulação do sistema controlado pelo ganho 

resultante do Teorema 2, com custo 𝐽∗ =  45,4437. 

 

XIII Simpósio Brasileiro de Automação Inteligente

Porto Alegre – RS, 1o – 4 de Outubro de 2017

2018



O resultado da simulação para os controladores 

calculados pela técnica proposta neste artigo, 

resultado do Teorema 5, é mostrado na Figura 3. 

 

 
Figura 3 – Simulação para os controladores da técnica proposta, 

com custo 𝐽∗ =  42,0754. 

 

Ao analisar as técnicas de síntese de controle 

empregadas para os sistemas propostos com diferentes 

condições de atraso, nota-se que ambas as técnicas 

desenvolvidas demonstram êxito em seu objetivo de 

controle. Percebe-se, entretanto, que a síntese de 

controle inicialmente proposta na subseção 2.1, 

quando aplicada à representação do sistema que se 

estipula também uma condição de atraso na sua 

realimentação, possui um desempenho inferior ao 

resultado dado pela aplicação da síntese de controle 

construída na subseção 2.2. Dessa forma, a técnica 

proposta por Yu e Chu (1999), apesar de conseguir 

tratar do atraso presente na realimentação do sistema, 

apresenta um custo maior, e a eficácia do tempo de 

resposta e posterior atenuação de oscilações são 

nitidamente inferiores à síntese de controle que 

considera tal atraso temporal no seu desenvolvimento. 

Essas constatações demonstram que a inclusão da 

dinâmica atrasada da realimentação do sistema 

possibilita a construção de uma técnica mais robusta e 

ideal para tratar do sistema em questão. A abordagem 

proposta neste artigo, diferente de Mukaidani (2003), 

além de gerar o ganho 𝐾 também gera o ganho 𝐾𝑢 , 
responsável por tratar especificamente o atraso 

temporal dado na realimentação do sistema.  

 

4   Conclusão 

Neste trabalho, foi proposta uma nova técnica de 

síntese de ganhos de realimentação de estados que 

garantem a estabilidade de sistemas incertos e 

afetados por atrasos, tanto na dinâmica quanto nas 

entradas de controle. A minimização de uma função 

de custo também é realizada, de forma a garantir um 

critério de desempenho pré-definido. A técnica 

proposta é o resultado da extensão de um método de 

síntese que não considera atrasos na entrada de 

controle. Resultados experimentais validam e 

demonstram a eficiência da técnica proposta. 
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