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Abstract— This paper deals with robust recursive regulator for uncertain linear systems with delayed states. The control law
composed by the current state-feedback and the delayed state-feedback is considered. Robust state-feedback gains are obtained
based on the combination of penalty functions and regularized least-squares with uncertainties. A numerical example illustrates
the effectiveness of the proposed approach when compared to a strategy based on linear matrix inequalities.
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Resumo— Neste trabalho é apresentado um regulador robusto recursivo para sistemas lineares incertos com atrasos nos estados.
A lei de controle considerada é composta pela realimentação do estado atual e do atrasado. A síntese dos ganhos robustos baseia-se
em uma técnica que combina as funções penalidade com o problema de mínimos quadrados regularizados com incertezas, a qual
permite obter uma solução recursiva para esta classe de sistemas. Um exemplo numérico ilustra o desempenho e a eficiência da
abordagem proposta quando comparada a uma estratégia baseada em desigualdades matriciais lineares.

Palavras-chave— Sistemas lineares incertos com atrasos nos estados, Realimentação de estado, Mínimos quadrados regulariza-
dos, Funções penalidade.

1 Introdução

Sistemas lineares com atrasos nos estados constituem
uma classe de sistemas na qual a dinâmica futura não
depende apenas do estado atual, mas também dos esta-
dos passados. Inúmeras aplicações em diversas áreas
podem ser modeladas através do uso de sistemas dinâ-
micos com atrasos, tais como dinâmica de populações
(Kuang, 1993), processos de reaproveitamento de re-
agentes químicos (Mahmoud, 1998), transmissão de
dados via protocolo de rede TCP/IP (Kelly, 2001), en-
tre outras.

Desta forma, o estudo de técnicas para a análise
e síntese de controladores desses sistemas têm des-
pertado uma atenção considerável dos pesquisadores,
pois a presença do atraso pode afetar as característi-
cas dinâmicas desses sistemas, aumentando a dificul-
dade na análise da estabilidade e no projeto de con-
troladores. Considerando esses aspectos, a maioria
dos resultados disponíveis na literatura tem utilizado
técnicas baseadas em desigualdades matriciais linea-
res (LMIs, do inglês Linear Matrix Inequalities) para
deduzir esses controladores. Entre os diversos traba-
lhos que aplicam esta técnica, destacamos o de Leite
et al. (2004) que investigam condições convexas, a
partir de funcionais de Lyapunov-Krasovskii depen-
dentes de parâmetros, para assegurar a existência do
ganho de realimentação de estado para sistemas linea-
res pertencentes a um domínio politópico.

Zhang et al. (2006) consideram o problema de
controle de custo garantido para sistemas lineares su-
jeitos a incertezas limitadas em norma, obtendo con-
dições suficientes para a existência da lei de controle.
Para esta classe de sistemas, Fattahi e Momeni (2011)
propuseram condições suficientes baseadas em funci-
onais de Lyapunov-Krasovskii para a análise da esta-

bilidade e para a síntese de ganhos de realimentação
de estado.

Neste artigo propomos uma nova abordagem para
o problema de controle de sistemas lineares incertos
com atrasos (SLIAs) nos estados. A abordagem con-
siste em reescrever o SLIAs como um sistema au-
mentado. Em seguida, projeta-se um controlador para
este novo sistema, o qual é inspirado na técnica apli-
cada por Cerri (2009) no desenvolvimento de regula-
dores robustos para sistemas lineares sem a presença
de atrasos. Este procedimento baseia-se na combina-
ção da solução ótima de problemas de mínimos qua-
drados regularizados com incertezas (Sayed e Nas-
cimento, 1999) e o método de funções penalidade
(Luenberger e Ye, 2008). A técnica decorrente desta
combinação permite a obtenção de funcionais quadrá-
ticos adequados para o projeto de reguladores recursi-
vos (veja Cerri (2009) e Bortolin e Terra (2016)). Um
experimento numérico ilustra a aplicabilidade da abor-
dagem proposta, comparando-a com um resultado ba-
seado nas técnicas usuais apresentadas na literatura.

Notações: Seja R o conjunto de números reais,
Rn o conjunto de vetores de dimensão n cujos elemen-
tos estão em R e Rm×n o conjunto das matrizes reais
de dimensão m×n. In é a matriz identidade de dimen-
são n× n. A matriz nula de dimensão apropriada é
denotada por O. O sobrescrito T denota o transposto.
Para matriz real P, P� 0 (P� 0) significa que P é uma
matriz simétrica e (semi)definida positiva. A matriz
diag(A1, . . . ,As) representa uma matriz bloco diagonal
constituída por {A1, . . . ,As}. A notação ‖x‖ é adotada
para a norma euclidiana de x e ‖x‖P a norma ponderada
de x definida por (xT Px)

1
2 . Adota-se, por simplicidade,

a notação Y T X(•) = Y T XY .
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2 Formulação do problema

Considere o sistema linear incerto de tempo discreto
com atrasos nos estados:

xk+1 = Fδ
k xk +Fδ

dk
xk−dk +Gδ

k uk, ∀k ≥ 0,

xk = ϕ0(k), k ∈ [−d,0]
(1)

sendo

Fδ
k =Fk +δFk, Fδ

dk
=Fdk +δFdk e Gδ

k =Gk +δGk,

para k = 0, . . . ,N−1, onde xk ∈Rn é o vetor de estados
no instante k, xk−dk ∈ Rn é o vetor de estados atrasa-
dos de dk amostras, uk ∈ Rm é a entrada de controle e
ϕ0(k) é a condição inicial para k =−d,−d +1, . . . ,0.
O atraso, dk ≥ 0, é definido em um intervalo cujos va-
lores mínimo e máximo são denotados por d e d, res-
pectivamente. Assumimos que o atraso é conhecido,
podendo variar no tempo (dk ∈ [d,d]) ou ser constante
(dk = d = d).

As matrizes Fk ∈ Rn×n, Fdk ∈ Rn×n e Gk ∈ Rn×m

são conhecidas e as matrizes de incertezas δFk, δFdk e
δGk são modeladas da seguinte forma:[

δFk δFdk δGk
]
= Hk ∆k

[
EFk EFdk

EGk

]
sendo Hk ∈ Rn×q uma matriz não-nula, EFk ∈ Rl×n,
EFdk
∈Rl×n e EGk ∈Rl×m matrizes conhecidas e ∆k ∈

Rq×l uma matriz de contração com ‖∆k‖ ≤ 1. Consi-
dere a seguinte função custo quadrático associada ao
SLIA (1):

Jk(xk+1,uk) = xT
k+1Pk+1xk+1+xT

k+1Sk+1xk+1−dk+1 +

xT
k+1−dk+1

ST
k+1xk+1 + xT

k+1−dk+1
Pd,k+1xk+1−dk+1 +

xT
k Qkxk +uT

k Rkuk, (2)

sendo Pk+1, Pd,k+1, Sk+1, Qk ∈Rn×n matrizes semide-
finidas positivas e com Rk ∈ Rm×m definida positiva.

Considere para cada k≥ 0 o problema de determi-
nar a melhor sequência {x∗k+1,u

∗
k}

N−1
k=0 que minimiza a

função custo quadrático (2) sob a máxima influência
das incertezas paramétricas, ou seja,

min
xk+1,uk

max
δFk,δFdk

,δGk
Jk(xk+1,uk)

s.a. xk+1 = Fδ
k xk +Fδ

dk
xk−dk +Gδ

k uk

(3)

com uma lei de controle linear de realimentação de
estado na forma

uk = Kkxk +Kk−dk xk−dk , ∀k ≥ 0

onde as matrizes Kk, Kk−dk ∈ Rm×n são os ganhos do
regulador a serem determinados.

3 Preliminares

Nesta seção serão revisados alguns conceitos funda-
mentais para o projeto do regulador robusto recursivo
para SLIAs.

3.1 Método de Funções Penalidade

Considere o problema de otimização restrito:

min
x

f (x)

sujeito a h(x) = 0,

sendo f : Rn → R uma função contínua. Suponha que
este problema possa ser reescrito como um problema
de otimização irrestrito

min
x

f (x)+µh(x)T h(x)

onde µ > 0 é o parâmetro de penalidade e o termo
µP(x) é chamado de função de penalidade. O método
de funções penalidade é um procedimento por aproxi-
mação de problemas de otimização restritos por pro-
blemas irrestritos. A aproximação consiste em adici-
onar as restrições à função objetivo do problema por
meio do parâmetro de penalidade, de modo a penali-
zar qualquer violação das restrições. Este método pro-
duz uma sequência de soluções infactíveis até conver-
girem para a solução ótima do problema restrito. Mais
detalhes sobre este método podem ser encontrados em
Luenberger e Ye (2008) e Bazaraa et al. (2006).

3.2 Mínimos Quadrados Regularizados Robustos

Considere o seguinte problema de otimização restrito,

min
z

max
δN,δy

F(z) = ‖z‖2
U +‖Mz−w‖2

V

sujeito a (N +δN)z = y+δy
(4)

com M ∈ Rr×s e N ∈ Rl×s matrizes conhecidas, w ∈ Rr

e y ∈ Rl são vetores de medida, z ∈ Rs um vetor des-
conhecido, U � 0 e V � 0 matrizes de ponderação e
{δN,δy} incertezas modeladas por[

δN δy
]
= L4

[
EN Ey

]
onde L é uma matriz não-nula, 4 é uma contração ar-
bitrária com ‖4‖≤ 1 e as matrizes {EN ,Ey} são conhe-
cidas. Associado com (4), tem-se para cada parâmetro
de penalidade µ > 0 o seguinte problema de otimiza-
ção irrestrito

min
x

max
δA,δb

F(x) = ‖x‖2
Q + ‖(A+δA)x− (b+δb)‖2

Wµ

com
[
δA δb

]
= H ∆

[
EA Eb

]
(5)

sendo Q =U, A =

[
M
N

]
, δA =

[
O

δN

]
, b =

[
w
y

]
,

δb =

[
O
δy

]
, Wµ =

[
V O
O µIl

]
, H =

[
O
L

]
,

∆ =4, EA = EN Eb = Ey e x = z(µ).

A solução para o problema de otimização (5) foi
apresentada por Sayed e Nascimento (1999) e reescrita
em termos de um arranjo matricial por Cerri e Terra
(2017) de acordo com o seguinte resultado.
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Lema 1 (Cerri e Terra, 2017) Considere os proble-
mas de otimização (4) e (5). Suponha que a matriz[

Is
A

EA

]
é posto coluna pleno. Então,

(i) para cada µ> 0, a solução ótima x̂µ , e o valor
mínimo F

(
x̂µ

)
, associado com (5) são dados por

[
x̂µ

F(x̂µ )

]
=


O O
O b
O Eb

Is O


T

Q−1 O O Is

O Ŵ−1
µ (λ̂ ) O A

O O λ̂−1I EA
Is AT ET

A O


−1

O
b

Eb

O


sendo

Ŵµ (λ̂ ) =Wµ +Wµ H
(

λ̂ I−HTWµ H
)−1

HTWµ

e λ̂ é um parâmetro escalar não-negativo obtido
pelo seguinte problema de otimização

λ̂ = arg min
λ>‖HT Wµ H‖

Γ(λ )

onde a função Γ(λ ) é definida como

Γ(λ ) = ‖x(λ )‖2
Q(λ )+λ ‖EAx(λ )−Eb‖2 +

‖Ax(λ )−b‖2
Wµ (λ )

e as funções auxiliares são definidas por

x(λ )=
(

Q(λ )+ATWµ (λ )A
)−1(

ATWµ (λ )b+λET
A Eb

)
Q(λ ) = Q+λET

A EA e

Wµ (λ ) =Wµ +Wµ H
(

λ I−HTWµ H
)−1

HTWµ .

(ii) se a matriz
[ N

EN

]
é posto linha pleno, então

limµ→+∞ x̂µ = z∗ e limµ→+∞F(x̂µ )=F(z∗), onde z∗,
e F(z∗), são soluções ótimas para (4), dadas por

[
z∗

F(z∗)

]
=


O O
O w
O y
O Ey
Is O


T

U−1 O O O Is
O V−1 O O M
O O O O N
O O O O EN
Is MT NT ET

N O


−1

O
w
y

Ey
O

 .

4 Regulador Robusto Recursivo

Nesta seção apresentamos um procedimento, baseado
no problema de mínimos quadrados regularizados ro-
bustos, para deduzir um regulador robusto recursivo
para SLIAs. A abordagem proposta é inspirada na es-
tratégia adotada por Cerri (2009) para o projeto de re-
guladores de sistemas lineares livre de atrasos.

4.1 Sistema Aumentado

Uma metodologia empregada no estudo de SLIAs é
a reformulação destes sistemas como sistemas au-
mentados. Na literatura encontram-se dois modelos
de sistemas aumentados: para atrasos invariantes no
tempo (Fridman, 2014) e os sistemas singulares (Chen
et al., 2003). Neste artigo propomos um sistema au-
mentado não-singular que devido as características do

regulador projetado pode ser utilizado tanto para atra-
sos invariantes quanto para os variantes no tempo.

Considere o SLIA (1) reescrito como o seguinte
sistema linear

zk+1 =Aδ
k zk +Bδ

k vk, ∀k ≥ 0 (6)

com Aδ
k = Ak + δAk, Bδ

k = Bk + δBk e as matrizes de
parâmetros incertos modeladas da seguinte forma[

δAk δBk
]
=Hk ∆k

[
EAk EBk

]
, ‖∆k‖ ≤ 1

sendo

zk :=
[

xk
xk−dk

]
, vk := uk, A

δ
k :=

[
Fδ

k Fδ
dk

O O

]
, Bδ

k :=
[

Gδ
k

O

]
,

Hk :=
[

O
Hk

]
, EAk :=

[
O EFk

]
e EBk :=

[
EFk EFdk

]
.

Analogamente, a versão aumentada da função
custo quadrático (2) associada ao SLIA é dada por:

Jk(zk+1,vk)= zT
k+1Pk+1zk+1+zT

k Qkzk+vT
k Rkvk, (7)

com

Pk+1 :=

[
Pk+1 Sk+1

ST
k+1 Pd,k+1

]
, Qk := diag(Qk,O)

e Rk := Rk.

4.2 Solução do problema

Considere o seguinte problema de otimização:

min
zk+1,vk

max
δAk,δBk

Jk,µ(zk+1,vk) (9)

para todo k ≥ 0 com o funcional quadrático
Jk,µ (zk+1,vk) dado por

Jk,µ (zk+1,vk) =

[
zk+1
vk

]T [
Pk+1 O

O Rk

] [
zk+1
vk

]
+

([
O O
I2n −Bδ

k

] [
zk+1
vk

]
−
[
−I2n

Aδ
k

]
zk+1

)T [
Qk O
O µI2n

] (
•
)

sendo µ > 0 fixado. Observe que (9) é uma aproxima-
ção da versão aumentada do problema de otimização
restrito (3) obtido pelo método de funções penalidade.
Além disso, (9) trata-se de um caso particular do pro-
blema (5) quando são realizadas as seguintes identifi-
cações:

x←
[

zk+1
vk

]
, Q←

[
Pk+1 O

O Rk

]
, (10)

A←
[

O O
I2n −Bk

]
, δA←

[
O O
O −δBk

]
, b←

[
−I2n
Ak

]
zk,

δb←
[

O
δAk

]
zk, H←

[
O
Hk

]
, Wµ ←

[
Qk O
O µI2n

]
,

∆← ∆k, EA←
[
O −EBk

]
e Eb← EAk zk.
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O próximo resultado apresenta uma estrutura
dada em termos de blocos matriciais para determinar
a sequência ótima {z∗k+1,v

∗
k}

N−1
k=0 para o sistema aumen-

tado (6).

Lema 2 Considere o problema de otimização (9) com
µ > 0 fixado. Suponha que diag(φ(µ, λ̂ ), λ̂−1I2n) é se-
midefinida positiva. Então, a solução recursiva para
todo k ≥ 0 é dada por

z∗k+1,µ

v∗k,µ
J∗k,µ

=

I2n O O

O I2m O

O O zk


T Lk,µ

Kk,µ

Pk,µ

 zk

onde a malha fechada Lk,µ , o ganho de realimenta-
ção Kk,µ e a solução da equação de Riccati Pk,µ são
obtidas a partir de (8).

Prova: Decorre do Lema 1 com as identificações apre-
sentadas em (10). 2

Observe que o ganho de realimentação Kk do sis-
tema aumentado é dado por Kk =

[
Kk Kk−dk

]
cujos

blocos matriciais são os ganhos de realimentação do
SLIA (1). Além disso, tem-se que o parâmetro λ̂

é definido sobre o intervalo (||µHT
k Hk||,∞) para cada

µ ∈ (0,∞). Assim, µ e λ̂ estão associados ao nível de
robustez do regulador apresentado no Lema 2.

Baseado no sistema aumentado (6) com o critério
quadrático Jk,µ (zk+1,vk) e no Lema 2, apresentamos no
Algoritmo 1 o procedimento para a obtenção da solu-
ção {z∗k+1,v

∗
k}

N−1
k=0 .

5 Exemplo Numérico

Para verificar a eficiência do regulador robusto recur-
sivo proposto neste trabalho, será apresentada uma
comparação entre o Algoritmo 1 e a abordagem desen-
volvida por Leite e Miranda (2008), na qual os ganhos
de realimentação são obtidos por condições definidas
por LMIs. O controlador projetado por Leite e Mi-
randa (2008) será apresentado no Teorema 3.

Algoritmo 1: Regulador Robusto Recursivo
para SLIA via Sistema Aumentado

Modelo: Defina os parâmetros do sistema aumen-
tado: Aδ

k , Bδ
k , Hk, EAk , EBk , Pk+1, Qk e Rk.

Condições Iniciais:

µ > 0, N, x0, ϕ0(k), PN � 0.

Passo 1: Calcule para todo k = N−1, . . . ,0:

Lk,µ , Kk,µ e Pk,µ via (8).

Passo 2: Obtenha para cada k = 0, . . . ,N−1:[
z∗k+1,µ
v∗k,µ

]
=

[
Lk,µ
Kk,µ

]
z∗k,µ , (11)

SLIA: Para k = 0, . . . ,N−1:

• Defina uk = Kk,µ xk +Kk−dk,µ xk−dk com Kk,µ e
Kk−dk,µ blocos matriciais de Kk,µ , obtido via
(11).

• Obtenha xk+1 = Fδ
k xk +Fδ

dk
xk−dk +Gδ

k uk.

Teorema 3 (Leite e Miranda, 2008, Thm. 3.3) Con-
sidere um SLIA cujas as matrizes de parâmetros Fi ∈
Rn×n e Gi ∈ Rn×m pertencem a um politopo de v vér-
tices conhecidos. Se existirem matrizes simétricas
0 < Pi ∈ Rn×n, 0 < Qi ∈ Rn×n, i = 1, . . . ,v, matrizes
U ∈ Rn×n, W ∈ Rn×l e Wd ∈ Rn×l , tais que a seguinte
LMIPi +U +UT −(UFT

i +WGT
i ) −(UFT

di +WdGT
i )

∗ βQi−Pi O

∗ ∗ −Qi

< 0,

são verificadas para β = d̄−d +1, então o SLIA é ro-
bustamente estabilizável, sendo que os ganhos de rea-
limentação são dados por:

K =W T (UT )−1 e Kd =W T
d (UT )−1.

Lk,µ
Kk,µ
Pk,µ

=



O O O
O O O
O O O
O O O
O O −I2n
O O O
O O Ak
O O EAk

I2n O O
O I2m O



T 

O I2n O O O O O O I2n O
I2n −Pk+1,µ O O O O O O O O
O O O Im O O O O O Im
O O Im −Rk O O O O O O
O O O O O I2n O O O O
O O O O I2n −Qk O O O O
O O O O O O φ(µ, λ̂ ) O I2n −Bk

O O O O O O O λ̂−1I2n O −EBk

I2n O O O O O I2n O O O
O O Im O O O −BT

k −ET
Bk

O O



−1 

O
O
O
O
−I2n

O
Ak

EAk

O
O


(8)

com φ(µ, λ̂ ) = µ
−1I2n− λ̂

−1HkH
T
k e λ̂ > ||µHT

k Hk||.
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Exemplo 1 O exemplo numérico considerado nesta
seção é uma adaptação do apresentado por Xu et al.
(2001). Considere o SLIA (1) com as seguintes matri-
zes de parâmetros:

Fk = r
[
−0,5 −0,4

0,2 −0,6

]
, Fdk =

[
0,3 0,1
−0,1 0,1

]
,

Gk =

[
0
1

]
, Hk =

[
0,3
0,1

]
, EFdk

=
[
0,2 0,1

]
,

EFk = r
[
0,15 0,1

]
e EGk = 0, ∀k ≥ 0.

Com relação ao funcional custo quadrático, os valo-
res adotados são:

PN = PdN = SN = I3, Qk = 1000I3

e Rk = 0,001, ∀k ≥ 0.

Todas as rotinas foram implementadas no soft-
ware MAT LABr, versão 8.4.0.150421 (R2014b). As
LMIs foram implementadas usando o LMI Control to-
olbox (Gahinet et al., 1995), considerando um domí-
nio politópico com dois vértices obtidos para ∆ = −1
e ∆ = 1. As condições iniciais adotadas para o Algo-
ritmo 1 são:

µ = 108, λ̂ = 1,5‖µHT
k Hk‖, x0 =

[
1 −1

]T
e ϕ0(k) = x0.

Dois casos são considerados para ilustrar o de-
sempenho e a eficiência do regulador proposto em
comparação com o Teorema 3 de Leite e Miranda
(2008).

• Caso A: Considere d = 1, d = 5, r = 0,1 e N = 20.
Os ganhos obtidos pelo Algoritmo 1 e Teorema 3 são
apresentados na Tabela 1.

Tabela 1: Ganhos de realimentação obtidos via Algo-
ritmo 1 e Teorema 3

Métodos Ganhos

Algoritmo 1 K∗ =
[

0,0249 0,0959
]

K∗d =
[
−0,1693 −0,1898

]
Teorema 3 K∗ =

[
−0,0175 0,0621

]
K∗d =

[
0,0832 −0,1055

]
Para cada instante k, cada uma das curvas da Fi-

gura 1 representa a média das normas euclidianas dos
estados do SLIA, calculados a partir de 1000 experi-
mentos. Para cada experimento, o escalar ∆k ≤ 1 e o
atraso dk ∈ [d,d] foram selecionados aleatoriamente e
fixados para cada instante k. Na Figura 1 observa-se
que para ambos os métodos as trajetórias convergem
e apresentam um desempenho similar.

• Caso B: Considere d = 1 e r = 4. Assumimos
que o atraso pode ser fixo d = d = 1 ou variante no
tempo d = {10,20,60,100,1000}. O Teorema 3 fornece
soluções factíveis para o valor limite de d igual a

dmax = 20. No entanto, verificou-se que a solução ob-
tida pelo regulador proposto é factível para ao menos
d ≤ 10.000. A Figura 2 ilustra o comportamento das
médias das normas euclidianas dos estados do SLIA
obtidas pelo Teorema 3 para d = {1,10,20}. Enquanto
que as Figuras 3 e 4 apresentam o desempenho das
médias obtidas pela solução do regulador robusto re-
cursivo para d = {1,20,60,100,1000}. As curvas apre-
sentadas foram geradas de modo análogo ao caso A.
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Figura 1: Comparação entre os valores médios das tra-
jetórias obtidas pelo Regulador Robusto Recursivo e o
Teorema 3
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Figura 2: Valores médios das trajetórias obtidas pelo
Teorema 3
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Figura 3: Valores médios das trajetórias obtidas pelo
Regulador Robusto Recursivo
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Figura 4: Valores médios das trajetórias obtidas pelo
Regulador Robusto Recursivo para d = 1000

6 Conclusões

Neste artigo foi proposta uma nova abordagem para o
problema de regulação de sistemas lineares incertos de
tempo discreto com atrasos nos estados. O regulador
robusto recursivo projetado pode ser aplicado em sis-
temas com atrasos fixo ou variante no tempo. Os resul-
tados dos experimentos computacionais comprovaram
a eficiência do regulador em comparação com uma
técnica disponível na literatura, destacando a sua van-
tagem para os casos onde o limite superior do atraso
(d) é relativamente grande. Na sequência deste traba-
lho, serão realizados estudos sobre a estabilidade do
regulador de acordo com as matrizes de parâmetros e
com as amostragens dos atrasos.
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