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Abstract— This study presents a stabilizing nominally model predictive control strategy of systems composed
of unstable and integrating modes. Such dynamic features make more difficult the systems control, mainly
when the controller synthezis seeks to guarantee the closed loop stability. Here, it is proposed an offset-free
law control based on an only optimization problem, and the closed-loop stability is achieved by adopting an
infinite prediction horizon, along with imposing of suitable set of slacked terminal constraints associated with
the unstable and integrating states of system, thus assuring the controller feasibility. The results obtained from
the simulated scenarios on a rotational inverted pendulum system indicate an efficient solution to systematically
improve performance and energy control.
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Resumo— Este artigo apresenta uma estratégia de controle preditivo com garantia de estabilidade para siste-
mas constituidos de modos instdveis e integradores. Tais caracteristicas dindmicas tornam mais dificil o controle
do sistema, principalmente quando a sintese do controlador busca a garantia de estabilidade do sistema em malha
fechada. Aqui, é proposto uma lei de controle livre de erro permanente baseada em um tnico problema de oti-
mizagao e a estabilidade em malha fechada é alcangada adotando um horizonte de predigao infinita, juntamente
com a imposi¢do de um conjunto de restricdo terminal associado ao sistema de estados instéveis e integradores,
garantindo-lhe sua viabilidade. Os resultados obtidos a partir dos cendrios simulados de um sistema péndulo
invertido rotacional apontam uma solugao eficiente para melhorar sistematicamente o desempenho e controle de

energia.

Palavras-chave—

1 Introducao

Péndulo invertido é um conceito muito difun-
dido na &drea de automagdo e robdtica. Al-
gumas aplicagdes reais sao motivadas nos estu-
dos em péndulos invertidos como sendo: con-
trole de posicao de veiculos espaciais na fase de
lancamento, postura da coluna dos seres huma-
nos, veiculo de transporte humano (Segway) en-
tre outros. Segundo Cheng et al. (2013), me-
canismos do tipo péndulo invertido representam
uma classe de sistemas eletromecanicos nao line-
ares, instaveis e subatuados, os quais possibili-
tam o estudo de diversas arquiteturas e tipos de
controladores classicos e avancados para a veri-
ficacdo e pratica de ideias provenientes na teoria
de controle. Intdmeros trabalhos seguem apare-
cendo desde entao na literatura com foco em ana-
lisar o desempenho entre controladores, por exem-
plo, Casanova et al. (2016) retrataram a imple-
mentagao real de dois controladores PD e PID em
paralelo baseado em eventos discretos para equi-
librar a haste de um péndulo invertido do tipo
rotacional. Os resultados apontaram um desem-
penho satisfatério dos controladores, no entanto,
quando a planta é sujeita a disturbios nao medi-
dos ou atraso na comunicagao, os controladores se
tornaram infactiveis. Por outro lado, Jadlovska
and Sarnovsky (2013) demonstraram o desenvolvi-
mento de uma ferramenta para modelagem de um
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péndulo invertido e compararam o desempenho de
duas técnicas de controle: LQR (Regulador Linear
Quadrético) e uma realimentacdo de estados por
alocacao de polos. Os resultados apresentados fo-
ram aceitdveis no cendrio (condigdo de operagao)
estabelecido com ambas as técnicas. Todavia, os
autores nao apresentaram resultados em que ha
incerteza no modelo ou perturbagao externa para
atestar robustez dessas técnicas de controle. No
trabalho de Joshi and Paulose (2013), os au-
tores propuseram um controlador MPC (Model
Predictive Control) convencional, aplicado em um
péndulo invertido acoplado a um carrinho. Os re-
sultados apontaram duas vertentes. Sem o uso da
restrigao, o esforco de controle foi altamente ex-
cessivo no transiente, ocasionando a violagao do li-
mite fisico do atuador e tornando-se invidvel para
ser aplicado na planta real. Por outro lado, a im-
posicao da restrigao condicionou o péndulo inver-
tido ao estado estacionario sem violar o limite do
atuador com uma lei de controle factivel durante
a simulagao. Contudo, os autores nao demonstra-
ram uma lei de controle estabilizante.

Para contornar o problema de estabilidade do con-
trolador em malha fechada nos trabalhos citados,
neste estudo destaca o desenvolvimento de um
controlador MPC com estabilidade nominal ga-
rantida, inspirado no trabalho Yamashita et al.
(2015), os quais propuseram um modelo em espago
de estados na forma incremental das entradas ba-
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seado numa expressao analitica da resposta ao de-
grau do sistema. A prova estabilidade do contro-
lador em malha fechada segue os passos padrao
Muske and Rawlings (1993), no entanto a factibi-
lidade é garantida empregando-se o relaxamento
gradual das restricoes terminais resultante do pro-
blema de otimizagao. Visando acomodar o caso
pratico, a lei de controle estabilizante proposta
considera alvo/metas nas varidveis manipuladas e
o controle por faixa nas varidveis controladas, atri-
buindo assim graus de liberdade adicionais para
melhor controlar sistemas subatuados como de um
péndulo invertido (Gonzélez and Odloak, 2009).
As demais segoes deste trabalho estao organiza-
das como segue. A secdo 2 apresenta o modelo
em espaco de estado para sistemas constituidos de
polos estaveis, instdveis e integradores. A secao 3
descreve a lei de controle do controlador e suas
propriedades estabilizantes. Na segao 4 sao tra-
tados os resultados da simulagao do controlador
proposto aplicado num péndulo invertido rotacio-
nal. Finalmente, a secao 5 traz as consideragoes
finais.

2 Formulagao do modelo

2.1 Modelo em estudo

O sistema péndulo invertido ilustrado na figura
1 é um kit educacional fabricado pela empresa
Quanser®), o qual serve como base para a veri-
ficacdo e pratica de ideias provenientes na teoria
de controle. O péndulo é constituido por um brago
rotacional na parte superior do eixo da carga (mo-
tor) e na outra extremidade estd conectada uma
haste rigida.

Figura 1: Sistema péndulo invertido Fonte: Site
do fabricante

A fungao de transferéncia apresentada na equacao
(1) descreve o comportamento dindmico do sis-
tema em torno de um ponto em operacao, obtida
através do modelo nao linear descrito no trabalho
Jadlovska and Sarnovsky (2013), quais sejam

83.5(s + 6.87)(s — 6.37)
s(s+17.12)(s — 8.34) (s + 2.88)
_ 80.33(s — 0.49)
(s +17.12)(s — 8.34)(s + 2.88)

(1)

)
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em que: Vi (s) é o valor de tensdo do motor (en-
trada), 0(s) estd associado ao movimento rotacio-
nal (brago) e «a(s) descreve o deslocamento angu-
lar da haste na posigao vertical.

2.2  Construcao do Modelo

O modelo em espacgo de estado usado neste traba-
lho, que é baseado na resposta ao degrau do sis-
tema formado por modos estaveis, instdveis e in-
tegradores, foi desenvolvido por Yamashita et al.
(2015). O modelo trata com a forma incremen-
tal das entradas, o que implica numa sintese do
controlador livre de offset através de um tnico
problema de otimizagao, conforme sera visto na
segao seguinte. Um sistema multivaridvel definido
com nu entradas e ny saidas, representada pela
seguinte funcdo de transferéncia G(s):

G1,1(S) Gl,nu(s)

G(s) : : (2)
Gny,l(s) Gny,nu(s)

Para cada par (y;,u;), a fungao de transferéncia
possui a seguinte expressao:

bi,j o+ b"j 1s + ...+ bi,j,nbsnb

rna) (8 — )

i,7,na
na qual: na, nb e nc € N | nb < (na + nc),
st st Tt 5 Nos dist]

enquanto (175 ),...,(r75 ,,,) sdo os pélos distin-
tos estdveis e (r{'7),..,(ri"7,.) pélos distintos
instaveis. A resposta ao degrau pode ser escrita

da seguinte forma:

+Zdzjl

+dit.

Gi’j (8) = un ) (3)

S(S - i,j,nc

unlt

S d’LL’I’L

7])

stlt + Z

(4)
Os parametros d”, dftj, a7 e dij, sao obtidos
através da expansao por fra(;oes parciais da fungao
de transferéncia G; ;. Por conseguinte, discreti-
zando a equagdo (4), para um periodo de amos-
tragem At, a nova expressao pode ser observada

a seguir:

Si,j(k) = d3
+ d3t,

1,7,na

b b Ve ek A Ll EAL,

st
+dija

pun
e i,j,nakAt _|_ dun e i,j,1kAt

eligakat 4

(5)

Em seguida, um modelo de espago de estados pode
ser consolidado a partir da equagédo (6) como segue

xz(k+1) = Az(k) + BAu(k)
y(k) = C(k)

em que os estados z(k) s@o definidos como:
a(k) =[z>(k)" «* (k)T 2 (k)T 2'(k)T]", os

(6)

)
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quais x € C™, 2° € R™, 2% ¢ C"%, v
€ Cn e 2 € R™. O estado z°, representa
o vetor de estados integradores gerados pela
forma incremental, %! sao os modos estéveis do
sistema, x“" representam os estados instaveis
e z', sdao os modos integradores do préprio
sistema. Vale ressaltar que os estados foram
definidos através da equagdo (1), os quais con-
templam os modos citados. Além disso, y € R™,
nx = 2ny + nst + nun, nst = ny + nu.maz(na) e
nun = ny + nu.maz(nc). As matrizes do modelo
em espaco de estados sao apresentados como se
segue:

Iny Onyxnd Onyxnun At-[ny

A= Ondxny Frst Ondxnun Ondxny

Onuany Onuand Fren Onuany

L Ony Onyxnd Onyxnun Iny

nrXnx
Ae C" .

ant
B = prun |- Be @nﬂcxnu,
Bi

C = [Iny \I/nSt ynun Onyxnu]a Ce Rnyxnm’
B* = D"+ AtB',
ant — ‘DnstFnst]\/'nst7

% %
1,1

1,ny
Bi — : . ) Bie IRnyxnu7
% %
n(g)/,l dn(g);,ny
dl,l dl,ny
DO — , DOG ]Rnyxnu’
0 0
dny,l . dny,?y . .
nst __ . ns ns mns ns
D = diag (dm,l...dLLm...dny7nu71...dny7nu7na),
DnSt€ Cnstxnst,
nun _ J; nun nun nun nun
D - dzag( 1,1,1---%1,1,nc***“ny,nu,1*** ny,nu,nc)7

nun nunXnun
D™wnre ¢ ,

t st t
eAt-Tf,l,l eAt-ril,na eAthymru,l
st = diag T et ,
...e 'Tny,nu,na

nst nstxnst
Frete © ,

et
Fron = diag e

At .pnun

nun
eAt'rl,l,nc“ Thy,nu,1

.€

numn
ny,nu,nc

)
Fnun e @’VLU'I'L Xnun

Jnst

, Jnst
Nnst —

ny c Rnst Xnu
)

)
Jnst

Jnun

JTLUTL

Nnun —

]Rnun Xnu

ny,c
Jn.un
I e 0, sao matrizes identidade e nula para cada
dimensao, respectivamente. Maiores detalhes em
relagio as varidveis (J"$t, Jnun  Qnst e pnun)
sao encontrados no trabalho de Yamashita et al.
(2015).
Observagao (1): Para sintetizar o controlador
MPC proposto, o modelo em espago de estado
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definido anteriormente deve ser estabilizdvel e
detectdvel. Segundo (Hespanha, 2009), isso pode
ser verificado na propriedade o posto das matrizes
(M. e My) através da seguinte formulacao:

M, = [A—X B] e My {AC”], A e

R, | A | >0, sendo que M, e My = nx.

3 Formulagao do controlador

De uma forma geral, a lei de controle do MPC
com estabilidade nominal garantida é formulada
para solucionar um problema de otimizagao que
consiste em minimizar o erro entre as predigoes
das saidas e os valores desejados em cada instante
de amostragem, com minimo esforgo de controle.
No sistema péndulo invertido aqui estudado, como
na maioria das aplicagoes, as saidas do sistema
sao controladas dentro de faixas especificadas (es-
tratégia de controle por faixa), enquanto as en-
tradas manipuladas podem ter alvos na qual sao
definidos em um otimizador de tempo real. Desta
maneira, equacao seguinte apresenta uma fungao
de custo como sendo:

Vig = Z Hy(k +J/k3) — Ysp — Oy s
=0

- \I}unFqsqn_m)(sun,k - (J - m)Atéz,kHQQy

+ Z llu(k +j/k) — udes,e — 5uk||2Qu )
=0
m—1

+ > Aulk +5/k)% + 1185
§=0

+ 10wk [§u + 1wkl S + 110543

|2
Sy

(7)

na qual: Au(k + j/k) sdo os incrementos das
acgoes de controle que se aplicariam no instante
k + j, calculados no instante k; m corresponde
ao movimento da entrada (horizonte de controle);
y(k + j/k) € R™ predigao de saida referente ao
modelo no instante k; uges,z € R™ vetor de en-
trada para o alvo desejado; yspr € R™Y valor de
referéncia que serd considerada uma varidvel de
decisao no problema de controle.

A fungao de custo apresentada em (7) abarca as
varidveis de folgas ¢, € R™ (associado predicao
dos estados); d, 1 € R™ (agregam as entradas);
dune € R™"(relacionam aos modos instéveis);
0k € R™ (associado com os modos integradores
do préprio sistema). A finalidade principal das
variaveis de folgas é oferecer graus de liberdade
adicionais para o problema de controle e aumen-
tar a regido viavel do controlador proposto. As
matrizes de ponderacio Qy, Qu, R, Syk, Suk,
Sun,k € Si sao parametros de ajuste do contro-
lador.
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Uma vez adotado um horizonte de predigao infi-
nito definido em (7), o custo serd limitado somente
se as seguintes restrigoes terminais forem incluidas
no problema de controle:

NS (Amx(k) — AWAuk) — Ysp,k — 6y,k =0 (8)
z%(k+m/k)

Nu" (Amac(k) - AWA’U,k) - 5un,k =0

9)

zun (k+m/k)

N; (A™a(k) — AW Auy) — 8;5, = 0 (10)

zi(k+m/k)

(fg;uAuk +u(k — 1)) — Udes,k — Ouk = 0 (11)

u(k+m—1/k)
em que:
Ns = [Iny Onanst Onuxnun Onyxny} )
Nyn = [Onunxny Onunxnst  Inun Onunxny] )

Ni = [Onyxnun Onyxnun Ony Xnun Iny]7

W :[Amle Am—2p AB B},

Auy, =[Au(k/k)T Au(k +m —1/k)T]7,
Uma vez que as equagOes de (8) a (11) s@o im-
postas ao problema de controle, a fungao de custo
pode agora ser expressa como:

Vie = _|ly(k+j/k) = ysp — Oy
j=0
- \I/unFqg;m)(sun,k - (.] - m)At6z,k||2Qy
2k + m/R) I
+ Z lu(k +5/k) — udes, s — 5U,k||22u
j=0
m—1
+ > 1Aulk + /)% + 116,413,
j=0
H10unllEu + Gun, el Eun + 1105113
(12)
Vale ressaltar na equagdo (12) a matriz de peso
terminal (), a qual é obtida da solucao da equagao
de Lyapunov escrita da seguinte forma:

@ — (FSt)T<\IJSt)TQyFSt\I/3t + (Fst>T@(Fst>.
Portanto, a lei de controle reduz a solugao

para o seguinte problema de otimizagao:
Problema P1.

min Wi,k (13)
—~
AUk Ysp,ksOy, k0w, ksOun, k04, k
sujeito a restrigoes (8), (9), (10), (11) e:
Aulk+j/k)eU,j=0,...,m—1, (14)

—Atmaz < Au(k + j/k) < AUmaa
Au(k+j/k)=0,j>m
Umin < u(k — 1)+ 37 Au(k +i/k) < tmas
(15)
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Ymin < Ysp,k < Ymax- (16)
Observagao (2): Na estratégia de controle por
faixa, o vetor de referéncia yp 1 € incluso como
variavel de decisao no Problema P1, sendo ca-
paz de assumir qualquer valor dentro da faixa de
saida predeterminada.

Observagao (3): A lei de controle do MPC
com estabilidade nominal garantida baseado no
Problema P1 serd assintoticamente decrescente
no momento em que as varidveis de folga (0yn, k
e 0, %), associados aos estados instdveis e inte-
gradores, forem zeradas. No entanto, isso é al-
cangado em finitos passos uma vez que 0S pesos
usados (Sy, e S;) sdo escolhidos grande o sufi-
ciente para garantir tal condigdao, demonstrando
que essas varidveis serao usadas apenas quando
forem necessarias. A partir do momento em que
essas condigoes sao estabelecidas, pode-se provar
que a lei de controle proposta no Problema P1
é assintoticamente decrescente, conforme pode ser
estabelecido no teorema seguinte.

Teorema. Considere um sistema com modos
estdveis, instaveis e integradores. Assuma ainda
que este sistema ¢ controldvel no conjunto associ-
ado as restrigoes das entradas. Se num tempo de
amostragem k os estados instdveis e integradores
forem zerados. Entao, as agdes de controle obti-
das nos instantes de amostragem sucessivos con-
duzirao de forma convergente a planta ao ponto
de equilibrio desejado, se este for alcancdvel, caso
contrdrio o sistema atingird um ponto com a me-
nor distancia possivel entre o atingivel e o dese-
jado.

Prova. Para um sistema nao perturbado, a
funcéo objetivo do controlador proposto tende a
decrescer a zero se o ponto de equilibrio desejado
é alcangavel. Assim, suponha que no instante k,
o Problema P1 é resolvido e sua solugao étima
é representada por (Auz,y:p,k,dz’k, ko O ke =
0, 5;,9 = 0), associado ao custo do controlador na
planta dado pela seguinte expressao:

Vi = D lly(k +3/k) = yip = 65 illdy
j=0

+ 2 (k +m/k)|I%

+ Z Hu*(k +.7/k) — Udes,k — 5;,k”2Qu

§=0
m—1
+ D Au (ke + /R + 116513,
§=0
+ 1167 k13
(17)
Como o primeiro movimento de controle

Au*(k/k) é introduzido na planta, no préximo
instante k£ + 1, a seguinte solugao deveria ser
usada 6 (AUkt1,Ysp k+1,0yk+1 € Oy k1), DA
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qual:
Aupsr = [Au(k+1/k) ... Au*(k+m—1/k)T 07]"
(18)
Usp,k+1 = y:p7k7 (19)
Sy,k:-‘rl = 6;]@7 (20)
Su,k:-i-l = 6Z7k7 (21)

Assim, a funcado custo aplicada na planta corres-
ponde a essa solugao vidvel dada pela seguinte
forma:

Vk+1 = Vk* - ||y(k) - y.;kp - 6;,16”223/
= [[u*(k/k) = vaes,e — 0y i llous  (22)
— [|Au*(k/k)| %

por conseguinte Vk+1 < Vk*. Como V)7, | = Vk+1,
isso implica que V', < V¥, ou seja, se o sis-
tema é controlavel no ponto desejado de equilibrio,
a sequéncia dos custos étimos aplicado a planta
estao diminuindo e convergindo para zero, satis-
fazendo todas as restri¢oes (igualdade e desigual-
dade).

4 Estudo de Caso da planta péndulo
invertido

Para avaliar o desempenho do controlador pro-
posto, foram realizadas simulagoes a partir de um
modelo da planta péndulo invertido apresentado
na secao 2. No inicio da simulagao, assume-se que
existem alvos de otimizagao para as saidas, ou
seja, o controlador tem que manter as saidas do
sistema dentro das faixas (minimo e méximo) nos
instantes, definida na tabela (1). As restrigdes
associadas a entrada sdo definidas na (2). Por
fim, os parametros de sintonia do MPC com
estabilidade nominal garantida sao apresentadas
na tabela (3).

Tabela 1: Faixas desejaveis

Variavel controlada Min. Maéx. Seg.

Angulo (theta) 2300 30°  (0-1.5)
20 32° (1.5 -4.5)

Angulo (alpha) -7° I (0 -4.5)

Tabela 2: Restrigoes da entrada do sistema

Varidvel manipulada  Min Max
atuador -5 volts 5 volts
Aatuador -1 volts 1 volts
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Variaveis Valor

Qy diag[1 10]
Qu diag[1]

R diag[0.1]

Sy diag[1 1]*1e5
Sun diag[1]*1e10
Si diag[1]*1e5
Udes,k (alvo)  0.001 volts

O tempo de amostragem é 0,01 segundos e
o horizonte de controle foi escolhido m = 5. Os
resultados sdo ilustrados nas figuras (2) a (6).

O sistema inicia a partir das seguintes condigoes
iniciais: [-40° -1°]’. Observa-se que neste ponto
de partida a varidvel theta estd fora da faixa e
nos primeiros segundos o controlador direciona
a varidvel para a faixa estabelecida. Apds 1.5s
ocorre uma nova mudanca, entretanto, o con-
trolador direciona theta a uma nova faixa sem
perda de desempenho. Além disso, de forma
simultanea, alpha permanece em equilibrio nao
comprometendo os limites (minimo e méximo),
na qual ocasionaria na instabilidade da planta.
No instante 3.5s, ocorre um distirbio nao medido
do tipo impulso na entrada (d = 0.01 volts), na
qual tende a distanciar as varidveis controladas
nas faixas desejadas. Apesar disso, o controlador
permanece estavel sem perda de desempenho.

452

Theta

0 0.5 1 5 2 2.5
Tempo (s)

Alpha

T T I T T AT AT T Y Y R TR P RN Y Y Y Y Y
al

0 0.5 1 15 3 35 4 45

Tezmpog(ss}

Figura 2: Desempenho das controladas theta (-),
alpha (-) e os limites (--)

A figura (3) ilustra o esfor¢o de controle. Dessa
forma, observa-se que os limites de restricao
nao sao violados e nem apresentaram saturagao
do controlador, de modo que seja preservado o
elemento final de controle da planta. Contudo,
na escolha do controlador proposto, é possivel
verificar no estado estaciondrio a varidvel mani-
pulada rastrear o alvo desejado, mesmo pelo fato
em que o componente da matriz de ponderagao
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Qy, em alpha, é dez vezes maior em relacao a Qu.
No entanto, o sistema permanece estavel com
um consumo minimo de energia estabelecido.
Além disso, nos instantes (1.5s - 3.5s), em que
a planta é submetida a mudanca de trajetéria e
perturbacao externa, a lei de controle se mantém
factivel.

Volts

-4

6\

0 0.5 1 1.5 2 25

Tempo (s)

3 35 4

Figura 3: Desempenho da manipulada (-), o alvo
(<) e os limites (--)

Por fim, na figura (4) apresenta-se a funcao
objetivo associada ao controlador proposto no
cendrio escolhido. A prova de convergéncia
estd associada a uma curva assintoticamente
decrescente, caracterizando de fato uma funcgao
de Lyapunov. Dessa maneira, comprova-se a
estabilidade da planta em malha fechada e caso
o sistema esteja sujeito a mudanga na operagao
ou distirbio desconhecido é possivel observar na
funcao objetivo os possiveis efeitos e verificar-se
a factibilidade do controlador.
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—_—pw
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Figura 4: Funcao de custo

5 Conclusao

Neste trabalho foi apresentado um controlador
preditivo com estabilidade nominal garantida para
um sistema eletromecanico e subatuado com polos
estaveis, instaveis e integradores, o qual seja um

4.5
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sistema péndulo invertido tipo rotacional. O con-
trolador proposto permite que seja especificado
valor desejado (alvo/meta) para a entrada e o con-
trole por faixa dentro da qual se deseja manter
as saidas controladas. Por meio de simulacao foi
constatada o desempenho satisfatério do contro-
lador retratando explicitamente as propriedades
estabilizantes na lei de controle para o caso regu-
latério e servomecanismo do sistema em estudo.
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