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Abstract— This paper reports on the application and analysis of two techniques of non-linear control: fuzzy
logic (FL) and sliding mode (SM) to control biochemical reactions. Using computational simulation, comparisons
were made among these two non-linear techniques and PID control, showing better results both in performance
and robustness.
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Resumo— Este trabalho descreve a aplicação e análise de duas técnicas de controle não-linear: lógica ne-
bulosa e modos deslizantes para o controle de reações bioquímicas. Através de simulação computacional foram
realizadas comparações entre estas técnicas não-lineares e controle PID, mostrando resultados superiores tanto
em desempenho quanto em robustez.
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trole de Processos

1 Introdução

A reação bioquímica é um processo de reação en-
tre dois componentes: a biomassa (em geral, bac-
térias) e o substrato (consumido pela biomassa).
São exemplos de reações bioquímicas: processos
de fermentação, no qual as células consomem açú-
car e produzem álcool, processos de decomposição
de lixo em aterros sanitários e processos de trata-
mento de efluentes.
Há diversos fatores complicadores no controle de
processos bioquímicos, tais como: complexidade
da modelagem do sistema, envolvendo equações
diferenciais não-lineares e até parciais, a situação
de esgotamento (washout), a adoção da variável
manipulada, a medição/estimação das variáveis de
estado, entre outros.
Sistemas industriais se valem de controladores
PID, que possuem limitações de desempenho,
principalmente ao atuar em regiões mais distantes
do ponto de equilíbrio. Neste caso, controladores
não-lineares podem obter melhor resultado.
Neste trabalho, foi adotado um modelo não-linear
simplificado aplicável a diversos processos bioquí-
micos industriais, descrito na seção 2. A seguir,
é discutida a escolha das variáveis da malha de
controle em termos de controlabilidade. Na seção
4, aplica-se um controlador PID, para obter uma
referência em relação ao desempenho dos contro-
ladores não-lineares, descritos na seção 5 - lógica
nebulosa, e na seção 6 - modos deslizantes. Por
fim, são realizadas análises comparativas de de-
sempenho na seção 7 e de robustez na seção 8.

2 Modelo nominal

Será descrito sucintamente o processo físico a ser
controlado, bem como será obtido o modelo não-
linear do sistema com os parâmetros nominais. A
modelagem dinâmica do biorreator seguirá a des-
crição de (Bequette, 1998) onde as seguintes hipó-
teses simplificadoras são adotadas para a modela-
gem: o biodigestor é um reator selado; a agitação
dentro do reator é perfeita; a reação é uniforme
e apenas bioquímica; o volume do reator é cons-
tante; a temperatura no reator é constante; o pH
da mistura no reator é constante; a válvula pos-
sui comportamento linear, com ganho unitário e
dinâmica rápida, desprezível em relação à dinâ-
mica do processo. Os dados do biorreator para
simulação e controle foram obtidos de (Agrawal
& Lim, 1984). Modelos mais completos e deta-
lhados podem ser encontrados por exemplo em
(Fedailaine et al., 2015), para estudo da liberação
do gás metano no processo de tratamento de re-
síduos orgânicos e em (Andres-Toro et al., 1998),
para estudo de processo de fermentação na fabri-
cação industrial de cerveja.
Considere o sistema de controle da reação bioquí-
mica dado pela figura 1. No biodigestor ocorre
o crescimento da população de microorganismos
(biomassa) a partir do substrato. Considera-se
que a reação é contínua (desejável nos casos em
que a biomassa ou um produto da reação deva
ser otimizado). O controle pode ser realizado
realimentado-se a concentração da biomassa (X),
tendo por valor desejado Xd, ou o substrato (S),
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sendo o valor desejado Sd. O sistema possui dois
graus de liberdade, isto é, pode ser controlado
usando a vazão de entrada F (geralmente usa-se
a taxa de diluição D, que é a vazão normalizada)
como variável manipulada ou a concentração do
substrato na entrada (Sf ). Neste caso, será con-
trolada a biomassa (X) através da vazão de en-
trada (D) por possuir melhor controlabilidade. A
justificativa se encontra na seção 3.

Figura 1: Reator bioquímico, adaptado de (Zhao
& Skogestad, 1994)

Adotando x1 = X - concentração da biomassa
(massa de células por volume), x2 = S - concen-
tração do substrato (massa de substrato por vo-
lume), r1 - taxa de geração de células (massa de
células geradas por volume por tempo), r2 - taxa
de consumo de substrato (massa de substrato con-
sumido por volume por tempo), F - vazão volumé-
trica (volume por tempo), V - volume da mistura
no reator.
A equação de balanço de material da biomassa (X)
é:

dV x1

dt
= Fx1f − Fx1 + V r1, (1)

onde x1f é a concentração da biomassa no mate-
rial de entrada do reator. A equação de balanço
de material do substrato (S) é:

dV x2

dt
= Fx2f − Fx2 − V r2, (2)

onde x2f é a concentração do substrato na entrada
do material no reator (Sf ). A taxa de reação r1
do crescimento da biomassa é:

r1 = µx1, (3)

onde µ é o coeficiente de taxa de crescimento es-
pecífico, com unidade [tempo−1]. Considerando
crescimento com inibição do substrato, comum em
processos de fermentação e tratamento biológico
de resíduos (Edwards et al., 1972), este coeficiente
é dado por (Bailey & Ollis, 1986):

µ = µmaxx2

km + x2 + k1x2
2
. (4)

A taxa de reação r2 do consumo do substrato é:

r2 = r1

Y
, (5)

onde Y é o resultado (yield), ou relação, entre a
massa de células produzidas pela massa de subs-
trato consumido e é assumido como sendo cons-
tante.
Definindo a taxa de diluição D = F/V (o que
torna o sistema adimensional, ou seja, indepen-
dente do volume do reator) e considerando que,
em geral, o material a ser alimentado no reator
não possui biomassa (x1f = 0), então as equações
de balanço podem ser escritas como:

ẋ1 = (µ−D)x1

ẋ2 = D(x2f − x2)− µx1/Y.
(6)

Considerando o sinal de entrada u = ∆D, ou seja,
variação em torno da taxa de diluição Ds, pode-
mos reescrever as equações como:

ẋ1 = µx1 − x1(Ds + u)
ẋ2 = −µx1/Y + (x2f − x2)(Ds + u).

(7)

Os valores dos parâmetros do processo, conside-
rando o coeficiente µ dado pela equação de cresci-
mento com inibição do substrato, são dados pela
tabela 1. A última coluna se refere à variação
possível do parâmetro para efeito de análise de
perturbação do sistema.

Tabela 1: Parâmetros nominais do processo
Parâmetro Valor Unidade Variação

Ds 0,30 [h−1] 20%
x2f 4,00 [g/L] 20%
µmax 0,53 [h−1] 10%
km 0,12 [g/L] 20%
k1 0,45 [L/g] 20%
Y 0,40 [g/g] 25%

Substituindo os valores nas equações, tem-se:

ẋ1 = 0, 53x1x2

0, 45x2
2 + x2 + 0, 12 − 0, 3x1 − x1u

ẋ2 = − 1, 325x1x2

0, 45x2
2 + x2 + 0, 12 − 0, 3x2 + 1, 2− (x2 − 4)u.

(8)
Este sistema não-linear possui três pontos de equi-
líbrio. Analisando os autovalores da matriz Jaco-
biana de cada ponto de equilíbrio tem-se:
1. Nó estável: x1 = 0, 000, x2 = 4, 000;

2. Ponto de sela: x1 ∼= 0, 988, x2 ∼= 1, 529;

3. Nó estável: x1 ∼= 1, 530, x2 ∼= 0, 174.
O ponto de equilíbro 1 deve ser evitado pois, nesta
condição, a concentração de biomassa é nula, ou
seja, a dinâmica da reação bioquímica está parada
(washout). A figura 2 mostra o plano de fase do
sistema (x = x1, y = x2) e os pontos de equilíbrio.
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Figura 2: Plano de fase do processo

3 Análise de Controlabilidade

Estudos sobre a escolha mais adequada das variá-
veis manipulada e controlada de uma reação bi-
oquímica podem ser encontrados por exemplo em
(Edwards et al., 1972), (Agrawal & Lim, 1984)
e (Zhao & Skogestad, 1994). Procedendo a uma
análise similar à realizada por (Zhao & Skoges-
tad, 1994) conclui-se que a melhor estratégia em
termos de controlabilidade é utilizar o turbidos-
tato convencional, ou seja, controlar a concentra-
ção de biomassa (X) através da manipulação da
taxa de diluição (D). Esta estratégia é conveni-
ente por possuir tecnologia mais simples para ser
implementada e ser de ampla utilização (Edwards
et al., 1972).
Para uma análise da controlabilidade, considere
o modelo linearizado em torno de um ponto de
equilíbrio:

y(s) = G(s)u(s) +Gdd(s) (9)

com os sinais de saída(y), entradas(u) e perturba-
ções (d) como variações em torno da condição de
equilíbrio.

y =
[
∆x1
∆x2

]
u =

[
∆D
∆sf

]
d =


∆Dd

∆sfd
∆µ
∆Y

 (10)

Foram consideradas como variáveis de perturba-
ção, as perturbações sobre as variáveis manipula-
das D e sf e a variação dos parâmetros µ e Y.
A matriz de transferência entrada-saída, para o
ponto de equilíbrio 3 (x1e = 1, 53, x2e = 0, 17) é:

G(s) =

 −1,53s−0,46
s2+2,57s+0,68

0,26
s2+2,57s+0,68

3,83s+1,15
s2+2,57s+0,68

0,3s−5,77e−6
s2+2,57s+0,68

 (11)

Escalonando as matrizes de transferência em
relação à máxima variação:

G′ =
[
∆x1 0

0 ∆x2

]−1

G

[
∆D 0

0 ∆sf

]
(12)

G′d =
[
∆x1 0

0 ∆x2

]−1

Gd


∆Dd 0

∆sfd
∆µ

0 ∆Y


(13)

sendo a máxima variação das saídas: ∆x1 =
10%x1,∆x2 = 20%x2; a máxima variação das en-
tradas: ∆D = 30%D,∆sf = 35%sf ; e a máxima
variação das perturbações dadas na tabela 1.
As matriz de ganhos estacionários em termos das
variáveis escalonadas são:

G′(0) =
[
−2, 02 1, 4
2, 53 0

]
(14)

G′d(0) =
[
−1, 35 0, 80 0, 67 9, 57
1, 68 0 −0, 84 0

]
(15)

Analisando-se as matrizes, conclui-se que, como
G′22(0) = 0, o uso de sf para controlar x2 não
é possível. Além disso, para melhor controla-
bilidade é interessante que o ganho na matriz
entrada-saída (G′) seja maior do que o ganho na
matriz de perturbação (G′d), o que não acontece
para variações em Y, pois G′d14(0) = 9, 57,
sendo este, portanto, um parâmetro crítico a ser
considerado no projeto do controlador. Neste
sentido, usar D como variável manipulada é mais
interessante (elimina-se o uso de G′12(0) = 1, 4),
porém não é possível decidir sobre o uso da
variável x1 ou x2 por possuírem ganhos muito
próximos (G′11(0) = −2, 02 e G′21(0) = 2, 53).
Será realizado então, uma análise do efeito da
perturbação sobre a variável não controlada,
ou seja, ao se adotar, por exemplo a variável
x1 para realimentação e controle, examina-se o
comportamento da variável x2 (não controlada)
considerando-se os sinais de entrada constantes.
Será utilizado como medida, o PDG (Partial
Disturbance Gain) descrito em (Skogestad &
Wolff, 1992) e definido como:

PDGijk =
(
∂yi
∂dk

)
uj ,yl6=i

=
[
G−1Gd

]
jk
/
[
G−1]

ji

(16)
Os resultados do PDG em estado estacionário
encontram-se na tabela 2. Para ser aceitável,
o PDG deve ser menor do que 1, em todas as
frequências (em particular no estado estacioná-
rio). Portanto, elimina-se o uso de sf → x2 e
D → x2. Nota-se que o esquema de variáveis
D → x1 possui sensibilidades menores do que
sf → x1, sendo portanto a combinação de va-
riáveis mais adequada levando-se em consideração
tanto a análise do PDG quanto a análise dos ga-
nhos estacionários.
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Tabela 2: PDG
Var.: sf → x2 D → x2 sf → x1 D → x1
dk PDG11k PDG12k PDG21k PDG22k

D -1,3 0 0,9 0
sf 0 1,4 0 -8e-6
µ 0,7 4e-4 -0,5 0
Y 0 17,3 0 -1e-4

4 Aplicação do controle PID

Para realizar uma comparação com as técnicas
não-lineares, foi aplicado um controlador PID,
para cujo ajuste de ganhos foi utilizado o mo-
delo linearizado em torno do ponto de equilíbrio 3
(x1e = 1, 53, x2e = 0, 17).
A função de transferência neste caso é dada por:

G(s) = ∆x1

∆D = −1, 53s− 0, 46
s2 + 2, 57s+ 0, 68 . (17)

Os polos são: -0,30 e -2,27, e o zero é -0,30, ou
seja, há cancelamento polo/zero, sendo a função
simplificada:

G(s) = ∆x1

∆D = −0, 67
0, 44s+ 1 = K

τs+ 1 . (18)

O ajuste dos ganhos do PID foi realizado usando
o método IMC (Chien & Fruehauf, 1990):

KC = τ/K

λ
; TI = τ ; TD = 0. (19)

Para a escolha de λ, buscou-se levar em conside-
ração o valor que melhor atendesse os requisitos
de desempenho:

• Limites da ação de controle: 0 < D < 0, 6h−1

• Erro estacionário máximo = 0,1%;

• Sobressinal máximo = 10%;

• Menor tempo de acomodação possível.

Para λ = 1, 2h, foram obtidos:

KC = −0, 54; TI = 0, 44; TD = 0. (20)

5 Controle por lógica nebulosa

A primeira técnica não-linear aplicada foi o con-
trole por lógica nebulosa na configuração chamada
Fuzzy-PI (Nascimento & Yoneyama, 2000).
Foram adotadas como entradas do sistema nebu-
loso: (1) erro (e = XD −X), (2) variação da con-
centração (dX/dt) com filtro passa-baixas. Como
saída foi adotada a variação da taxa de diluição
na entrada do reator (∆D). A figura 3 mostra o
diagrama de blocos do controlador no Simulink.
Para a configuração do sistema nebuloso, foi ado-
tada a máquina de inferência de Takagi-Sugeno

Figura 3: Diagrama de blocos com Fuzzy-PI

(Sugeno, 1985). Para a entrada 1 (e), foram esta-
belecidas as variáveis nebulosas "neg"e "pos"com
funções de pertinência triangulares e range de -1
a 1, conforme figura 4. Para a entrada 2 (dX),
adotou-se variáveis nebulosas "neg"e "pos", tam-
bém com funções triangulares, porém com range
de -0,2 a 0,2, conforme figura 5. Para a saída (dS)
foram adotadas três variáveis nebulosas constan-
tes: oN = −0, 6; oZ = 0; oP = 0, 6. Este valo-
res foram escolhidos conforme a variação máxima
possível no sinal de controle (u = ∆D). A escolha
desta configuração visa obter um controlador sim-
ples, mas eficaz, funcionando como um otimizador
não-linear do erro.

Figura 4: Funções de pertinência das variáveis da
entrada 1

Figura 5: Funções de pertinência das variáveis da
entrada 2

Analisando a dinâmica do sistema, foram estabe-
lecidas as regras do sistema nebuloso.

• if (e=neg) AND (dX=pos) then (dS=oP)

• if (e=neg) AND (dX=neg) then (dS=oZ)

• if (e=pos) AND (dX=pos) then (dS=oZ)

• if (e=pos) AND (dX=neg) then (dS=oN)
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6 Controle por modos deslizantes

A técnica de modos deslizantes permite o controle
robusto de um sistema não-linear através do “des-
lizamento” dos estados sobre uma superfície pré-
definida (Utkin, 1992).
O modelo nominal é dado por:

ẋ1 = f̂1 + ĝ1û

ẋ2 = f̂2 + ĝ2û.
(21)

Foi adotada a seguinte superfície de controle:

s = λx̃1 + x̃2, (22)

onde x̃i = xid − xi, e xid é o valor desejado do
estado xi (i=1,2).
Fazendo ṡ = 0, e substituindo no modelo, tem-se:

û = λẋ1d + ẋ2d − λf̂1 − f̂2

λĝ1 + ĝ2
. (23)

Devido às incertezas de modelagem, o sistema
não estará perfeitamente em cima da superfície
de controle e será utilizado uma descontinui-
dade do tipo saturação, com limites −Φ e +Φ
para manter o sistema na vizinhança da superfí-
cie s. O sinal de controle fica (Slotine & Li, 1991):

u = û− k.sat(s/Φ), (24)

de forma a obedecer:

1
2
d

dt
s2 ≤ −η|s|. (25)

O fator k deve ser escolhido de modo a se ter
um ganho suficientemente alto para alcançar
rapidamente a superfície de controle a despeito
das incertezas de modelagem e perturbações.
Para isso, será calculado:

1
2
d

dt
s2 = sṡ. (26)

Substituindo as equações da superfície de con-
trole, após algumas manipulações algébricas
obtém-se:

k = η + λF1 + F2

−(λg1 + g2) , (27)

onde F1 = f̂1−f1 e F2 = f̂2−f2. Considerando a
incerteza de modelagem somente em Y, variando
de 0,4 para 0,3, temos que: F1 = 0 e F2 = 0, 5µx1.
Portanto, a lei de controle, fica:

u = û− k.sat(s/Φ), (28)

com:

k =
η + 0, 5 0,53x1x2

0,45x2
2+x2+0,12

λx1 + x2 − 4 , (29)

û = −
ẋ2d + ẋ1d + x1x2(1,325−0,53λ)

0,45x2
2+x2+0,12 + 0, 3(x2 + x1λ) − 1, 2

λx1 + x2 − 4
(30)

O valor de Φ foi escolhido para manter a distân-
cia da vizinhança da superfície de deslizamento
dentro do valor do erro estacionário. O valor de
η foi escolhido de modo a se ter uma correção
robusta e rápida, sem elevar demais o ganho k, e
o valor de λ foi escolhido para se ter um tempo
de resposta suficientemente rápido. Após ajustes
nos valores iniciais, foram obtidos:

λ = 20; η = 5; Φ = 0, 1. (31)

Na prática, como será controlada apenas a variá-
vel x1 (concentração da biomassa), a superfície de
deslizamento implementada foi: s = λ(x1d − x1).
Também foi adotado x2d = 0.

7 Análise de desempenho

Nas simulações, foram usadas duas condições
iniciais: uma entre os pontos de equilíbrio 1 e 2,
e outra entre os pontos de equilíbrio 2 e 3:

x1(0) =
[
0, 5
3, 0

]
; x2(0) =

[
1, 2
0, 7

]
. (32)

A primeira condição inicial visa observar o com-
portamento do sistema de controle para evitar a
situação de esgotamento (washout) eminente. A
segunda condição inicial tem por objetivo obser-
var como o sistema de controle irá evitar a ten-
dência de estacionar no ponto de equilíbrio estável
além de verificar se as técnicas não-lineares terão
melhor desempenho mesmo em uma região inicial
próxima do ponto de equilíbrio para o qual os ga-
nhos do PID foram ajustados.
Para verificar o desempenho, foi aplicado um de-
grau unitário de setpoint no instante inicial e para
verificar a rejeição a perturbação, foi aplicado um
degrau de amplitude -0,5 em Sf , no instante 40 h.
O sinal de saída pode ser observado na figura 6
para a condição inicial 1 e na figura 8 para a con-
dição inicial 2. O sinal de controle pode ser ob-
servado nas figuras 7 e 9. A resposta com con-
trole PID tem um sobressinal bem maior do que
o valor especificado, gerando também um maior
esforço de controle. Esse comportamento provém
da atuação do controlador linear em uma região
inicial distante do ponto de equilíbrio para o qual
foi ajustado. A resposta do controlador Fuzzy-PI
tem bom desempenho tanto ao seguir o setpoint
quanto para rejeição da perturbação. Já o o con-
trole por modos deslizantes possui tempo de res-
posta menor da condição 2 do que na condição
1. Esse comportamento pode ser explicado pelo
fato da superfície de controle ser formada pelos
dois estados:x1 e x2, mas somente um deles estar
sendo controlado diretamente (x1). Nota-se tam-
bém o excepcional desempenho do controle por
modos deslizantes para rejeição à perturbação de-
vido ao alto ganho utilizado para trazer o estado
para a superfície de controle.
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Figura 6: Resposta para condição inicial 1

Figura 7: Sinal de controle, condição inicial 1

8 Análise de robustez

Para analisar a robustez, foi considerado como in-
certeza não-estruturada, o atraso na resposta do
medidor:

GM = e−θs, θ = 0, 1h (33)

Como incerteza paramétrica foi considerada a va-
riação no coeficiente Y de -25% (0,4 para 0,3).
O sinal de saída pode ser observado na figura 10
para a condição inicial 1 e na figura 12 para a con-
dição inicial 2. O esforço de controle pode ser ob-
servado nas figuras 11 e 13. Em relação ao modelo
nominal, observa-se a degradação no desempenho
dos modos deslizantes devido à inclusão do atraso
na medição, levando o controlador a ter maior di-
ficuldade de permanecer na superfície de controle
por utilizar alto ganho para a realização dessa ope-
ração, gerando chattering, ou seja, rápida variação
na variável manipulada. Destaca-se também que
o Fuzzy-PI manteve o bom desempenho.

9 Conclusões

Das três técnicas aplicadas, o controle nebuloso
mostrou desempenho robusto, com valores den-
tro dos critérios esperados para todos os casos.
Destaca-se que, com o controle PID, não foram

Figura 8: Resposta para condição inicial 2

Figura 9: Sinal de controle, condição inicial 2

atingidos valores de sobressinal satisfatórios de-
vido à sua limitação da região em torno do ponto
de equilíbrio para o qual foi ajustado. O controle
por modos deslizantes permitiu obter excepcional
desempenho na robustez à incerteza de parâme-
tros e na resposta a perturbações (controle regu-
latório), porém mostrou aparecimento de chatte-
ring quando inserido atraso na medição da variá-
vel controlada. Por isso, para aprofundamento do
trabalho, será buscado o aperfeiçoamento do con-
trole por modos deslizantes para lidar com atrasos
no processo.
Devido ao seu bom desempenho, será analisada a
validade dos resultados do controlador Fuzzy-PI
para outras aplicações e classes de sistemas não-
lineares.
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