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Abstract— In this paper a recursive method to desing a Type-2 Fuzzy Modelling Takagi-Sugeno is presented
for nonlinear systems identification. A Fuzzy Clustering algorithm, based on the Gustafison-Kessel (GK) algo-
rithm, is proposed to design the type-2 fuzzy sets type-2 of the antecedent-part. The recursive update of the
consequent parameters is performed by the the recursive Least Squares Global algorithm (MQG) algorithm. Ex-
perimental results on the identification of a 2-DOF helicopter are presented, in order to illustrate the efficiency
and applicability of the proposed methodology.
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Resumo— Neste artigo é apresentado um método recursivo de modelagem nebulosa tipo-2 Takagi-Sugeno para
identificação de sistemas não lineares. É proposto um algoritmo de agrupamento nebuloso, baseado no algoritmo
de Gustafison-Kessel (GK), para a definição dos conjuntos nebulosos tipo-2 do antecedente. A atualização
recursiva dos parâmetros do consequente é realizada pelo algoritmo recursivo dos Mı́nimos Quadrados Global
(MQG). Resultado experimentais na identificação de um helicóptero com dois graus de liberdade são apresentados,
no sentido de ilustrar a eficiência e aplicabilidade da metodologia proposta.

Palavras-chave— Algoritmo de Agrupamento Tipo-2, Identificação Não-Linear, Sistemas Nebulosos Tipo-2

1 Introdução

Com o aumento da complexidade e escala dos sis-
temas industriais, várias técnicas estão sendo de-
senvolvidas para realização da modelagem, pre-
dição e controle através dos dados experimen-
tais do processo. Tais sistemas industriais po-
dem apresentar dinâmica não-linear e variante no
tempo, incertezas e rúıdos. Dentro desse contexto,
a utilização de sistemas nebulosos tipo-2 se tor-
nou uma técnica de destaque (Juang and Juang,
2017; Kayacan and Maslim, 2017; Akbarzadeh-T
et al., 2017). Nos Sistemas Nebulosos Tipo-2, os
valores de pertinência são, em si, nebulosos. Essa
caracteŕıstica implica que o antecedente e/ou con-
sequente são incertos. Dentre as principais vanta-
gens dos sistemas tipo-2 estão em apresentar me-
lhor resultado para dados ruidosos e em aplicações
com incerteza no modelo.

Em (Chakraborty et al., 2015) é proposta uma
fórmula fechada para avaliar o rastro de incerteza
de um conjunto nebuloso tipo-2. A fórmula ofe-
rece uma medição precisa do grau de incerteza
em um conjunto nebuloso tipo-2, calculando os
centroides limitantes com uma complexidade de
tempo de execução menor que as técnicas clássi-
cas. A metodologia foi aplicada com sucesso no
controle de um pêndulo invertido montado sobre
um carro, apresentando baixo tempo de execu-
ção. Em (Lina et al., 2014) é proposta uma meto-
dologia de projeto de sistemas neuro-fuzzy tipo-

2 para identificação de sistemas não lineares em
tempo real. Algoritmos inteligentes são propos-
tos para aprender os parâmetros do sistema ne-
buloso tipo-2 para calcular os limites de incerteza
que fornecem estimativas das incertezas contidas
na sáıda de um sistema nebuloso tipo-2. A me-
todologia apresentada demonstrou resultado efici-
ente e com baixo esforço computacional, lidando
com a incerteza contida nos dados. Neste artigo
é proposto um método recursivo de modelagem
nebulosa tipo-2 Takagi-Sugeno para identificação
de sistemas não lineares. É proposto um novo
algoritmo de agrupamento nebuloso, baseado no
algoritmo de Gustafison-Kessel (GK), para a defi-
nição dos conjuntos nebulosos tipo-2 do antece-
dente. Para atualizar os parâmetros do conse-
quente de modo recursivo, é formulado o algoritmo
recursivo de Mı́nimos Quadrados Global (MQG).
Resultados experimentais na identificação de um
helicóptero com dois graus de liberdade são apre-
sentados, no sentido de ilustrar a eficiência e apli-
cabilidade da metodologia proposta.

2 Metodologia Proposta

2.1 Estimação Paramétrica do Antecedente

O expoente de fuzzificação m deve refletir o grau
de incerteza dos dados. Entretanto, na maioria
das aplicações, é dif́ıcil determinar o valor apro-
priado dessa variável (Rubio and Castillo, 2013).

XIII Simpósio Brasileiro de Automação Inteligente

Porto Alegre – RS, 1o – 4 de Outubro de 2017

ISSN 2175 8905 2065



No algoritmo de agrupamento tipo-2 proposto, o
expoente de fuzzificação é representado por um
intervalo [m1,m2]. Neste caso, a matriz de parti-
ção nebulosa deve ser calculada para o intervalo
[m1,m2]; assim, µij é dada pertencendo ao inter-

valo
[
µ̄ij , µij

]
, onde seus valores são dados pelas

seguintes expressões:

µ
ij

= min
{
µ
(m1)
ij , µ

(m2)
ij

}
(1)

µ̄ij = max
{
µ
(m1)
ij , µ

(m2)
ij

}
(2)

Esses valores de pertinência são calculados a
partir das matrizes de covariância Fi, as quais de-
termina a forma dos agrupamentos, dadas por:

Fi =

∑N
i=1 µ

m
ij (xk − vi)(xk − vi)T∑N

i=1 µ
m
ij

(3)

1 ≤ i ≤ c, 1 ≤ k ≤ N

A atualização da posição dos centros dos agru-
pamentos deve ser realizado levando em conta o
valor de µij e é dado pela equação:

Ṽ = [v
(m1)
i , v

(m2)
i ] =

[∑N
j=1 µ

m1
ij zj

µm1
ij

,

∑N
j=1 µ

m2
ij zj

µm2
ij

]
(4)

A matriz de partição nebulosa é obtida pela
redução de tipo, dada pela equação:

µij =
µ̄ij + µ

ij∑c
i=1 µ̄ij +

∑c
i=1 µij

(5)

O algoritmo de agrupamento proposto neste
artigo, para geração das funções de pertinência
tipo-2 é mostrado no Algoritmo 1.

2.2 Estimação Paramétrica do Consequente

Para a estimação dos parâmetros do consequente
das regras do sistema nebuloso, é utilizado o mé-
todo de Mı́nimos Quadrados Global, para ob-
ter um preditor global ótimo (Babuska, 1998).
A fórmula de inferência de um modelo Takagi-
Sugeno pode ser escrito na forma de modelo auto-
regressivo, como segue:

ŷ(k) =

l∑
i=1

γi[−ai1y(k − 1)− · · · − ainy
y(k − ny)

+ bi1u1(k − 1) + · · ·+ bi1u1(k − nu1
)+

cinu1
u2(k − 1) + · · ·+ cinu2

u2(k − nu2
)] (8)

onde γi é o grau de ativação da i-ésima regra nor-
malizada dada por:

Algoritmo 1: Algoritmo de agrupamento
Tipo-2 Proposto

Dado um conjunto Z, escolha-se o número
de agrupamentos onde 1 < c < N , o
intervalo do expoente nebuloso
[m1, m2] > 1, A matriz de partição U0.

Sáıda: U , Ṽ and F̃
ińıcio
U ←− U0

fazer
Passo 1: calcular dos centros
Ṽ = [v

(m1)
i ,v

(m2)
i ] pela equação Eq.

(4)
Passo 2: calcular as matrizes
F̃ = [F

(m1)
i ,F

(m2)
i ] usando Eq. (3)

Passo 3: Calcular a distância D2
ikAi

,
segunda a equação dado no algoritmo

GK, para [F
(m1)
i ,F

(m2)
i ]

Passo 4: calcular a matriz de partição
para m1 e m2 como segue:

µ
(m1)
ij =

1∑c
j=1(DikAi

/DijAi
)2/(m1−1)

(6)

µ
(m2)
ij =

1∑c
j=1(DikAi

/DijAi
)2/(m2−1)

(7)

Passo 5: usar as Eqs. (1) e (2) para
atualizar as matrzes µ̄ij e µ

ij

Passo 6: aplicar a redução de tipo da
matriz de partição pela Eq. (5)

enquanto Houver mudanças
significativas em µij ;

fim

γi =
µ̄i + µi∑c

i=1 µ̄
i +
∑c

i=1 µ
i

(9)

De modo a estrever a Eq. (8), denota-se a
matriz diagonal Γi em RN×N , definida como:

Γi =


γi1 0 · · · 0
0 γi2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · γiN

 (10)

Seja a matriz X, onde cada linha é composta
pelo vetor de regressão

ϕ(k − 1) = [y(k − 1) · · · y(k − ny) u1(k − 1)

u1(k − nu1) u2(k − 1) · · · u2(k − nu2)] (11)

e Xe é dado por:

Xe = [X, 1] (12)

Agora seja a matriz Xc em RN×cN composta
pelas matrizes Γi e Xe:
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Xc = [Γ1Xe Γ2Xe · · · ΓlXe] (13)

A partir dessas matrizes, utilizando o método
de mı́nimos quadrados, os parâmetros dos modelos
lineares são obtidos por:

θ̂ =
[
XT

c Xc

]−1
XT

c y (14)

A Eq. (14) pode ser reescrita da forma a se-
guir:

θk+1 =

 k∑
j=1

xc(j)x
T
c (j)

−1 k∑
i=1

xc(j)y(j) (15)

onde xc =
[
γ1ϕT (k − 1) · · · γlϕT (k − 1)

]
A primeira parcela de (15) pode ser denomi-

nada como a segue:

Pk =

 k∑
j=1

xc(j)x
T
c (j)

−1 (16)

sendo Pk a matriz de covariância. Desta forma

P−1k =P−1k−1 + xc(k)xT
c (k) (17)

Dado (17), o estimador dos MQG, dado por
(15), pode ser reescrito, como segue:

θ̂k+1 = Pk

k−1∑
j=1

xc(j)y(j) + xc(k)y(k)

 (18)

Rescrevendo (15) para o instante k, tem-se a
seguinte expressão

 k∑
j=1

xc(j)xc(j)

 θ̂k =

k−1∑
j=1

xc(j)y(j) (19)

A expressão a esquerda pode ser representada
na forma compacta P−1k−1θ̂k. Substituindo-se (19)
em (18), obtém-se

θ̂k+1 = Pk

[
P−1k−1θ̂k + xc(k)y(k)

]
(20)

A partir de (17) e (20), obtém-se a atualiza-
ção dos parâmetros do consequente das regras em
função da estimação atual, como mostrado a se-
guir

θ̂k+1 = θ̂k +Kkξ(k) (21)

onde ξ = y(k)−xT
c θ̂k representa o termo inovação

e K = Pkxc(k).

Figura 1: Helicóptero com dois graus de liberdade

A matriz Pk pode ser calculada aplicando o
lema da inversão de matriz; desta forma, calcula-
se Kk e Pk:

Kk = Pk−1xc(k)
(
xT
c (k)Pkxc(k) + I

)−1
(22)

Pk+1 = Pk −KkxT
c (k)Pk (23)

Para evitar que os elementos da matriz de co-
variância tenda para valores próximos de zero, fa-
zendo com que os parâmetros não se adaptem aos
novos dados, pode-se somar uma matriz diagonal
à Eq. (23), como segue:

Pk = Pk−1 −KkxT
c (k)Pk−1 + αI (24)

onde 0 < α >< 1.

3 Resultados Experimentais

A metodologia proposta será aplicada para iden-
tificação de um helicóptero com dois graus de li-
berdade fabricado pela Quaser, ilustrado na Fig.
1 . O sistema consiste de um modelo de helicóp-
tero montado numa base fixa com dois propulsores
que são atuados por motores DC. O propulsor di-
anteiro controla a elevação do helicóptero, e o pro-
pulsor traseiro controla a movimentação em torno
da base. Encoders de alta resolução são usados
para medir os ângulos de elevação e de azimute.
A resolução dos encoders de elevação e de azimute
são, respectivamente, 4096 e 8192 contagens por
revolução. Os dados são obtidos através de um
hardware acoplado ao helicóptero que se comuni-
cam com o software MatLab, onde os dados podem
ser observados e armazenados. Para essa aplica-
ção, u1 representa tensão no motor de elevação, u2
representa a tensão no motor de azimute, e y1 e y2
representam, respectivamente, o ângulo de eleva-
ção e de azimute. Os sinais de entrada e sáıda do
sistema foram coletados e são mostrados na Fig 2.
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Figura 2: Dados experimentais do helicóptero

3.1 Modelagem Nebulosa Tipo-2 Takagi-Sugeno

A estimação de cada sáıda do helicóptero é re-
alizada por um modelo nebuloso MISO Tipo-
2 Takagi-Sugeno A2-C0 (Antecedente tipo-2 e
Consequente tipo-0) mostrado a seguir:

R1 : SE x ∼ Ṽ 1 ENTÃO Y 1(z) =[
a11 a12 b10 c10 α1

]
xT (25)

R2 : SE x ∼ Ṽ 2 ENTÃO Y 2(z) =[
a21 a22 b20 c20 α2

]
xT (26)

onde Ṽ i são os centroides obtidos pelo Algoritmo
1 e x são os elementos do vetor de regressores,
como segue:

x = [y1(k − 1) y1(k − 2) u1(k − 1) u2(k − 1)]
(27)

Os graus de pertinência superior e inferior é
dado pelo seguinte procedimento:

1. Calcular os valores de pertinência pelo mé-
todo probabiĺıstico (Babuska, 1998), dados
por:

µi
F 1(x) =

1∑c
j=1

(
D

Ax
i (x,v

(m1)

i )
/D

Ax
i (x,v

(m1)

j )

)1/(m1−1))

(28)

µi
F 2(x) =

1∑c
j=1

(
D

Ax
i (x,v

(m2)

i )
/D

Ax
i (x,v

(m2)

j )

)1/(m2−1))

(29)

2. Calcular

µ̄(x) = max(µi
F 1(x), µi

F 2(x))

e
µ(x) = min(µi

F 1(x), µi
F 2(x))

A Fig. 3 demonstra os rastros de incerteza
encontrados para o ângulo de azimute (Fig. 3a)
e de elevação (Fig. 3b) através do algoritmo de
agrupamento tipo-2 proposto.

(a)

(b)

Figura 3: Rastro de incerteza das regras para a)
ângulo de azimute; b) ângulo de elevação

3.2 Análise da Identificação em Batelada

Para estimação dos parâmetros dos submodelos
do consequente, dadas pelas Eqs. (25) e (26),
utilizou-se o método de mı́nimos quadrados glo-
bal. Foi projetado um sistema nebuloso tipo-1
para comparar os resultados com os obtidos pelo
método proposto nesse artigo. As Tabs. 1 e 2
mostram os valores obtidos para os parâmetros
do consequente modelo nebuloso clássico e do mo-
delo proposto para as sáıdas y1 e y2. O intervalo
m para as entradas foram my1

= my2
= [2, 11.5];

para o sistema nebuloso clássico foi utilizado o al-
goritmo GK com m = 2. O Root Mean Square
Erro (RMSE) da simulação para os dados de vali-
dação das sáıdas y1 e y2 estimadas, são dados na
Tab. 3.

RMSE =

√√√√ 1

N

N∑
k=1

(y(k)− ŷ(k))
2

(30)

Tabela 3: RMSE do processo de estimação

Estimação em Batelada

y1 y2
Sistema Tipo-2 0.0461 0.0935
Sistema Tipo-1 0.0775 0.1022
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Tabela 1: Parâmetros do consequente - Ângulo de azimute (y2)

Parâmetros do Consequente

Sistema Tipo-2 Sistema Tipo-1

Submodelo 1 Submodelo 2 Submodelo 1 Submodelo 2

a11 0.1103 a21 0.1077 a11 0.1113 a21 0.1081

a12 0.8893 a22 0.8920 a12 0.8882 a22 0.8916

b10 0.0012 b20 0.0007 b10 0.0013 b20 0.0008

c10 -0.0025 c20 -0.0024 c10 -0.0025 c20 -0.0025

α1 0.1484 α2 0.1384 α1 0.1522 α2 0.1400

Tabela 2: Parâmetros do consequente - Ângulo de elevação (y1)

Parâmetros do Consequente

Sistema Tipo-2 Sistema Tipo-1

Submodelo 1 Submodelo 2 Submodelo 1 Submodelo 2

a11 -0.5960 a21 -0.0504 a11 -0.5112 a21 -0.1201

a12 1.5948 a22 1.0526 a12 1.5105 a22 1.1212

b10 0.0264 b20 0.0168 b10 0.0231 b20 0.0219

c10 0.0018 c20 -0.0062 c10 -0.0091 c20 -0.0058

α1 0.4260 α2 0.2002 α1 0.3620 α2 0.3080

3.3 Análise da Modelagem Recursiva

Para atualizar os parâmetros do consequente a
cada nova amostra, utiliza-se o algoritmo recur-
sivo os Mı́nimos Quadrados Global, demonstrado
na Seção 2.2. A Tab. 4 mostra os resultados ob-
tidos via RMSE no processo recursivo aplicados
ao conjunto de validação, sendo definido um valor
de α = 10−2 na Eq. (24). Por fim, as Figs. 4 e
5 ilustram a adaptação dos parâmetros do conse-
quente das regras para o sistema nebuloso tipo-1
e sistema nebuloso tipo-2.

Tabela 4: RMSE do processo de identificação -
ângulo de azimute

Estimação Recursiva

y1 y2
Sistema Tipo-2 0.0021 0.0119
Sistema Tipo-1 0.0020 0.0110

4 Considerações Finais

Neste artigo foi proposto um algoritmo de agrupa-
mento nebuloso tipo-2. O sistema nebuloso proje-
tado em batelada obteve resultados melhores em
relação a um sistema nebuloso clássico, apresen-
tando uma melhoria significativa para a estima-
ção de y2. Aplicando um algoritmo recursivo para
a atualização dos parâmetros consequente, os sis-
tema nebuloso tipo-1 e tipo-2 obtiveram resulta-
dos semelhantes.
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(a)

(b)

Figura 4: Variação dos parâmetros para o conjunto de validação - ângulo de azimute (a) sistema nebuloso
tipo-1 ; (b) sistemas nebulosos tipo-2.

(a)

(b)

Figura 5: Variação dos parâmetros para o conjunto de validação - ângulo de elevação (a) sistema nebuloso
tipo-1 ; (b) sistemas nebulosos tipo-2.
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