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Abstract— This paper concerns synthesis and practical implementation of an H2 switching cooperative control
of two inverted pendulums through a communication network. It is supposed that the communication channel
presents limited bandwidth and can be used to control only one of the pendulums at each time interval to be
defined by the user. Specifically, the main goal is to design a cooperative resource sharing dynamic strategy in
order to control simultaneously different plants assuring a guaranteed H2 performance. Initially, the mechanical
system is analysed, modelled and identified in a simple and precise manner. Thereafter, the switching control
conception and the technique, which is based on the solution of generalized Lyapunov-Metzler inequalities, are
presented. Experimental results and simulations show the efficiency of the adopted control methodology.

Keywords— control application, cooperative switching control, networked control, H2 performance.

Resumo— Este artigo trata da síntese e implementação prática do controle cooperativo com comutação H2

de dois pêndulos invertidos via rede de comunicação. É suposto que o canal de comunicação apresenta largura
de faixa limitada e que pode ser usado para controlar somente um dos pêndulos a cada intervalo de tempo a ser
definido pelo usuário. Especificamente, o objetivo é projetar uma estratégia dinâmica de compartilhamento de re-
cursos de forma a controlar simultaneamente plantas diferentes assegurando um custo garantido H2. Inicialmente,
as plantas são analisadas, modeladas e identificadas de forma simples e precisa. Posteriormente, a concepção do
controle via comutação e a técnica, a qual é baseada na solução de desigualdades de Lyapunov-Metzler generali-
zadas, são apresentadas. Resultados experimentais e simulações mostram a eficiência da metodologia de controle
adotada.

Palavras-chave— aplicação de controle, controle cooperativo, controle em rede, desempenho H2.

1 Introdução

A demanda por um mundo cada vez mais
integrado e conectado produz a urgência no de-
senvolvimento de ferramentas mais eficientes na
transmissão e no tratamento de dados. O conceito
de “Internet das Coisas” compreende a comunica-
ção e controle de diferentes dispositivos que visam
proporcionar um melhor desempenho ao usuário.
Neste contexto, o controle via rede de comunica-
ção ganha destaque, pois permite a interação si-
multânea de um número finito de sistemas, em que
sinais de sensores, controladores e atuadores são
transmitidos via canais de rede compartilhados
dispondo da flexibilidade do tráfico de informações
entre seus componentes. Desta forma, durante o
projeto de controle é importante levar em conta
fenômenos que podem ocorrer durante a transmis-
são e que são intrínsecos da rede de comunicação,
tais como, limitação da largura de faixa, perda de
pacotes de dados, atraso e erros de quantização.
Estes aspectos, que são tradicionalmente estuda-
dos em teoria de comunicação, se não considerados
na malha de controle podem piorar o desempenho
do sistema global levando-o inclusive à instabili-
dade. As referências (Hespanha et al., 2007; Wang
and Liu, 2008) fornecem embasamento teórico e
apontam os principais desafios científicos a ser su-
perados sobre controle via rede de comunicação.

Outro tema de grande interesse atual é o es-
tudo sobre sistemas com comutação. Estes sis-

temas são compostos por um número finito de
subsistemas e uma regra que orquestra a comu-
tação entre eles. Esta regra, se adequadamente
projetada, pode assegurar estabilidade e melho-
rar o desempenho quando comparado àquele de
cada subsistema isolado. As referências (Decarlo
et al., 2000; Shorten et al., 2007) em conjunto com
os livros (Liberzon, 2003; Sun and Ge, 2005) são
importantes para dar início ao estudo do tema. No
contexto de controle em rede, as estratégias base-
adas em comutação já foram utilizadas em (Dai
et al., 2009; Donkers et al., 2009) para alocar o
acesso à rede de forma a prevenir colisão de infor-
mações no meio compartilhado.

O foco deste artigo é a validação experimen-
tal de uma estratégia dinâmica de alocação de re-
cursos, desenvolvida recentemente em (de Sousa
et al., 2015). Esta estratégia deve levar em conta
que a rede possui largura de faixa limitada e é
baseada em uma nova classe de funções de comu-
tação, projetada a partir da solução de desigual-
dades de Lyapunov-Metzler generalizadas. Mais
especificamente, ela é responsável por coordenar
o controle de vários sistemas que compartilham
a mesma rede de comunicação, assegurando um
custo garantido H2 de desempenho. A implemen-
tação prática leva em conta o controle cooperativo
de duas estações de trabalho IP02 do fabricante
Quanser, (Quanser, 2012). Cada uma delas com-
posta por um pêndulo acoplado a um carro que
desliza sobre um trilho. Os parâmetros dos mode-
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los foram identificados de forma simples e precisa
levando em conta características de desgaste, efi-
ciência, atrito, etc, que podem ser alterados com
o tempo ou o ambiente de projeto. Neste caso
específico, o controle projetado deve coordenar a
transmissão de dados através da rede de forma a
manter os pêndulos na posição vertical para cima
e os carros na origem levando em conta que apenas
uma das estações de trabalho deve receber o sinal
de controle atualizado a cada instante de amos-
tragem. Os resultados experimentais atestam a
eficiência do método adotado.

A notação adotada é padrão. Para vetores
reais ou matrizes, (′) refere-se ao transposto. O
símbolo tr(·) representa a função traço para ma-
trizes quadradas. Para quaisquer matrizes simé-
tricas, (•) denota cada um dos seus blocos simé-
tricos. Para números naturais, N representa o seu
conjunto, e R representa o conjunto dos números
reais. Para uma matriz simétrica, X > 0 (X ≥ 0)
indica que a matriz X é (semi-) positiva definida.
O conjunto de índices {1, . . . , N} é chamado de K.
O conjunto Λ composto por vetores não-negativos
λ ∈ R

N tal que
∑

i∈K
λi = 1 é chamado de simplex

unitário. O conjunto M é composto por todas as
matrizes de Metzler {πij} = Π ∈ R

N×N tais que
todas as colunas pertençam à Λ.

2 Sistema pêndulo invertido

Nesta seção, nosso objetivo principal é a apre-
sentação do sistema mecânico, sua modelagem e
identificação. Trata-se de uma estação de traba-
lho IP02 do fabricante Quanser que consiste de
um pêndulo acoplado a um carro que desliza so-
bre um trilho. O carro é movido por um motor de
corrente contínua de baixa indutância e a trans-
missão de potência ocorre através de uma caixa
de transmissão, composta por um conjunto de
engrenagens em montagem planetária e pinhão-
cremalheira, veja a Figura 1.

Conjunto planetário
Pinhão

Cremalheira

Motor CC

Pivotamento

Figura 1: Sistema IP02, (Quanser, 2012)

Com a energia recebida do conjunto mo-
tor/caixa de transmissão, o carro movimenta o
pêndulo de haste cilíndrica através do ponto de pi-
votamento proporcionando, assim, um movimento

livre de até 360o.

Vm

Rm

Im

Jm, km

Lm

Fc

kg

x

y

Fc

Mc

lp

Mp, Jp

θ

xc

Figura 2: Diagrama do sistema elétrico e mecânico

A Figura 2 apresenta um esquema das par-
tes elétrica e mecânica bem como o sistema de
referências adotado, em que xc e θ representam
o deslocamento linear do carro e o deslocamento
angular do pêndulo, respectivamente. Do lado es-
querdo é exibido o diagrama do motor com mo-
mento de inércia Jm, em que Vm é a tensão de en-
trada, Im é a corrente elétrica, Rm a resistência de
armadura, Lm a indutância do motor e km a cons-
tante de força contra-eletromotriz. Sabe-se que o
torque transferido ao motor é proporcional à cor-
rente elétrica, pelo valor kt e possui uma eficiência
ng. A constante de redução mecânica é adotada
como kg, o raio do pinhão é rpm e a eficiência na
transmissão é ng. Considere a indutância de valor
desprezível e que a força gerada pela parte elétrica
é Fc. Da mesma forma, do lado direito da figura, o
carro de massa Mc recebe a força Fc e movimenta
um pêndulo de massa Mp e momento de inércia Jp

no centro da haste, à uma distância lp do ponto
de pivotamento. Estes elementos estão imersos
em um meio responsável por um atrito viscoso de
constantes Bc e Bp no carro e no pêndulo, respec-
tivamente. Todas as grandezas seguem o sistema
internacional de unidades. O modelo do sistema
linearizado na origem foi obtido como segue:

(Mp + Meq) ẍc + Beq ẋc − Mp lp θ̈ = Aeq Vm (1)

(Mp l2
p+Jp) θ̈+Bp θ̇−Mp g lp θ−Mp lp ẍc = 0 (2)

em que

Meq = Mc +
ηgk2

gJm

r2
pm

, Beq = Bc +
ηgηmk2

gktkm

r2
pmRm

Aeq = (ηgηmkgkt)/(rpmRm) é o ganho de atua-
ção e g = 9.8 [m/s2] é a aceleração da gravidade.
Podemos notar que estas constantes são compos-
tas por grandezas precisas como g, lp, Mc, Mp e
outras como Bc, Bp, ηm, ηg que podem sofrer mu-
danças com as condições do ambiente ou desgaste
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dos equipamentos. Por esta razão, de forma a ob-
ter um modelo mais preciso, Meq, Beq, Aeq, Bp e
Jp foram identificados através de ensaios que são
descritos a seguir.

Note que desacoplando o pêndulo do carro, a
equação (1) pode ser reescrita como

τ v̇c + vc = κ0 Vm (3)

com κ0 = Aeq/Beq e τ = Meq/Beq. A res-
posta deste sistema a uma entrada degrau Vm(t) =
ν0, ∀t ≥ 0, fornece

vc(t) = κ0ν0 (1 − e−t/τ ) (4)

o que permite a fácil identificação dos parâme-
tros de constante de tempo τ e do ganho κ0.
Note, entretanto, que realizando apenas este en-
saio não é possível encontrar separadamente os
três parâmetros de interesse Aeq, Meq e Beq.
Esta dificuldade pode ser contornada com o au-
xílio de um ensaio extra, de mesmo formato. A
ideia é acoplar uma massa conhecida ao carro Mk,
de forma que a equação dinâmica resultante seja
idêntica a (3), mas com a nova constante de tempo
τ ′ = (Meq + Mk)/Beq que, permite determinar

Beq =
Mk

τ ′ − τ
, Meq = Beqτ, Aeq = Beqκ0 (5)

Note que o κ′

0 deve ser aproximadamente igual a
κ0, o que possibilita a validação do método. De
forma a alterar as características dinâmicas de am-
bos os sistemas IP02 utilizados, consideramos os
carros e os pêndulos com massas e comprimentos
diferentes conforme apresentado na Tabela 1.

E. IP02 Mc [kg] Mp [kg] lp [m]
No 1 1.167 0.230 0.3302
No 2 1.040 0.127 0.1778

Tabela 1: Parâmetros do fabricante

Ambas estações de trabalho foram submeti-
das a estes ensaios utilizando uma massa Mk =
0.25 [kg]. A identificação foi realizada para uma
faixa de tensão de entrada de 3 [V ] à 4 [V ], com
aumento de 0.5 [V ] entre ensaios. A Tabela 2 mos-
tra a média dos valores identificados para cada
estação de trabalho IP02.

E. IP02 Aeq

[

N
V

]

Meq [kg] Beq

[

N.s
m2

]

No 1 1.3051 1.6895 7.3235
No 2 1.1241 1.5653 6.6048

Tabela 2: Parâmetros identificados do carro

Para a identificação do pêndulo, deslocamos o
modelo não-linear do conjunto carro/pêndulo para
um novo ponto de referência α = θ+π onde o pên-
dulo se encontra na posição de equilíbrio vertical

para baixo. Linearizamos o sistema em torno da
origem e obtivemos um modelo idêntico à (1)-(2)
com todos os sinais positivos. Travamos o movi-
mento do carro de forma que a equação dinâmica
do pêndulo na variável α pode ser reescrita como

α̈ + 2 ξ ωn α̇ + ω2
nα = 0 (6)

na qual 2ξωn = Bp/(Mp l2
p + Jp) e ω2

n =
Mp lp g/(Mp l2

p + Jp).
Utilizando a metodologia de identificação

apresentada no Capítulo 8 de (Geromel and Ko-
rogui, 2011) obtemos o par (ξ, ωn) e, utilizando os
valores da Tabela 1, é possível determinar Bp e Jp

apresentados a seguir.

E. IP02 Bp [N.m.s/rad] Jp [kg.m2]
No 1 8.82 × 10−4 7.47 × 10−3

No 2 7.35 × 10−4 9.84 × 10−4

Tabela 3: Parâmetros identificados do pêndulo

3 Projeto de controle

Os resultados aqui apresentados são baseados
na referência recente (de Sousa et al., 2015) e le-
vam em conta o caso genérico de N sistemas li-
neares invariantes no tempo (LIT) de ordem n
que compartilham a mesma rede de comunicação.
Posteriormente, eles serão particularizados para o
caso em estudo. Considere que a i-ésima planta
LIT possui a realização em espaço de estado

ẋi(t) = Aixi(t)+Biui(t)+Eiwi(t), xi(0)=0 (7)

zi(t) = Cixi(t)+Diui(t) (8)

para todo i ∈ K, com xi ∈ R
n, ui ∈ R

m, wi ∈ R
r

e zi ∈ R
s sendo o estado, o esforço de controle,

a entrada exógena e a saída controlada, respecti-
vamente. Consideramos que os sinais de controle
devem satisfazer as seguintes características:

• Largura de faixa limitada é aplicada con-
siderando o esforço de controle do tipo

ui(t) = ui[k], t ∈ [tk, tk+1), ∀i ∈ K (9)

no qual {tk}k∈N são instantes de amostragem
sucessivos tais que t0 = 0 e tk+1 − tk ≥ h > 0.
A frequência de amostragem 1/h deve respei-
tar a largura de faixa do canal de transmissão,
(Hespanha et al., 2007).

• Compartilhamento cooperativo é in-
cluído de maneira que a cada instante tk ≥ 0
somente o sistema definido por σ(k) ∈ K deve
receber o sinal de controle atualizado, ou seja

ui[k]=
{

Kiui[k − 1] + Lixi[k] , i = σ[k]
ui[k − 1] , i 6= σ[k]

(10)

em que as matrizes (Ki, Li) para todo i ∈ K

devem ser determinadas.
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Considerando o exposto, podemos observar
que uma regra de comutação pode ser utilizada
como um coordenador para decidir a cada instante
de amostragem tk ≥ 0 qual planta LIT deve ser
controlada enquanto as demais mantêm o último
sinal de controle recebido. O controle deve ser
realizado de forma a minimizar um limitante su-
perior adequado para o índice de desempenho H2

definido como

inf
Ki,Li,σ∈Ω

∑

i∈K

∫

∞

0

zi(t)′zi(t)dt (11)

em que Ω é o conjunto de todos os possíveis coor-
denadores σ[k].

Alternativamente, podemos escrever o esforço
de controle como

ui[k]=(1−δiσ)ui[k −1]+δiσ(Kiui[k −1]+Lixi[k])

em que δij = 1 se i = j e δij = 0 se i 6= j para
(i, j) ∈ K × K. O fato deste sinal de controle se
manter constante dentro do intervalo de tempo de-
finido por dois instantes de amostragens sucessivos
t ∈ [tk, tk+1) torna possível a determinação das
matrizes em espaço de estado (Aih, Bih, Cih, Dih)
de forma que a igualdade

∫

∞

0

zi(t)′zi(t)dt =
∑

k∈N

zi(tk)′zi(tk) (12)

seja preservada. Assim, definindo as matrizes

Fi =
[

Ai Bi

0 0

]

Gi =
[

Ci Di

]

(13)

pode-se extrair a dinâmica do sistema discreto
(Aih, Bih) a partir da relação

eFih =
[

Aih Bih

0 I

]

(14)

e a saída controlada (Cih, Dih) através de

∫ h

0

eF ′

i tG′

iGie
Fitdt =

[

C′

ih

D′

ih

] [

C′

ih

D′

ih

]′

(15)

para todo i ∈ K e h ≥ 0. As matrizes
(Aih, Bih, Cih, Dih) são bem definidas, visto que
são encontradas a partir de técnicas como o cál-
culo exponencial de matriz e decomposição em
valores singulares. As provas para estes resulta-
dos se encontram em (Souza et al., 2014), assim
como uma discussão mais abrangente. Levando
em conta que a entrada exógena é do tipo im-
pulsiva w(t) = eqδ(t), temos que o sistema (7)-(8)
pode ser escrito com as mesmas equações mas com
wi(t) = 0, ∀t ≥ 0 e xi(0) = Eieq = xi0, no qual
eq ∈ R

r é a q-ésima coluna da matriz identidade.
Além disso, utilizando a discretização exata apre-
sentada, definindo o vetor de estado aumentado
ηi[k] = [xi[k]′ ui[k − 1]′]′ e utilizando o esforço

de controle ui[k], a dinâmica do sistema em malha
fechada torna-se

ηi[k + 1] = (Aiσ + BiσKi)ηi[k] (16)

zi[k] = (Ciσ + DiσKi)ηi[k] (17)

na qual Ki = [Li Ki] e as matrizes indicadas são

Aiσ =
[

Aih (1 − δiσ)Bih

0 (1 − δiσ)I

]

, Biσ =
[

δiσBih

δiσI

]

(18)

Ciσ =
[

Cih (1 − δiσ)Dih

]

, Diσ =
[

δiσDih

]

(19)

As condições iniciais tornam-se ni0 = [x′

i0 0]′ para
todo i ∈ K. Note que o sistema em malha fechada
pode ser escrito como

ηi[k + 1] =
[

Aih + BihLi BihKi

Li Ki

]

ηi[k] (20)

zi[k] =
[

Cih + DihLi DihKi

]

ηi[k] (21)

para i = σ[k] e

ηi[k + 1] =
[

Aih Bih

0 I

]

ηi[k] (22)

zi[k] =
[

Cih Dih

]

ηi[k] (23)

para i 6= σ[k] onde fica claro a importância do
coordenador. De fato para i = σ[k] sempre é pos-
sível estabilizar o i-ésimo sistema desde que o par
(Aih, Bih) seja controlável. Por outro lado, os de-
mais i 6= σ[k] são, na maioria dos casos, instáveis
pois nada é imposto sobre a Schur estabilidade de
Aih, ∀i ∈ K. Logo, a regra de comutação é essen-
cial para controlar esta classe de sistemas princi-
palmente porque a função objetivo (11) depende
da saída de todas as plantas LIT.

Para dar início ao estudo de estabilidade,
considere o sistema mais simples (16)-(17) com
Ki = 0, ∀i ∈ K

ηi[k + 1] = Aiσηi[k] (24)

zi[k] = Ciσηi[k] (25)

em que σ[·] é o único sinal de controle, e adote a
função de Lyapunov

V (η[k]) = min
j∈K

∑

i∈K

ηi[k]′Pijηi[k] (26)

com Pij > 0 para todo (i, j) ∈ K × K à qual está
associada a regra de comutação

σ[k] = arg min
j∈K

∑

i∈K

ηi[k]′Pijηi[k] (27)

O Teorema 1 (de Sousa et al., 2015) apresenta
as condições de estabilidade e um custo garantido
para este sistema.

Teorema 1 Considere Π ∈ M dado. Se existir
Pij > 0 que satisfaça a desigualdade de Lyapunov-
Metzler generalizada

A′

ij

(

∑

ℓ∈K

πℓjPiℓ

)

Aij − Pij < −C′

ijCij (28)
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para todo (i, j) ∈ K × K então a regra de comuta-
ção (27) assegura que o sistema em malha fechada
é globalmente assintoticamente estável e satisfaz

∑

i∈K

∫

∞

0

zi(t)′zi(t)dt < min
j∈K

∑

i∈K

η′

i0Pijηi0 (29)

A prova está disponível em (de Sousa et al., 2015),
mas devido à sua importância será apresentada em
linhas gerais. De fato, considerando que para um
instante arbitrário t = tk temos σ[k] = j ∈ K e
utilizando a função de Lyapunov (26) temos

V (η[k + 1]) = min
ℓ∈K

∑

i∈K

ηi[k]′A′

ijPiℓAijηi[k]

≤
∑

i∈K

ηi[k]′A′

ij

(

∑

ℓ∈K

πℓjPiℓ

)

Aijηi[k]

< V (η[k]) −
∑

i∈K

zi[k]′zi[k]

onde foi utilizada a desigualdade (28). Além disso,
somando ambos os lados para todo k ∈ N e le-
vando em conta (12) obtemos

∑

i∈K

∫ ∞

0

zi(t)
′
zi(t)dt =

∑

i∈K

∑

k∈N

zi[k]′zi[k]

< V (η0)

< min
j∈K

∑

i∈K

η
′
i0Pijηi0

o que mostra a validade do teorema apresentado.
Para Π dado, as condições são LMIs e podem ser
resolvidas sem grandes dificuldades. Além disso,
para o caso de interesse, temos N = 2 e, por-
tanto, a matriz Π ótima pode ser obtida através
de busca unidimensional de dois parâmetros. O
Lema 2 (de Sousa et al., 2015) generaliza os resul-
tados para o caso de controle via realimentação de
estado.

Lema 2 Seja Π ∈ M dado. Existem matrizes
simétricas Pij > 0 satisfazendo (28) se, e so-
mente se, existirem matrizes Rij , Wijℓ e matrizes
Gij tais que as desigualdades





Rij RijA′

ij RijC′

ij

• Gij + G′

ij −
∑

ℓ∈K
πℓjWijℓ 0

• • I



 > 0

(30)
[

Wijℓ Gij

• Riℓ

]

> 0 (31)

sejam válidas para todo (i, j, ℓ) ∈ K × K × K.

Note que para i 6= j = σ[k] as matrizes (Aij , Cij)
não dependem do ganho de realimentação de es-
tado e, portanto, a desigualdade (30) pode ser uti-
lizada diretamente. Contudo, para i = j = σ[k] ∈
K o problema torna-se não-convexo devido ao pro-
duto de variáveis matriciais e, portanto, a seguinte

versão linearizada deve ser adotada




Rii RiiA
′
ii+Y ′

iB
′
ii RiiC

′
ii+Y ′

iD
′
ii

• Gi+G′
i −
∑

ℓ∈K
πℓiWiiℓ 0

• • I



>0 (32)

Em particular, o projeto deve ser realizado a par-
tir da solução do seguinte problema de otimização

inf
Rij ,Wij ,Gi,Yi

min
j∈K

{

∑

i∈K

tr(E ′
iR

−1

ij Ei) : (30)−(32)

}

(33)

que fornece os ganhos de realimentação de estado
Ki = YiR

−1
ii e as matrizes Pij = R−1

ij , (i, j) ∈
K×K importantes para a implementação da regra.
Note que Ei = [E′

i 0]′.

4 Resultados experimentais

Nesta seção, a estratégia apresentada é im-
plementada para o controle de ambos os pêndulos
invertidos identificados anteriormente. Definindo
o vetor de estado como sendo xi = [xci θi ẋci θ̇i]′

podemos obter a representação em espaço de es-
tado do sistema (1)-(2) em que ui = Vmi e a
saída controlada zi = [xci γθi (γui/10)]′, i = 1, 2
com γ = 0.3. A condição inicial adotada é
E1 = [0 π/18 0 0]′ e E2 = [0 − π/12 0 0]′. O
sistema global foi discretizado utilizando as rela-
ções (13)-(15) para um período de amostragem
h = 10 [ms]. Resolvemos o problema de otimi-
zação convexa (33) considerando uma matriz de
Metzler Π ∈ M com Π(1, 1) = p e Π(2, 2) = q.
Realizou-se uma busca unidimensional com rela-
ção aos parâmetros (p, q) e passo de 0.1. A solu-
ção ótima, correspondente a um custo garantido
de 0.0622 obtido para (p, q) = (0, 0), forneceu os
ganhos de realimentação de estado

L1 =
[

28.9812 −94.4876 27.8288 −19.3330
]

L2 =
[

27.9916 −71.6480 24.4713 −10.4432
]

com K1 = K2 ≈ 0 e as matrizes Pij , (i, j) ∈ K×K

importantes para a implementação da regra de
comutação. Os controladores, a regra de comu-
tação e o modelo da rede de comunicação foram
incluídos em uma rotina na plataforma Simulink
do software MATLABr para a obtenção da evo-
lução temporal do estado dos sistemas real e iden-
tificado. Para este caso particular, o custo verda-
deiro obtido a partir de simulação numérica coin-
cidiu com o custo garantido. Esta estratégia de
controle foi implementada nas plantas do fabri-
cante Quanser, que opera integrado ao Simulink
MATLABr. Foram realizadas 20 repetições e os
resultados estão apresentados na Figura 3. Nesta
figura, os quatro primeiros gráficos correspondem
às trajetórias xci, θi, i = {1, 2} em que a região
sombreada representa um desvio padrão das re-
petições, as linhas contínuas em azul e vermelho
representam as respostas de um dos ensaios re-
lacionadas ao sistema 1 e 2, respectivamente. A
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linha contínua em preto representa a resposta ob-
tida via simulação. A Figura 3 também exibe o
esforço de controle u[k] e a regra de comutação
(coordenador σ[k]) relacionado ao mesmo ensaio
escolhido anteriormente. Podemos observar pelo
destaque apresentado no gráfico de u[k] a natureza
cooperativa do controlador, uma vez que u1[k] e
u2[k] não sofrem alterações simultâneas, ou seja,
quando u1[k] é atualizado u2[k] permanece cons-
tante e vice-versa. A implementação capturou
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Figura 3: Trajetórias do estado, esforço de con-
trole e regra de comutação

corretamente a dinâmica do sistema com comu-
tação. A resposta é fiel e precisa comparada à
simulação computacional, com leve exceção à va-
riável xc2. Este fato deve-se à baixa inércia do
sistema 2 comparado ao sistema 1, o que o deixa
mais suscetível às não-linearidades que não foram
levadas em conta durante a modelagem como, por
exemplo, o atrito de Coulomb, a folga no conjunto
pinhão-cremalheira e a influência dos cabos do en-
coder e da alimentação. Mesmo assim, este fator
causa uma oscilação muito baixa, com amplitude
aproximada de 3 [cm]. É importante ressaltar a
robustez da estratégia de controle face a diversos
fenômenos e incertezas que foram ignoradas du-
rante a modelagem do sistema.

5 Conclusões

Neste artigo uma estratégia dinâmica de com-
partilhamento de recursos foi implementada para
controlar dois sistemas contendo um pêndulo in-
vertido acoplado a um carro que desliza sobre um
trilho. A estratégia foi projetada de forma a levar
em conta a limitação da largura de faixa da rede
de comunicação e o fato de que o sinal de con-
trole deve ser enviado a apenas uma planta por
vez enquanto a outra mantém o sinal desatuali-
zado. Cada sistema foi devidamente modelado e
identificado. Os resultados experimentais atesta-
ram a eficiência do controle cooperativo adotado.
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