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Abstract— This paper is intend to present a practical implementation of an H∞ loop shaping controller
applied to the problem of lower limbs movement control using Functional Electrical Stimulation (FES). Sufficient
Linear Matrix Inequalities (LMIs) conditions for continuous-time system are used in order to obtain an H∞

controller that ensures the robust stability and performance to closed-loop functional electrical stimulation. The
control of lower limb movement is a particularly complex problem due to the fact that the plant is nonlinear
and has time-varying parameters. To overcome this problem, it is adopted that the dynamics lower limbs is
subject to nonparametric uncertainties described by left coprime factorization and the H∞ controller designed
must maximize an admissible upper bound. Finally, the effectiveness of the proposed procedure is evaluated
through some experimental results performed in a healthy person.

Keywords— Lower limbs movement control, H∞ loop shaping controller, FES, LMIs.

Resumo— Este artigo tem a finalidade de apresentar uma implementação prática de um controlador H∞

com formatação de malha aplicado ao problema de controle de membros inferiores usando estimulação elétrica
funcional. Condições suficientes em LMIs para sistemas a tempo cont́ınuo são utilizadas no intuito de obter um
controlador H∞ que garanta a estabilidade robusta e desempenho do sistema de estimulação elétrica funcional
em malha fechada. Controlar o movimento de membros inferiores de pessoas é um problema particularmente
complexo devido ao fato de o sistema ser não linear e com parâmetros variantes no tempo. Para resolver esse
problema, deve-se considerar que a dinâmica dos membros inferiores está sujeita a incertezas não paramétricas
descritas na forma de fatoração coprima à esquerda e que o controlador H∞ projetado deve maximizar um
limitante superior admisśıvel. Por fim, a eficácia do procedimento proposto é avaliada por meio de alguns
resultados experimentais feitos em uma pessoa h́ıgida.

Keywords— Controle do movimento de membros inferiores, controlador H∞ com formatação de malha, FES,
LMIs.

1 Introdução

Segundo os dados divulgados pelo IBGE (Instituto
Brasileiro de Geografia e Estat́ıstica) em agosto
de 2015, uma pesquisa realizada ao longo do ano
de 2013 indicou que 1.3% da população brasileira
possui algum tipo de deficiência f́ısica. Entre
esses, cerca de 46.8% possuem grau intenso ou
muito intenso de limitações. Porém, um outro
indicador interessante é que, dentro desse grupo,
apenas 18.4% frequentam algum serviço de rea-
bilitação (Villela, 2016). Dentre os dados citados
anteriormente, estão inclusos hemiplégicos, para-
plégicos e tetraplégicos. Pode-se destacar entre
as principais causas de tais deficiências a lesão da
medula espinhal (da costa Faria, 2006)

Vale destacar que, após a lesão modular, os
músculos atrofiam rapidamente, principalmente
os músculos grandes da coxa. Uma das conse-
quências da atrofia muscular é que as atividades
do coração e do pulmão são reduzidas, prejudi-
cando, assim, o perfeito funcionamento do or-
ganismo (da costa Faria, 2006). Com intuito de
amenizar os efeitos causados pela atrofia muscu-
lar, uma técnica comumente empregada é a rea-
bilitação por meio da Estimulação Elétrica Fun-
cional (FES). Essa técnica consiste em ativar

eletricamente vários músculos de forma ordenada
(Kozan, 2016).

Em uma revisão bibliográfica (Barion and
do Nascimento Lisboa, 2006), enumeram diferen-
tes benef́ıcios e aplicações em que a FES pode
ser empregada, tais como: aumento da força mus-
cular; redução da espasticidade; aumento da am-
plitude do movimento; redução da subluxação do
ombro; melhora da função motora; facilitação da
contração muscular; melhora da resistência.

Para que esses benef́ıcios sejam atingidos
é necessário um ńıvel adequado de estimulação
elétrica. Uma maneira de controlar a intensidade
do sinal aplicado é a utilização de alguma téc-
nica de controle em malha fechada. Nesse sen-
tido, várias técnicas de controle foram propostas
(Ferrarin et al., 1996; Jia-Jin and et al, 1997;
Changhua and Jing, 2010; Gwo-Ching and et al,
1997; Jezernik et al., 2004), porém existem relati-
vamente poucos trabalhos publicados com exper-
imentos práticos cujas técnicas de controle foram
empregadas com sucesso. A complexidade surge
devido à fisiologia humana e ao fato de os modelos
musculares serem muito complexos, não-lineares e
altamente variantes no tempo (Kozan, 2016).

Nesse contexto, de forma a tolerar as dinâmi-
cas não modeladas da fisiologia dos membros in-
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feriores, a principal contribuição deste artigo con-
siste em propor como uma poderosa alternativa
para a reabilitação de paraplégicos via FES, o pro-
jeto de um controlador H∞ com formatação de
malha que permite incorporar tais descasamentos
em sua śıntese e garante a estabilidade robusta
para todo o sistema.

O método H∞ com formatação de malha
foi proposto inicialmente por McFarlane-Glover
(McFarlane and Glover, 1992) e seu procedimento
pode ser dividido em duas etapas. A primeira
etapa consiste na escolha de ponderações na forma
de pré e pós-compensadores para formatação da
malha moldando, assim, a resposta em frequência
da planta em malha aberta de forma a satisfazer
alguns requisitos de controle. A segunda etapa
refere-se ao cálculo de um controlador satisfazendo
um critério de desempenho imposto pela norma
H∞ e otimizando um limitante superior admis-
śıvel em relação às incertezas não paramétricas na
forma de fatoração coprima (Pereira et al., 2017).

Vale ressaltar que apesar desse método garan-
tir bons resultados, o mesmo possui como prin-
cipal desvantagem a śıntese de um controlador
H∞ de alta ordem, decorrente da inserção dos
pré e pós-compensadores (Pereira et al., 2017).
Em alguns casos, essa desvantagem pode inviabi-
lizar a aplicação prática. Sendo assim, pretende-
se utilizar o método proposto por (Prempain and
Postlethwaite, 2005), em que é possivel projetar
um controlador H∞ com formatação de malha
com ordem reduzida desde que algumas condições
suficientes sejam satisfeitas a partir de LMIs.

Este artigo está organizado da seguinte forma.
Na seção 2, é apresentado o procedimento uti-
lizado para identificação da dinâmica dos mem-
bros inferiores. Na seção 3, são descritos os princi-
pais resultados para obter o controlador H∞ com
formatação de malha utilizando LMIs. Na seção
4, apresentam-se os resultados experimentais obti-
dos. Por fim, apresenta-se a conclusão.

A notação utilizada neste artigo será: • re-
presenta o bloco simétrico em uma matriz, R

n×n

representa o conjunto de matrizes reais, In sim-
boliza uma matriz identidade, X > 0 e X < 0
são as definições para uma matriz X simétrica e
positiva e negativa definida, respectivamente.

2 Identificação da Dinâmica dos

Membros Inferiores

2.1 Descrição do Sistema de Identificação

Para o levantamento do modelo matemático dos
membros inferiores e realizações dos demais ex-
perimentos, uma plataforma de teste foi uti-
lizada. O diagrama de blocos da Figura 1 de-
screve a disposição dos subsistemas que compõem
a plataforma de testes. A plataforma é com-
posta por: 1 Eletrogoniômetro Lynx; 1 Giroscó-

pio Pitch em Roll LPR510AL da ST Microelec-
tronics; 2 Acelerômetros tri-axiais MMA7341 da
Freescale; myRIO da National Instruments; Soft-
ware de integração da plataforma desenvolvido em
LabVIEW ; Estimulador elétrico neuromuscular e
uma cadeira instrumentada.

Figura 1: Diagrama de blocos que representa a plataforma
para aplicação da FES em Malha Fechada - Adaptado de
(Kozan, 2016).

A cadeira instrumentada é equipada com acel-
erômetros para monitorar a aceleração angular,
giroscópios para monitorar velocidade angular,
eletrogoniômetros para monitorar a posição angu-
lar da perna e toda instrumentação para aquisição
de dados. Como uma medida de segurança e con-
forto, existe um botão que funciona como um in-
terruptor f́ısico dos impulsos aplicados. A Figura
2 ilustra a cadeira instrumentada utilizada onde
um voluntário segura o botão interruptor.

Figura 2: Cadeira Instrumentada dispońıvel no Labo-
ratório de Instrumentação e Engenharia Biomédica - UN-
ESP (Ilha solteira). Fonte (Kozan, 2016).

O procedimento utilizado para estimulação é o
PWM (Power width modulation) em uma frequên-
cia de 50[Hz ] e amplitude de 60[mA]. A cadeira
ergométrica possui capacidade para gerar pulsos
de 0[s] até 325[µs] ajustados para serem represen-
tados de 0% a 130% do sinal de controle. Para
proporcionar um maior conforto ao voluntário, o
valor máximo foi fixado em 250[µs] o que corre-
sponde ao sinal de controle 100% (Kozan, 2016).

Uma coleta de dados foi realizada com a final-
idade de levantar um modelo matemático linear
para a śıntese do controlador H∞ com formatação
de malha. A Figura 3 apresenta os dados encon-
trados durante os testes de identificação.
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Todos os testes realizados com voluntários
foram autorizados e aprovados por meio do pare-
cer favorável 775.310 do projeto de pesquisa
CAAE 15283613.0.0000.5402 intitulado ”Equipa-
mentos para promoção de melhor qualidade de
vida de pessoas com deficiência motora”, emi-
tido pelo Conselho Nacional de Ética em Pesquisa
(CONEP), ao qual um dos autores deste trabalho
é vinculado como pesquisador.
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Figura 3: Aplicação da FES em Malha Aberta.

Para a identificação do modelo matemático,
um degrau de 45o foi aplicado com o PWM con-
figurado para 50[Hz ] e amplitude de 60[mA]. O
voluntário era uma pessoa h́ıgida e 5 testes foram
realizados. Com os resultados obtidos, um modelo
matemático, no domı́nio da frequência, foi levan-
tado e é descrito pela Equação (1) que é a relação
entre θ(s) que representa a variação angular da
perna e Ton(s) que representa a largura de pulso
do sinal aplicado no domı́nio da frequência.

G(s) =
θ(s)

Ton(s)
=

0.002345s + 0.00964

0.06437s3 + 0.3328s2 + 1.018s + 1
(1)

Em posse do modelo matemático linear
obtido, o comportamento do sistema pode ser mel-
hor estudado e as estratégias de controle podem
ser implementadas. Sendo assim, a descrição dos
principais resultados para obter o controlador H∞

com formatação de malha é apresentado a seguir.

3 Controlador H∞ com Formatação de

Malha

Considere uma planta Gs própria de ordem n e m
entradas sendo estabilizável e detectável,

Gs =

[

A B
C D

]

(2)

com A ∈ R
n×n, B ∈ R

n×m, C ∈ R
p×n e D ∈

R
p×m. Neste artigo, Gs é considerada formatada

com pré e pós-compensadores (Gs = W2GW1)
sendo G a planta nominal seguindo o proced-
imento de projeto MacFarlane-Glover para sis-
temas a tempo cont́ınuo. Nesta estratégia de pro-

jeto, a planta Gs pode ser descrita a partir de uma
fatoração coprima à esquerda Gs = M̃−1Ñ , com

[

M̃, Ñ
]

=

[

A + LC B + LD L

E−1/2C E−1/2D E−1/2

]

(3)
sendo L = −(BDT + ZCT )E−1, E = (I + DDT )
e a matriz Z é a única solução para equação al-
gébrica de Riccati (EAR),

(A − BF−1DT C)Z + Z(A − BF−1DT C)
T

− ZCT E−1CZ + BF−1BT = 0 (4)

para F = I + DT D.
Em posse da representação da planta for-

matada em fatoração coprima Gs, uma planta
generalizada P correspondente ao método H∞

com formatação de malha pode ser descrita como
(McFarlane and Glover, 1992):

P =









A −LE1/2 B

0 0 Inu

C E1/2 D

C E1/2 D









(5)

Adicionando incertezas não paramétricas
∆Ñ e ∆M̃ em fatores coprimos tal que
∥

∥

[

∆Ñ ∆M̃
]∥

∥

∞
≤ 1/γ, a planta formatada e

incerta pode ser definida como

Gs(∆) =
(

M̃ + ∆M̃
)

−1 (

Ñ + ∆Ñ
)

. (6)

Desta forma, o problema de controle H∞ com
formatação de malha, consiste em encontrar um
ganho K que estabiliza o sistema em malha
fechada satisfazendo ‖Tzw‖∞ ≤ γ,

∥

∥

∥

∥

[

K
I

]

(I − GsK)
−1

M̃−1

∥

∥

∥

∥

∞

<
1

ε
= γ (7)

sendo ε um limitante superior para as incertezas
não paramétricas e γ para a norma-H∞. Difer-
entemente do método proposto por (McFarlane
and Glover, 1992), em que a ordem do controlador
é mais elevada que a ordem da planta, neste tra-
balho, optou-se por utilizar o teorema proposto
por (Prempain and Postlethwaite, 2005) que re-
sulta em um controlador geralmente com ordem
menor que a ordem da planta. Por meio das
condições (9) e (10) pode-se encontrar um con-
trolador H∞ com formatação de malha de ordem
reduzida. A seguir, apresenta-se o teorema pro-
posto por (Prempain and Postlethwaite, 2005).

Teorema 1 A partir do ganho L =
−(BDT + ZCT )E−1, existe um controlador
estático H∞ com formatação de malha K que
satisfaz,

∥

∥

∥

∥

[

K
I

]

(I − GsK)
−1

M̃−1

∥

∥

∥

∥

∞

≤ γ (8)
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desde que γ > 1, se e somente se, existir uma
matriz simétrica R > 0 que resolva as seguintes
condições:

(A + LC)R + R(A + LC)T < 0 (9)





AR + RAT − γBBT • •
CR − γDBT −γE •
−E1/2LT E1/2 −γIny



 < 0.

(10)

A prova de tal teorema pode ser vista em
(Prempain and Postlethwaite, 2005).

3.1 Obtendo o controlador H∞ com formatação
de malha

Tendo resolvido as condições (9)-(10) e encontrado
a matriz de Lyapunov R > 0 é posśıvel encontrar
o controlador H∞ que satisfaz (8). Desse modo,
a partir da lei de controle de sáıda u = −Ky a
realização em espaço de estados do sistema em
malha fechada pode ser dada por

Tzw =

[

AMF BMF

CMF DMF

]

(11)

=





A + BK̃C (BK̃ − L)E1/2

K̃C K̃E1/2

(C + DK̃C) (I + DK̃)E1/2



 (12)

sendo que K̃ = −K(I + DK)
−1

.
Aplicando-se o Bounded Real Lemma (Scherer

et al., 1997; Boyd et al., 1994) para o sistema em
malha fechada Tzw de forma a obter a norma H∞,
temos

Ω :=





AMF R + RAT
MF RCT

MF BMF

CMF R −γI DMF

BT
MF DT

MF −γI



 < 0

(13)
Analogamente,

Ω = Ã + B̃K̃C̃ + C̃T K̃T B̃T < 0 (14)

sendo que

Ã =









AR + RAT • • •
0 −γInu • •

CR 0 −γIny •
−E1/2LT 0 E1/2 −γIny









.

(15)

B̃ =









B
Inu

D
0









. (16)

C̃ =
(

CR 0 0 E1/2
)

. (17)

Por fim, para obter o controlador H∞ com for-
matação de malha, deve-se resolver a desigualdade

da condição (14) e faça K = −K̃(I + DK̃)
−1

.

4 Projeto e Resultados Práticos

No intuito de avaliar os resultados do controlador
H∞ com formatação de malha que permite con-
trolar o movimento de membros inferiores, alguns
requisitos devem ser satisfeitos: 1) tempo de aco-
modação menor do que 3.5[s] (Ta < 3.5[s]), 2) um
sobre-sinal menor do que 10% (Mp ≤ 10%), 3)
erro em regime permanente para uma entrada de-
grau tendendo a zero (e → 0) e um limitante para
as incertezas não paramétricas maior ou igual a
25% (ε ≥ 25%). Todos os requisitos de desem-
penho foram baseados visando o conforto do vol-
untário e robustez do sistema para tornar viável
sua aplicação em um processo de reabilitação real.

Para satisfazer esses requisitos, normalmente,
define-se um pré-compensador W1 que permita
moldar a resposta em frequência de forma a el-
evar os ganhos em baixas frequências com o intu-
ito de rastrear as referências e rejeitar os distúr-
bios. Desta forma, as seguintes ponderações foram
escolhidas para formatar a resposta em malha
aberta,

W1 =
50(s + 3)

s
W2 = 1. (18)

Observa-se a partir da Figura 4 a melhoria da re-
sposta em frequência da magnitude do sistema for-
matado. O elevado ganho em baixas frequências
proporciona rejeição a distúrbios e melhor rastrea-
mento.
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Figura 4: Resposta em frequência da planta nominal x
planta formatada.

Agora, resolvendo as condições (9) e (10)
encontrou-se γ = 1.9297(ε = 51.82%) e a seguinte
matriz R > 0,

R =









1.7170 −0.9018 −2.1732 0.8704
0.9018 3.4838 −0.4985 −0.8128
−2.1732 −0.4985 5.5778 −1.8359
0.8704 −0.8128 −1.8359 0.9334









.

(19)

Consequentemente, substituindo este resul-
tado em (14), o controlador H∞ com ganho es-
tático K foi encontrado K = 0.6859. Com esse
valor de K, o controlador H∞ com formatação de

XIII Simpósio Brasileiro de Automação Inteligente

Porto Alegre – RS, 1o – 4 de Outubro de 2017

2250



malha para a implementação pode ser encontrado
por meio da seguinte relação Gc = W2KW1,

Gc(s) =
34.285(s + 3)

s
. (20)

Para que o controlador H∞ seja embarcado
na plataforma de teste, é preciso utilizar algum
método de discretização por aproximação. Aqui,
utilizou-se o método de Tustin com um peŕıodo de
amostragem de Ts = 0.02[s] sendo esse o limite da
plataforma de teste (Kozan, 2016). A Equação 21
descreve a lei de controle u(k) utilizada. Observa-
se que a simplicidade do método proposto é jus-
tificada devido a sua ordem ser menor que o da
planta,

u(k) = u(k−1)+35.32e(k)−33.26e(k−1). (21)

Antes de realizar testes em voluntários uma
simulação do desempenho do controlador foi real-
izada. A resposta do sistema simulado encontra-se
na Figura 5. Tais resultados demonstram ser sat-
isfatórios.
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Figura 5: Resposta do Sistema Simulado

O sinal de controle encontrado é apresentado
na Figura 6 para o valor de referência de 45◦.
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Figura 6: Sinal de Controle Simulado

Vale ressaltar que o valor máximo do sinal
de controle estipulado corresponde a 250[µs]. O
valor encontrado em simulação demonstrou-se sat-
isfatório uma vez que não possui variações bruscas

e seu valor encontra-se consideravelmente distante
do valor máximo. Além disso, observa-se a partir
das Figuras 5 e 6 que todos os requisitos foram
satisfeitos.

Desta forma, decidiu-se aplicar o método de
controle H∞ em uma pessoa h́ıgida. De acordo
com protocolos pré-estabelecidos, que podem ser
consultados em (Kozan, 2016), é recomendado
aplicar o sinal de controle no mı́nimo 48 horas
após o levantamento do modelo matemático para
evitar fadigas e garantir, para este espaçamento
de tempo, que o modelo matemático ainda seja
válido. A fim de validar a robustez do contro-
lador H∞ com formatação de malha, determinou-
se a aplicação da técnica de controle em um prazo
maior que 48 horas. Sendo assim, por conveniên-
cia e disponibilidade dos envolvidos no experi-
mento o mesmo foi implementado 12 dias após o
levantamento do modelo e 5 testes foram realiza-
dos de forma sequencial com espaçamento de 2 a 5
min. Mesmo o sistema real possuindo incertezas,
o controlador H∞ com formatação de malha apre-
sentou um bom desempenho. Os resultados obti-
dos encontram-se na Figura 7.
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Figura 7: Resultado dos experimentos aplicados a uma pes-
soa h́ıgida.

Todos os testes obtiveram estabilidade, erro
em regime permanente tendendo a zero, tempo
de acomodação menor que 3.5[s] e um sobre-sinal
menor de 5%.
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Figura 8: Sinais de controle do experimentos aplicados a
uma pessoa h́ıgida.
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Na Figura 8, pode-se observar também que em
nenhum dos 5 testes realizados, o sinal de controle
ultrapassou o valor máximo pré-ajustado.

5 Conclusões

Nesse artigo, apresentou-se uma implementação
prática de um controlador H∞ com formatação de
malha para o problema de controle de membros
inferiores usando estimulação elétrica funcional.
Mesmo após 12 dias entre o levantamento do mod-
elo e a aplicação prática do controlador H∞, os
resultados atenderam os requisitos de projeto. O
grau de robustez alcançado contornou o problema
da alta variação do modelo. Além disso, aspectos
relacionados ao desempenho também foram sat-
isfeitos e o sinal de controle permaneceu dentro
dos limites aceitáveis proporcionando conforto ao
voluntário durante os experimentos.

Um dos pontos importantes alcançados nesse
trabalho é a simplicidade do controlador H∞ en-
contrado. Para o caso em estudo, o controlador
H∞ foi de primeira ordem e de simples imple-
mentação. Além disso, o método aqui investigado
diminui a necessidade do levantamento constante
de um modelo matemático devido a sua robustez
a incertezas. Tal caracteŕıstica será investigada
em trabalhos futuros como alternativa para trata-
mento na reabilitação de paraplégicos.

6 Agradecimentos

Os autores reconhecem o apoio e suporte prestado
pela FAPEMIG.

Referências

Barion, C. and do Nascimento Lisboa, D. (2006).
A utilização da Estimulação Elétrica Fun-
cional (FES) em doenças neuromusculares,
PhD thesis, Universidade Federal de São
Paulo.

Boyd, S., Ghaoui, L. E., Feron, E. and Balakr-
ishnan (1994). Linear matrix inequalities in
system and control theory, SIAM Studies in
Applied Mathematics .

Changhua, L. and Jing, Z. (2010). Design and
simulation of a fuzzy-PID composite param-
eters controller with MATLAB, International
Conference on Computer Design and Appli-
cations - ICCDA 4: 308–311.

da costa Faria, U. (2006). Implementação de um
sistema de geração de marcha para pacientes
com lesões medulares., PhD thesis, Universi-
dade Estadual Paulista.

Ferrarin, M., D’Acquisto, E., Mingrino, A. and
Pedotti, A. (1996). Experimental PID con-
troller for knee movement restoration with

closed loop FES system, Annual Interna-
tional Conference of The Engineering in
Medicine and Biology Society 18: 453–454.

Gwo-Ching, C. and et al (1997). A neuro-control
system for the knee joint position control
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