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Abstract— This paper proposes an iteractive methodology to obtain the frequency response matrix of a linear
multivariable plant, from measured data in the time domain. The methodology encompasses four steps: mea-
surement and processing of input and output signals; transforming the data to the frequency domain; obtaining
and solving systems of linear equations; and computing the frequency response matrix. The last two steps are
iterative until the convergence of the frequency response. The system transfer function matrix is then obtained
by solving a convex optimization problem based on a quadratic norm criterion. The method is suitable for multi-
variate identification by processing input and output signals measured during normal system operation, without
the need for excitation by specific signals. Four numerical examples are presented to show the efficiency of the
proposed method.

Keywords— Identification, frequency response, FFT, MIMO.

Resumo— Este trabalho propõe uma metodologia iterativa para obtenção da matriz resposta em frequência de
uma planta linear multivariável, a partir de dados medidos no domı́nio do tempo. A metodologia envolve quatro
fases: medição e processamento dos sinais de entrada e de sáıda; transformação dos dados para o domı́nio da
frequência; obtenção e resolução de sistemas de equações lineares; e cálculo da matriz resposta em frequência. As
duas últimas etapas são iterativas até a convergência da resposta em frequência. A matriz função de transferência
do sistema é então obtida pela solução de um problema de otimização convexa com base em um critério de norma
quadrática. O método é adequado para identificação multivariável, pelo processamento dos sinais de entradas
e de sáıdas medidos durante a operação normal do sistema, sem necessidade de excitação por sinais espećıficos.
Quatro exemplos numéricos são apresentados para atestar a eficiência do método proposto.
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1 Introdução

As técnicas de identificação são ferramentas
numéricas alternativas à modelagem convencional
que, em alguns casos, torna-se de dif́ıcil apli-
cação devido à complexidade f́ısica da planta.
Um bom modelo é aquele que consegue repre-
sentar a dinâmica do sistema satisfatoriamente
sem apresentar complexidade matemática exces-
siva. Geralmente, o modelo do sistema é o ponto
de partida para as aplicações de śıntese de con-
trole, que permitirão modificar o comportamento
do sistema em malha fechada no sentido de aten-
der a requisitos de robustez em estabilidade e de-
sempenho.

É posśıvel realizar a identificação de mo-
delos no domı́nio do tempo ou da frequência.
No primeiro caso ((Villwock and Pacas, 2009) e
(Kim, 2013)), sinais temporais espećıficos são apli-
cados nas entradas do sistema e as sáıdas cor-
respondentes são medidas. A determinação do
modelo para o sistema sob análise é feita por
meio da minimização de um critério de erro. No
domı́nio da frequência ((Ades and Silveira, 2006),
(Pintelon and Schoukens, 2012), (Morelli, 2013) e
(Cooper et al., 2016)) os procedimentos numéricos
utilizam inicialmente os dados relativos à resposta

em frequência do sistema. As duas formas de
identificação apresentam resultados bastante efi-
cientes, porém (Pintelon et al., 1994) mostra al-
gumas vantagens deste último grupo: maior faci-
lidade no tratamento do rúıdo, redução do volume
de dados, desconsideração do estado inicial e fácil
validação do modelo. Entretanto, cabe considerar
que as duas abordagens podem ser utilizadas de
forma complementar, como discutido em (Ljung
and Glover, 1981).

Em diversas abordagens do problema de iden-
tificação, observa-se sempre a preocupação em
obter soluções anaĺıticas, o que normalmente só é
posśıvel em alguns problemas convexos em relação
às variáveis de decisão. Um exemplo de metodolo-
gia de identificação no domı́nio da frequência e
com solução anaĺıtica é apresentada em (Ades and
Silveira, 2006). Esse método procura estimar uma
famı́lia de modelos racionais e próprios, Gn

e (s),
com ordem n previamente escolhida, a partir de
uma formulação convexa do problema de identi-
ficação. O modelo que melhor se ajusta ao dia-
grama de resposta em frequência levantado é es-
colhido com base em um critério de erro previa-
mente definido. Por fim, é feita a validação do
modelo estimado e é verificada a possibilidade de
redução da ordem via realização balanceada.
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Embora os métodos de identificação de sis-
temas no domı́nio da frequência sejam muito uti-
lizados na prática, em determinados casos, prin-
cipalmente em sistemas com elevada complexi-
dade, a sua aplicação pode ser de dif́ıcil implemen-
tação ou mesmo inviável, notadamente pela im-
possibilidade de excitação com sinais espećıficos.
Cabe considerar ainda, que em algumas situações
reais, a interferência no funcionamento da planta
pode ser também inviável. O caso da identifi-
cação de modelos da dinâmica eletromecânica em
usinas hidrelétricas de grande porte é um exem-
plo t́ıpico (Bossa et al., 2011) em que há dificul-
dades de obtenção de dados de campo com o sis-
tema operando em malha fechada. Neste artigo,
apresenta-se uma metodologia que permite calcu-
lar a Matriz de Resposta em Frequência (MRF) de
sistemas MIMO (Multiple-Input Multiple-Output),
a partir da medição simultânea das entradas e sáı-
das da planta, sem que haja necessidade de inter-
ferência em sua operação.

2 Metodologia Proposta

O problema abordado consiste em determi-
nar a resposta em frequência dos vários canais
de um sistema MIMO em um conjunto de valores
de frequência numa faixa de interesse. De posse
desses dados, é posśıvel aplicar uma determinada
metodologia de identificação no domı́nio da fre-
quência, a fim de obter um modelo expresso sob a
forma de Matriz Função de Transferência (MFT).
Admite-se que o sistema a ser identificado é li-
near ou possui um comportamento que permite a
linearização em torno de seu ponto de operação.
A planta identificada é considerada do tipo caixa-
preta (Aguirre, 2007) e suas entradas e sáıdas são
sinais cont́ınuos no tempo.

Inicialmente, a metodologia propõe a
amostragem dos sinais de entrada e de sáıda,
dividindo-os em janelas (intervalos de tempo)
com a mesma quantidade de pontos. O número
de janelas deve ser maior ou igual à quantidade
de entradas, o que permite a determinação da
resposta em frequência dos vários canais da planta
em um conjunto de valores de frequências num
intervalo de interesse. A metodologia proposta
recai na resolução de vários sistemas de equações
lineares.

2.1 Obtenção dos dados de resposta em frequên-
cia em sistemas SISO

Um procedimento para obtenção da resposta
em frequência de um sistema SISO (Single-Input
Single-Output), linear e assintoticamente estável,
decorre da propriedade que a resposta em regime
permanente a uma excitação senoidal com fre-
quência ω, também é um sinal senoidal com a
mesma frequência (Tischler and Remple, 2012). A

relação entre as amplitudes e a diferença de fase do
sinal de resposta em relação ao de entrada deverão
normalmente variar com a frequência ω. Assim,
bastaria excitar a entrada do sistema a ser iden-
tificado com sinais senoidais dentro de uma faixa
de frequências de interesse (Morelli, 2013).

O procedimento descrito apresenta algumas
dificuldades de ordem prática. Nem sempre é pos-
śıvel manipular as entradas de um processo a ser
identificado. O tempo empregado para a execução
dos ensaios é outro fator a ser considerado, pois
alguns processos qúımicos, por exemplo, apresen-
tam dinâmicas muito lentas. O procedimento re-
quer a repetição dos ensaios em diversos valores de
frequência, tendo em vista que os sinais de sáıda
do sistema devem atingir o regime permanente.
Deve-se considerar ainda que, por restrições f́ısi-
cas, em alguns casos, é imposśıvel aplicar senóides
na entrada do sistema.

Uma alternativa para o problema citado é a
aplicação da FFT (Fast Fourier Transformer) nos
sinais de entrada e de sáıda da planta medidos du-
rante a sua operação normal. Para sistemas SISO,
o levantamento da curva de resposta em frequên-
cia parte da medição, através do uso de conver-
sores A/D (analógicos-digitais), e da aplicação da
FFT sobre os sinais de entrada u(kT ) e de sáıda
y(kT ) com k ∈ {1, 2, . . .}, onde T é o peŕıodo
de discretização adotado. A aplicação da FFT
já foi abordada por diversos autores, tais como
(Aguirre, 2007), (Pintelon and Schoukens, 2012)
e (Tischler and Remple, 2012). A obtenção dos
dados de resposta em frequência em um vetor de
frequências ω pode ser calculada como:

U(jω) = FFT [u(kT )],

Y (jω) = FFT [y(kT )],

G(jωi) =
Y (jωi)

U(jωi)
, i = 1, 2, . . . ,m. (1)

2.2 Obtenção dos dados de resposta em frequên-
cia em sistemas MISO

Em sistemas MISO (Multiple-Input Single-
Output), a sáıda está relacionada a mais de uma
entrada. Este fato impede, na maioria dos ca-
sos, a obtenção dos dados de resposta em frequên-
cia utilizando o procedimento citado para o caso
SISO. Quando é posśıvel manipular as entradas,
há a possibilidade de se trabalhar com os pares
entrada-sáıda de forma independente. Para reali-
zar as medições, manipula-se apenas uma entrada
por vez, anulando as demais. Assim, considera-
se cada par entrada-sáıda como sendo um sis-
tema SISO. A avaliação de cada par de entrada-
sáıda individualmente é fundamentada no prinćı-
pio da superposição, pois considera-se o sistema
linear e invariante no tempo. Entretanto, na
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prática, interromper determinado processo indus-
trial para realizar medições pode ser inviável fi-
nanceiramente e em alguns casos, tecnicamente
imposśıvel.

Para um sistema linear com p entradas, a
sáıda no domı́nio da frequência pode ser escrita
como:
Y (jωi) = G11(jωi)U1(jωi) + G12(jωi)U2(jωi) +

. . . + G1p(jωi)Up(jωi), (2)

em que i ∈ {1, 2, . . . ,m}.
A sáıda está relacionada às p entradas e a de-

terminação dos valores de G11(jωi), G12(jωi), . . . ,
G1p(jωi) não pode ser realizada por meio da apli-
cação de (1). Isto estaria condicionado à possibi-
lidade de se anular p−1 entradas em cada ensaio,
para cada valor de frequência ωi escolhido.

No caso de existir apenas a possibilidade de
observação e medição dos sinais de entrada e de
sáıda da planta sob estudo, sem interferência na
sua operação, propõe-se obter os dados de res-
posta em frequência pela divisão do conjunto de
amostras de entrada e de sáıda em subconjuntos
com a mesma quantidade de pontos. O número
de janelas deve ser maior ou igual a quantidade
de sinais de entrada, a fim de permitir a resolução
de um sistema de equações lineares. Ou seja, a
ideia é monitorar as entradas e a sáıda do sistema
em tempo real de modo que o modelo identificado
se aproxime da solução iterativamente.

Por exemplo, para um sistema MISO com
duas entradas, fracionam-se os sinais de entrada
e sáıda em duas janelas no tempo, a e b, conforme
ilustrado na Figura 1. Em seguida é aplicada a
FFT nestes sinais, o que leva a:

{
G11(jωi)U

a
1 (jωi) + G12(jωi)U

a
2 (jωi) = Y a(jωi)

G11(jωi)U
b
1(jωi) + G12(jωi)U

b
2(jωi) = Y b(jωi)

(3)

em que i ∈ {1, 2, . . . ,m}.

Figura 1: Fracionamento dos sinais.

As equações em (3) formam um sistema de
equações lineares em G11 e G12 para cada valor
de frequência ωi, cuja solução poderá ser deter-
minada ou inderteminada. Para que o sistema
seja determinado, é necessário que os espectros em
frequência das entradas variem de uma janela para
outra. Caso isto não ocorra, as duas equações se-
rão quase linearmente dependentes, o que tornará
a solução mal condicionada. Uma boa conduta,
consiste em medir as entradas e as sáıdas por um

intervalo significativo de tempo, a fim de garantir
uma diversidade de espectros.

É posśıvel determinar as respostas em
frequência dos canais G11 e G12 a partir de um
único sistema de equações lineares, bastando agru-
par (3) da seguinte maneira:


U1 0 · · · 0
0 U2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · Um



G1
G2
...
Gm

 =


Y1
Y2
...
Ym

 , (4)

onde:

Ui =

[
Ua
1 (jωi) Ua

2 (jωi)
Ub
1(jωi) Ub

2(jωi)

]
, Gi =

[
G11(jωi)
G12(jωi)

]
,

Yi =

[
Y a
1 (jωi)

Y b
1 (jωi)

]
e i ∈ {1, 2, . . . ,m}.

Na Figura 2, é apresentado o algoritmo da
metodologia proposta para obtenção dos dados de
resposta em frequência de sistemas MISO. O al-
goritmo é subdividido em quatro partes.

Inicialmente, medem-se as entradas e as sáı-
das da planta, por meio de conversores A/D, com
um peŕıodo de amostragem T adequado às carac-
teŕısticas dinâmicas da planta. Em seguida, os da-
dos medidos são fracionados em janelas de tempo
de tamanho constante, numa quantidade no mı́-
nimo igual ao número de entradas e com dimen-
sões que preservem a qualidade das informações
no domı́nio da frequência. As informações conti-
das nas janelas são então analisadas, de tal forma
que as janelas que correspondem a entradas cons-
tantes ou com variações abaixo de um valor de
tolerância pré-definido, são descartadas.

Na implementação computacional desta fase,
armazenam-se os vetores de tempo, dos sinais de
entrada e de sáıda nas colunas de uma matriz tri-
dimensional. Em seguida, estes dados são fraci-
onados em intervalos de tempo constantes e dis-
postos em uma matriz tridimensional, tomando o
formato de um conjunto de fichas (ou páginas),
conforme ilustrado na Figura 3. Quando uma fi-
cha apresenta pequenas variações em todos os seus
sinais de entrada, ela é descartada.

Uma nova matriz tridimensional é obtida a
partir da aplicação da FFT nas colunas das fichas
não eliminadas. Em cada ficha, a coluna do vetor
de tempo é substitúıda por valores de frequência
com espaçamento linear, resultado da aplicação da
FFT.

Visando a redução do esforço computacional
e do tempo de processamento e de forma a evitar
cálculos que considerem dados irrelevantes, é rea-
lizada a seleção de valores de frequência, de acordo
com os seguintes critérios: a) pontos de máximo;
b) limite mı́nimo de corte e c) limite proporcio-
nal à média do sinal. Dependendo do espectro de
frequências do sinal, a simples utilização de ape-
nas um dos critérios pode ser empregada. Pode ser
adotada a combinação destes critérios, de maneira
sequencial ou simultânea.
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Figura 2: Processo de obtenção da MRF para
sistemas MISO.

Figura 3: Matriz tridimensional de dados.

No critério de pontos de máximo, selecionam-
se, no espectro de frequência do sinal sob aná-

lise, os valores cujas amplitudes são pontos de má-
ximo, isto é, aqueles com amplitudes maiores que
as dos pontos imediatamente anterior e posterior.
No segundo critério, limite mı́nimo de corte, um
valor limite em amplitude é definido e os valores
de frequência cujas amplitudes estiverem abaixo
deste limite são descartados. Por fim, no ter-
ceiro critério, limite proporcional à média do sinal,
calcula-se a média das amplitudes do espectro de
frequência e um valor múltiplo desta média é esco-
lhido como limite de corte, ou seja, os valores que
estiverem abaixo deste limite são descartados.

O algoritmo segue então para a determinação
da resposta em frequência através da resolução de
vários Sistemas de Equações Lineares (SEL). Em
cada iteração, obtém-se um SEL selecionando a
quantidade de fichas necessárias, que é igual ao
número de entradas da planta cujo modelo deve
ser identificado. A escolha das fichas em cada ite-
ração pode ser feita de duas maneiras, de forma
sequencial ou aleatória. Na primeira, as fichas
são escolhidas sequencialmente dentro do universo
existente. Assim, por exemplo, no caso de uma
planta com três entradas, as fichas são escolhi-
das sequencialmente de três em três. Já na se-
gunda maneira, três fichas são selecionadas alea-
toriamente a cada iteração dentro do universo de
fichas existente.

Cabe ainda observar que os coeficientes do
SEL em (3) são números complexos. Isto
pode acarretar erros numéricos em sua resolução,
quando a ordem do sistema for elevada. Uma
alternativa para reduzir estes erros é a trans-
formação deste SEL com coeficientes complexos
em outro com coeficientes reais (Militaru and
Popa, 2012), subdividindo as equações formadas
por cada linha destes sistemas em duas novas
equações, uma formada pela parte real e a outra
pela parte imaginária. Com isto, dobra-se o nú-
mero de equações, mas estas passam a ter coefici-
entes reais, o que garante que as variáveis calcu-
ladas também sejam reais. A próxima tarefa con-
siste em verificar o condicionamento do sistema
para cada valor de frequência, sendo utilizados
apenas aqueles que estiverem dentro de uma faixa
aceitável. A resolução do SEL é feita por escalona-
mento parcial e retrossubstituição (Strang, 2006).
Por fim, as incógnitas reais calculadas no sistema
de equações são transformadas em dados comple-
xos, compondo a resposta em frequência do sis-
tema na frequência calculada.

O procedimento é repetido até que o número
de iterações atinja um valor máximo previamente
definido. Os resultados obtidos a partir da resolu-
ção dos vários SEL são armazenados, de tal ma-
neira que ao final deste processo, estejam dispońı-
veis para cada frequência um conjunto de posśıveis
valores de resposta em frequência. Desses conjun-
tos, poderão ser determinados os valores médios,
máximos e mı́nimos, além de possibilitar que se-
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jam descartados os dados que estejam fora de um
intervalo calculado em função do desvio-padrão
encontrado.

2.3 Extensão para o caso MIMO

No caso de um sistema MIMO, as equações
no domı́nio da frequência que relacionam as p en-
tradas às q sáıdas, podem ser escritas como:

U1(jωi)G11(jωi)+ ... +Up(jωi)G1p(jωi) = Y1(jωi)

U1(jωi)G21(jωi)+ ... +Up(jωi)G2p(jωi) = Y2(jωi)

...
...

...

U1(jωi)Gq1(jωi)+ ... +Up(jωi)Gqp(jωi) = Yq(jωi)

onde i ∈ {1, 2, . . . ,m}.
O problema pode ser resolvido, decompondo-o

em q problemas MISO, referentes à cada uma das
q sáıdas. Como não há impedimento para que as
medidas dos sinais de entradas e de sáıdas sejam
feitas simultaneamente, a obtenção dos dados de
resposta em frequência de sistemas MIMO difere
em relação ao caso MISO praticamente apenas na
quantidade de sistemas de equações lineares que
devem ser resolvidos. Para cada iteração, é ne-
cessário resolver q SEL ao invés de apenas um.
Cabe observar que é posśıvel alterar o algoritmo
de maneira a resolver apenas um grande sistema
de equações lineares, envolvendo todos os elemen-
tos da MRF. Entretanto, esta questão não traz
qualquer vantagem em termos computacionais ou
numéricos, mas apenas no sentido algébrico.

3 Exemplos de Aplicação

São apresentadas quatro aplicações, visando
ressaltar potencialidades e limitações da meto-
dologia de obtenção de dados de resposta em
frequência proposta neste trabalho. O primeiro
exemplo é um sistema real, onde os dados utili-
zados possuem rúıdos decorrentes do processo de
aquisição. No segundo, a metodologia é aplicada
em um circuito implementado com amplificadores
operacionais. O terceiro exemplo é acadêmico e
visa simular a identificação de um sistema onde as
entradas não podem ser manipuladas. O quarto
exemplo trata a questão da linearidade.

Após a aplicação do método proposto, a me-
todologia de identificação apresentada em (Ades
and Silveira, 2006) é utilizada para obtenção dos
modelos.

Para efeito de determinação do custo de ajuste
dos modelos identificados, considera-se o seguinte
critério:

J = ‖G(jω)−Gn
e (jω)‖2 . (5)

3.1 Sistema SISO: servo motor

Este exemplo serve para ilustrar o caso de
identificação do modelo de um sistema real, onde

os sinais temporais apresentam rúıdos decorrentes
do processo de aquisição de dados. Trata-se de um
módulo didático destinado a realização de experi-
ências de controle de posição e velocidade angula-
res. É composto por um servo motor de corrente
cont́ınua, acionado por um driver linear transis-
torizado, um transdutor de posição tipo servo-
potenciômetro e um transdutor de velocidade do
tipo tacômetro.

Os dados de resposta em frequência foram ob-
tidos utilizando seleção de valores de frequência
pelos critérios de pontos de máximo e de limite
proporcional à média do sinal. Para aplicação da
FFT nos sinais de entrada (tensão em V) e de
sáıda (tensão em V proporcional à posição angu-
lar), foram utilizadas N = 4096 amostras. A Fi-
gura 4 ilustra os sinais temporais de entrada, de
sáıda do Servo Motor e da resposta gerada pelo
modelo identificado de segunda ordem, G2

11(s), em
um intervalo de dez segundos.

Figura 4: Sinais de entrada, de sáıda do Servo
Motor e resposta do modelo.

3.2 Sistema MISO: filtros Butterworth e
Chebyshev.

Neste exemplo, busca-se identificar o mo-
delo de um circuito implementado com amplifi-
cadores operacionais utilizando um programa si-
mulador de circuitos. O primeiro canal se re-
fere a um circuito que representa um filtro ativo
passa-baixa Chebyshev e o segundo um passa-alta
Butterworth.

Os sinais relativos às entradas foram gerados
utilizando a função chirp na configuração do ge-
rador de sinais do simulador de circuitos. A utili-
zação deste sinal, possibilita agilizar o processo de
aquisição de dados e o processamento computaci-
onal, pois permite excitar o sistema de tal forma
a garantir que as suas principais caracteŕısticas
dinâmicas estejam presentes nos dados medidos,
tendo em vista apresentar valores de frequência
em toda a faixa de interesse. Foram realizadas
medições em seis intervalos de tempo, totalizando
três segundos. Deve ser considerado que, em casos
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de aplicações práticas, poderão ocorrer dispersões
nos dados de resposta em frequência, decorrente
de rúıdos nos sinais de entradas e de sáıdas me-
didos. Com isto, a realização de uma quantidade
maior de iterações poderá ser necessário.

Aplicando a metodologia proposta,
obtiveram-se os dados de resposta em frequência
para os dois canais. Em seguida, os modelos de
ordem estimada três a sete foram identificados.
Na Tabela 1, são apresentados os custos de ajuste
calculados para os dois canais. Considerando
estes valores e a complexidade matemática envol-
vida, foram escolhidos o modelo de ordem cinco
para o primeiro canal e o de ordem seis para o
segundo. Na Figura 5, são apresentados os dados
de resposta em frequência do circuito e do modelo
identificado.

Tabela 1: Custos obtidos para o Exemplo 3.2.

Ordem G11(s) G12(s)

3 6,8717 0,2669
4 0,8482 0,7325
5 0,0446 0,2702
6 0,3345 0,1411
7 0,0175 0,1732

(a)

(b)

Figura 5: Diagramas de resposta em frequência:
(a) Canal 1 e (b) Canal 2.

Para validar o modelo identificado, foi reali-
zada uma análise comparativa entre a sáıda tem-
poral do modelo identificado com a sáıda medida
do sistema sujeitas à mesma entrada chirp. O
comportamento das curvas foi semelhante em toda
a simulação. Na Figura 6, são apresentados deta-
lhes de intervalos dos sinais temporais.

(b)

(c)

Figura 6: Intervalos dos sinais de sáıda medido
no sistema e gerado pelo modelo identificado:
(a) 0,205s a 0,217s e (b) 0,225s a 0,238s.

3.3 Sistema MIMO: exemplo acadêmico

O objetivo a ser alcançado neste exemplo é
o de simular a aplicação da metodologia proposta
em processos industriais, onde as entradas não po-
dem ser manipuladas. A identificação de sistemas
é particularmente útil nestes casos, quando não se
conhece o modelo matemático da planta. A MFT
do sistema teste é apresentada em (6). Obvia-
mente, no caso da presente análise, o fato de se
conhecer a priori o modelo matemático da planta
não invalida o processo de identificação, posto que
tal modelo é utilizado apenas para fornecer a res-
posta temporal de uma planta equivalente e per-
mitir a comparação com o modelo identificado.

G(s) =


1

(s+1)5
1−1,4s
(s+1)3

2(0,5s+1)e−0,1s

(s+1)(4s+1)
1

(2s+1)4

 (6)

Neste exemplo, os sinais de entrada foram ge-
rados a partir da soma de pulsos retangulares, cu-
jas amplitudes e larguras variam aleatoriamente
com o tempo. Os sinais das entradas e das sáı-
das foram gerados com adição de rúıdo gaussi-
ano branco, com relação sinal-rúıdo igual a 20
dB. Cada iteração correspondeu a um intervalo de
tempo de 500s. Os dados de cada iteração foram
fracionados em duas fichas, necessárias à resolu-
ção do sistema de equações lineares. Foram utili-
zados 1000 iterações e a MRF foi sendo atualizada
a cada iteração, por meio da média recursiva dos
resultados. O peŕıodo de amostragem definido foi
0, 05s e o número de pontos N na aplicação da
FFT igual a 8192. Os valores das frequências fo-
ram selecionados pelos critérios de limite mı́nimo
de corte e por limite proporcional à média do sinal.
Foram selecionados em média 50 pontos de 4096.
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Na Tabela 2, são apresentados os custos de ajuste
obtidos. Considerando estes valores e o critério da
menor complexidade, obtiveram-se modelos de or-
dem 2 para três canais. No modelo estimado para
G22(s), obteve-se ordem 3. A ordem dos modelos
obtidos está compat́ıvel com a do sistema original,
sendo inclusive menor em três canais. A escolha
da faixa de frequência a ser ajustada foi o fator
que possibilitou este resultado.

Tabela 2: Custos obtidos para o Exemplo 3.3.

Ordem G11(s) G12(s) G21(s) G22(s)

1 4,8842 5,7323 0,8053 4,2295
2 0,8634 0,3614 0,2472 0,9003
3 1,5802 0,8759 0,2987 0,2952
4 0,9962 0,4709 0,2679 0,4111
5 1,4820 1,0775 0,2800 0,2506

Na Figura 7, é apresentado o diagrama de res-
posta em frequência do canal 11 (maior custo re-
lativo) do sistema com o do modelo identificado
G2

11(s).

Figura 7: Diagrama de resposta em frequência
do sistema e modelo identificado G2

11(s).

Para fins de validação do modelo multiva-
riável identificado, foi realizada uma simulação
avaliando-se comparativamente os sinais tempo-
rais das sáıdas do sistema original e do modelo,
sujeitos às mesmas entradas, num intervalo de
tempo de 100s. Na Figura 8, são apresentadas
as sáıdas obtidas. Nota-se que as curvas do mo-
delo possuem um comportamento semelhante às
do sistema original.

3.4 Sistema não linear: missil ar-ar

Neste exemplo, visa-se identificar um modelo
linear em torno de um ponto de operação a par-
tir de um modelo não-linear, manipulando devida-
mente o sinal de entrada e medindo as correspon-
dentes sáıdas no domı́nio do tempo. Utilizou-se
o modelo não-linear relativo ao canal de elevação
de um mı́ssil ar-ar, proposto por (Reichert, 1992)
e (Nichols et al., 1993), cuja dinâmica modelada
representa um mı́ssil voando a uma altitude de
20.000 pés (ft).

(a)

(b)

Figura 8: Sinais temporais das sáıdas do
sistema e respostas do modelo estimado:

(a) Sáıda 1 e (b) Sáıda 2.

O tempo de simulação foi 200 s. No instante
de tempo t = 0 s foi introduzido um sinal de-
grau, com amplitude igual a um, para levar o
sistema para o ponto de operação. Em seguida,
em t = 40 s, foi adicionado ao sinal de entrada
um outro sinal, um trem de pulsos retangulares
com amplitude igual a 0, 1 graus. Utilizando a
metodologia proposta, obtiveram-se os dados de
resposta em frequência relativos aos dois canais.
Foram subtráıdos dos sinais de entrada e sáıdas,
os valores relativos ao sinal constante (entrada de-
grau), necessário apenas para levar o sistema não-
linear para o ponto de operação. Na seleção de
pontos de frequência foram utilizados os critérios
de pontos de máximo e o de valor mı́nimo de corte.

Na Figura 9, são apresentados os dados de
resposta em frequência calculados a partir dos si-
nais temporais da entrada e das sáıdas do modelo
não-linear e os gerados pelo modelo identificado
G2

11(s) de segunda ordem.

Figura 9: Diagrama de resposta em frequência
do modelo não-linear e de G2

11(s).

Para avaliar os modelos identificados, ambos
de segunda ordem, quanto ao comportamento de
suas respostas no domı́nio do tempo, foi reali-
zada uma simulação em um intervalo de tempo
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de 200 s. Um sinal degrau, de amplitude igual a
um, foi inicialmente introduzido no modelo não li-
near para levá-lo ao ponto de operação desejado.
Em seguida, um outro sinal degrau de amplitude
igual a 0, 1 foi introduzido em ambos os modelos.
Na Figura 10, são apresentados os sinais tempo-
rais relativos às duas sáıdas, obtidos do modelo
não-linear e da MFT identificada. Foram selecio-
nados apenas os intervalos de tempo de interesse
com o ajuste das escalas de tempo e de amplitude.
Observa-se que as sáıdas do modelo identificado
se comportam como as do modelo não-linear em
torno do ponto de operação.

(a) (b)

Figura 10: Sinais temporais das sáıdas do
modelo não-linear e do modelo identificado:

(a) sáıda y1(t) e (b) sáıda y2(t).

Para um sinal de entrada de maior ampli-
tude, as não linearidades do sistema são excita-
das. Com isto, percebe-se que o comportamento
das sáıdas das FT identificadas a uma pertubação
qualquer nas entradas diferem daquele apresen-
tado pelo modelo não-linear. Isto se deve ao fato
do modelo identificado ser linear. Na Figura 11,
é apresentado o resultado comparativo decorrente
de uma entrada degrau empregada no modelo não
linear com amplitude igual a dez e, em seguida,
uma entrada degrau de amplitude igual a 0, 1 em
ambos os modelos.

(a) (b)

Figura 11: Sinais temporais, das sáıdas do
modelo não-linear e do identificado para grandes

perturbações na entrada:
(a) sáıda y1(t) e (b) sáıda y2(t).

4 Conclusões

O método proposto neste artigo, para identi-
ficação de sistemas multivariáveis no domı́nio da
frequência, pressupõe a medição de sinais de en-

trada e sáıda, no domı́nio do tempo, suficiente-
mente ricos de informações sobre a dinâmica da
planta em todo o espectro de interesse. A qua-
lidade da resposta em frequência obtida melhora
a cada iteração do processo de identificação, pois
a medida que novos dados são processados, novas
informações relevantes são consideradas no pro-
blema. Essa é uma vantagem, pois o SEL (2.2) a
ser resolvido é de ordem baixa e variante a cada
iteração.
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