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Abstract— This works presents two methods for quantifying the time-varying relationship between groups
of variables. The first method uses an instantaneous decomposition of the data based on Canonical Correlation
Analysis (CCA) and Principal Component Analysis (PCA) whereas the second method uses a time-varying
covariance estimation with an exponential forgetting factor. The methods are used to quantify the time-varying
relationship between vocal tract and face motion data collected during a speech production experiment. The
results detected that along time, association between vocal tract and face behavior oscillates up to 18%.

Keywords— instantaneous correlation, multivariate correlation, canonical correlation analysis, correlation
map analysis.

Resumo— Este trabalho apresenta dois métodos para quantificar a associação instantânea entre grupos de
variáveis. O primeiro método usa uma decomposição instantânea dos dados com base na Análise em Componentes
Canônicas e Análise em Componentes Principais ao passo que o segundo método usa uma estimação instantânea
da matriz de covariância com base em um fator de esquecimento exponencial. Os métodos são usados para
quantificar a relação instantânea entre dados de movimento do trato vocal e da face coletados durante um
experimento de produção da fala. Foram encontradas grandes variações nos valores da associação entre tais
grandezas. A extensão dessas variações é de até 18%.

Palavras-chave— correlação instantânea, correlação multivariada, análise em componentes canônicas, análise
por mapas de correlação.

1 Introdução

O estudo da associação entre variáveis é tema de
constante interesse em diversas áreas da Engenha-
ria, como por exemplo na análise de séries tempo-
rais e identificação de sistemas. Uma das medi-
das mais comumente utilizadas para quantificar
o grau de associação entre um par de variáveis
é o coeficiente de correlação de Pearson (Benesty
et al., 2009). Esta medida captura a correlação
linear global entre duas variáveis. Apesar de am-
plamente utilizado, o coeficiente de correlação de
Pearson apresenta algumas limitações importan-
tes. Um exemplo são situações onde o grau de
associação entre duas variáveis varia ao longo do
tempo e deseja-se capturar esta variação temporal.
Neste tipo de cenário, estimar coeficientes estáti-
cos (i.e., Pearson) ao invés de variantes no tempo
pode ofuscar comportamentos momentâneos, pois
o que está sendo capturado não é um valor instan-
tâneo, mas sim um valor médio sobre o intervalo
de tempo considerado. Uma estimação variante
no tempo pode auxiliar a encontrar um eventual
ganho ou perda de correlação em certos momen-
tos e identificar novos padrões. Exemplos de apli-
cações onde este tipo de abordagem é pertinente
vão desde o estudo da heterocedasticidade em va-
riáveis financeiras (Hamilton, 1994) até detecção
de padrões na área de fala e linguagem corporal
(Barbosa et al., 2008; Barbosa et al., 2012).

O cenário descrito acima é conhecido como

bivariado (i.e., entre duas variáveis). Uma gene-
ralização importante são os casos multivariados,
onde se busca determinar o grau de associação en-
tre grupos de múltiplas variáveis. Em tais cená-
rios, o coeficiente de correlação de Pearson não se
aplica diretamente. Apesar de haver muitas abor-
dagens para representar a associação em cenários
multivariados, como por exemplo redes comple-
xas (Arenas et al., 2008; Lezon et al., 2006) e te-
oria de matriz aleatória (Jafari et al., 2011), pou-
cas referências existem com métodos espećıficos
para o caso da análise entre grupos de variáveis.
Na área de processamento audiovisual da fala, um
exemplo de problema onde a análise da associação
entre grupos de séries temporais pode ser aplicada
são os estudos que buscam quantificar a associa-
ção entre os movimentos do trato vocal e da face.
Em (Yehia et al., 1998; Yehia et al., 1999; Yehia
et al., 2002), modelos lineares e não lineares fo-
ram utilizados para descrever a relação estática
entre os dois grupos de variáveis. Esses trabalhos
quantificaram a porcentagem da variância em um
domı́nio que pode ser explicada a partir do outro.
No entanto, estudos quantificando como a rela-
ção entre esses domı́nios varia ao longo do tempo
ainda não foram realizados.

O presente trabalho propõe um novo método
para quantificar a associação multivariada instan-
tânea entre grupos de variáveis. O método aqui
apresentado pode ser bastante útil, pois captura
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variações sobre o valor da correlação ao longo do
tempo, normalmente ignoradas por modelos está-
ticos; realiza uma associação entre grupos, tema
que possui pouco foco mesmo com diversos méto-
dos multivariados propostos, além de poder ser
aplicado em um grande número de problemas.
Como exemplos de potenciais aplicações do mé-
todo proposto, podemos citar alinhamento de si-
nais (DTW – Dynamic Time Warping), reconhe-
cimento de padrões transitórios em reprodução de
fala humana para criar um sistema de śıntese mais
realista, análise de sincronismo de fase (Repp and
Su, 2013; Li et al., 2007), além de um eventual
aperfeiçoamento de métodos baseados em análise
de fatores.

O método aqui proposto baseia-se na medida
de covariância instantânea proposta em (Barbosa
et al., 2012). Como esta medida aplica-se so-
mente ao caso bivariado (i.e., par de variáveis),
ela é aqui expandida para o caso multivariado
e usada para construir uma matriz de covariân-
cia variante no tempo. Em seguida, esta ma-
triz de covariância instantânea é usada para de-
finir uma medida de associação entre grupos de
variáveis com base na Análise em Componentes
Principais (PCA – Principal Component Analy-
sis (Timm, 2002)) e na Análise em Componentes
Canônicas (CCA – Canonical Component Analy-
sis) (Timm, 2002; Borga, 2001). Por fim, é apre-
sentado um exemplo de aplicação onde o método
proposto é usado para quantificar a associação va-
riante no tempo entre movimentos do trato vocal
e da face (Yehia et al., 1998).

O restante deste trabalho está organizado
como descrito a seguir. Na Seção 2 é apresen-
tada a metodologia e as ferramentas matemáticas
necessárias para a compreensão do método pro-
posto. Na Seção 3 é apresentado o estudo com
dados reais para testar ferramenta desenvolvida.
A Seção 4 apresenta a conclusão do trabalho.

2 Metodologia

Para estimar a associação entre grupos de variá-
veis, será realizada uma análise de qual porcenta-
gem da variância é compartilhada pelos dois gru-
pos e como essa medida varia ao longo do tempo.
O problema da variância compartilhada pode ser
ilustrado com o aux́ılio do diagrama de Venn da
Figura 1. Nesta figura, os ćırculos representam
a variância total de cada grupo. A interseção en-
tre os ćırculos representa a variância compatilhada
pelos grupos. Quanto maior tal interseção, maior
a associação. Ao longo deste trabalho, os grupos
sempre serão chamados de x = [x1, x2, · · · , xnx

]T

e y = [y1, y2, · · · , yny
]T e as relações entre as va-

riáveis serão descritas pelas matrizes de covariân-
cia

Cxx = E[(x− x̄)T (x− x̄)] (1)

Cyy = E[(y − ȳ)T (y − ȳ)] (2)

e covariância cruzada

Cxy = E[(x− x̄)T (y − ȳ)] (3)

onde x̄ = E[x] e ȳ = E[y]. Uma primeira abor-
dagem para encontrar a variância compatilhada
seria tentar reduzir o hiperplano formado pelas
variáveis presentes dentro de cada grupo a uma
única dimensão e aplicar a correlação de Pearson
variante no tempo (Barbosa et al., 2012) sobre as
novas variáveis. Uma forma de se atingir tal obje-
tivo seria realizar uma Análise em Componentes
Principais (PCA – Principal Component Analy-
sis) sobre cada um dos grupos e trabalhar somente
com a primeira componente principal. Essa abor-
dagem é pertinente apenas se as variáveis dentro
de cada grupo possuirem um alto grau de redun-
dancia entre elas.

Na abordagem anterior ocorrerá uma perda
natural de informação, ocasionada pela redução
de dimensionalidade. Logo, a melhor solução se-
ria utilizar uma abordagem multivariada. Por esse
motivo em (Yehia et al., 1998) é proposto uma
transformação afim com uma versão do coeficiente
de correlação de Pearson para casos multivariados
(PPMCC). O problema de tal método é que na
maioria dos casos, as variáveis estão correlaciona-
das, ou seja, as matrizes Cxx, Cyy e Cxy não são
diagonais e isso pode acarretar erros na quantifi-
cação.

O algoritmo tem a seguinte sequencia. Pri-
meiramente, o método da covariância instantânea
(Barbosa et al., 2012) será expandido para esti-
mar uma matriz de covariância variante no tempo
(Subseção 2.1). Em um segundo instante, serão
apresentadas as análises em componentes canô-
nicas e principais (Subseção 2.2), descorrelacio-
nando as variáveis e posteriormente, serão apre-
sentadas as medidas de associação entre grupos
de variáveis variantes no tempo (Subseção 2.3).

2.1 Covariância Variante no Tempo

Conforme descrito na introdução deste trabalho,
em (Barbosa et al., 2012) é apresentada uma
forma de se calcular a covariância instantânea en-
tre duas variáveis, x(k) e y(k). Tal covariância
bivariada, c(k) definida como sendo

ĉ(k) = ŝ(k)− x̄(k)ȳ(k) (4)

pode ser estimada de forma recursiva pelo seguinte
conjunto de equações

ŝ(k) = aŝ(k − 1) + (1− a)x(k)y(k) (5)

x̄(k) = ax̄(k − 1) + (1− a)x(k) (6)

ȳ(k) = aȳ(k − 1) + (1− a)y(y) (7)
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1− γxy 1− γyx

γxy

Figura 1: Diagrama que descreve como a associ-
ação (γxy) pode ser estimada pela variância com-
partilhada pelos dois grupos. No caso da figura,
esta é representada pela interseção entre os dois
ćırculos. Se esta for nula, os dois grupos de variá-
veis são descorrelacionados.

e a = e−η e η é o parâmetro que ajusta o fator
de esquecimento. Entretanto no método que está
sendo proposto, precisa-se estimar as matrizes de
covariância entre as variáveis. Logo, uma repre-
sentação matricial e multivariada para as equações
apresentadas anteriormente acima pode ser dada
por

Ŝ(k) = aS(k − 1) + (1− a) v(k) vT (k) (8)

m̄(k) = a m̄(k − 1) + (1− a) v(k) (9)

Ĉ(k) = S(k)− m̄(k) m̄T (k) (10)

onde o vetor v(k) possui como termos os valo-
res das séries temporais no instante k: vvv(k) =
|x1(k), · · · , xnx

(k), y1(k), · · · , yny
(k)|T . As matri-

zes de covariância Cxx(k) e Cxx(k) e de covariân-
cia cruzada Cxy(k) podem ser encontradas pela
segmentação da matriz C(k)

C(k) =
Cxx(k) Cxy(k)
Cyx(k) Cyy(k)

(11)

2.2 Análise em Componentes Principais e Com-
ponentes Canônicas

Nesta subseção vamos apresentar dois métodos
que são utilizados para descrever relações multi-
variadas: a análise em componentes principais e a
análise em componentes canônicas

2.2.1 Análise em Componentes Principais

A Análise em Componentes Principais tem por
objetivo criar uma nova base ortonormal que dia-
gonalize a matriz de covariância das variáveis em
questão (Timm, 2002; Harris, 2001). Além disso,
a primeira componente principal p1(k) dada por

p1(k) = α′1x(k) (12)

deve possuir máxima variância. Na equação
acima, α1 é o vetor base que maximiza a variância
da componente. Em sequencia, a segunda com-
ponente principal é encontrada pelo vetor base α2

que maximize a variância da componente canônica
p2(k) respeitando a restrição de que esta deve ser
descorrelacionada da primeira. A nova matriz de
covariância é dada por

Cpp = ATCxxA (13)

onde as colunas de A são os vetores bases e a nova
matriz Cpp possui em sua diagonal os autovalores
de Cxx, [λx,1, λx,2, · · · , λx,nx

] que também são as
variâncias das componentes principais.

2.2.2 Análise em Componentes Canônicas

A análise em componentes canônicas tem por ob-
jetivo maximizar a correlação entre dois grupos de
variáveis. A técnica consiste em encontrar novas
bases a e b que diagonalizam as matrizes de co-
variância (Cxx, Cyy e Cxy) e, simultâneamente,
maximizam a associação entre os grupos. Em ou-
tras palavras, o problema se resume em encontrar
pares de vetores que sejam a solução do seguinte
problema de otimização

ρ = maxa,b
aTCxyb√

(aTCxxa)(bTCyyb)
(14)

O método efetua as seguintes mudanças de base:
x→ u e y→ v, onde

u = a1 a2 · · · anx

T
x (15)

e

v = b1 b2 · · · bny

T
y (16)

e as novas variáveis u e v são chamadas de com-
ponentes canônicas e são descorrelacionadas entre
si.

2.3 Variância compartilhada entre dois grupos
de variáveis

Como descrito na introdução, será realizado um
estudo sobre como a associação entre grupos de
variáveis pode ser avaliada a partir da variância
compartilhada entre eles. Nesta subseção, será
apresentado como extrair tal medida de associação
com o aux́ılio da PCA, estimando a porcentagem
de um grupo que pode ser estabelecida a partir do
outro e, posteriormente, apresentar como a CCA
pode oferecer um caminho para estabelecer uma
medida de associação que é comum aos dois gru-
pos. Tais grupos serão intitulados x e y e repre-
sentarão os movimentos da face e do trato vocal.

Como explicado na seção anterior, a análise
em componentes principais realiza uma tranfor-
mação espacial que diagonaliza matrizes de covari-
ância, ou seja, gera um novo conjunto de variáveis
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descorrelacionadas a partir da combinação linear
das variáveis apresentadas inicialmente. Assim, a
variância total de um agrupamento de variáveis
pode ser determinada simplesmente calculando-se
o traço da matriz de covariância. A porcentagem
da variância do grupo y que pode ser explicada a
partir de x é dada por

γy|x =

nx∑
i=1

λŷ,i
λy,i

(17)

onde ŷi é o valor da variável yi(k) estimada a par-
tir das variáveis presentes no vetor x(k). Este va-
lor é normalmente diferente da variância estimada
de x a partir de y , fato que sugere a criação de
um novo ı́ndice γx|y

γx|y =

ny∑
i=1

λx̂,i
λx,i

(18)

A utilização dessas duas medidas e a forma como
elas variam ao longo do tempo é especialmente in-
teressante para efeito de comparação com os re-
sultados apresentados anteriormente por (Yehia
et al., 1998). Todavia, uma medida única que de-
fina a associação entre os grupos γxy = γyx pode
ser mais adequada para algumas aplicações. Ela
pode ser estabelecida com o aux́ılio da análise em
componentes canônicas.

Em um cenário bivariado, o quadrado da cor-
relação de Pearson é conhecido como coeficiente
de determinação e representa a quantidade de
variância que pode ser representada da variável
y(k) a partir de a x(k). Expandindo o problema
para o caso multivariado, a associação entre gru-
pos de variáveis poderá ser definida como sendo
(Timm, 2002)

γxy =
1

s

s∑
i=1

ρ2i (19)

onde ρi são as correlações entre as componentes
canônicas e s = min(nx, ny). Tal medida somente
é válida no caso em que as componentes canôni-
cas estiverem normalizadas, ou seja, respeitarem
a seguinte condição

E[u2] = E[v2] = 1 (20)

Nesse cenário também é posśıvel apresentar qual
a porcentagem da variância dos grupos x e y que
não pode ser representada pelo outro grupo. Até
o resto do trabalho, vamos chamar a porcentagem
da variância de x que não pode ser estimada dado
y de γx−y e de y dado x de γy−x. Tal grandeza é
encontrada pela equação

γx−y = γy−x = 1− γxy =
1

s

s∑
i=1

(1− ρ2i ) (21)

3 Aplicação: detecção de coordenação
entre movimentos faciais e do trato

vocal

Nessa seção será apresentada como as medidas de
associação entre grupos de variáveis variante no
tempo pode ser utilizada para detecção de coor-
denação entre os movimentos da face e do trato
vocal. Os dados utilizados foram os mesmos que
em (Yehia et al., 1998). Esses foram coletados via
sensores de posição adicionados ao longo da ĺın-
gua e da face dos locutores. Todos os dados estão
amostrados a uma frequência de 60Hz. A posição
dos sensores é ilustrada na Figura 2. Os testes
foram realizados para duas sentenças, When the
sunlight strikes raindrops in the air, they act like
a prism and form a rainbow. e Sam sat on top of
the potato cooker and Tommy cut up a bag of tiny
potatoes and popped the beet tips into the pot., am-
bas pronunciadas pelo mesmo locutor, EVB. Para
cada sentença, foram estimadas as três métricas:
γxy(k), γx|y(k) e γy|x(k) para todos os instantes
de tempo k.

Na Tabela 1 são apresentados os valores mé-
dios, os desvios padrão, os máximos e os mı́ni-
mos atingidos para cada uma das medidas. Na
Figura 3 são apresentados os histogramas dos va-
lores. Para efeito de comparação com o trabalho
realizado em (Yehia et al., 1998), os resultados le-
vam em consideração o locutor e não são segmen-
tados por sentença, ou seja, são consideradas como
um único dado. O valor médio encontrado para
estimações da face a partir do trato vocal (γ̄x|y) é
maior que o encontrado por (Yehia et al., 1998),
0.92 contra 0.91 assim como a estimação dos mo-
vimentos do trato vocal a partir da face, 0.84 con-
tra 0.78. Isso se deve pelo fato de um modelo
variante no tempo ser capaz de captar não linea-
ridades. Como mencionado em todo o trabalho, o
fato de utilizar um método variante no tempo nos
permite ver como essa associação varia ao longo
do tempo. O resultado mais expressivo é a exten-
são de γy|x, onde os valores vão de 0.74 até 0.92,
uma extensão de 0.18 ou 18%.

Outra forma de representar os resultados é
através de mapas. Para isto, simplesmente subs-
tituimos o valor da correlação de Pearson (como
feito em Barbosa et al. (2012) e Li et al. (2007))
pelas medidas de associação apresentadas neste
trabalho. Neste caso, os sinais x(k) e y(k) são
comparados não apenas para o caso de defasagem
zero, mas também sobre uma faixa de valores de
defasagem entre os sinais: x(k−τ/2) e y(k+τ/2),
onde −d ≤ τ ≤ +d.

As variações dos valores de atraso τ estão re-
presentados no eixo das ordenadas enquanto os
valores de k estão representados no eixo das abs-
cissas. Tais mapas são apresentados nas figuras 4
e 5. Ao contrário do experimento anterior, os ma-
pas foram analisados considerando cada sentença,
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para que em trabalhos futuros possam ser estabe-
lecidas relações dos resultados com a acústica da
fala.

Figura 2: Distribuição dos sensores de posição no
experimento realizado. Na Figura (a) está repre-
sentado o posicionamento dos sensores no caso do
locutor original de ĺıngua inglesa e em (b) de ĺın-
gua japonesa. A posição dos sensores ao longo da
ĺıngua foi a mesma em ambos os experimentos e
está representada na Figura (c).

Figura 3: Histograma apresentado para os dados
de ambas as sentenças conjuntamente. Os gráficos
são apresentados na seguinte ordem: associação
entre variáveis baseada na análise em componen-
tes canônicas normalizadas γxy; porcentagem da
variância de x que pode ser explicada a partir de
y , γx|y(k); porcentagem da variância de y que
pode ser explicada a partir de x, γy|x(k).

4 Conclusão

Neste trabalho foi proposta uma medida de associ-
ação variante no tempo entre grupos de variáveis,

Tabela 1: Valores das medidas de associação
(γxy(k), γx|y(k), γy|x(k)) para as duas sentenças
concatenadas. Para cada medida é apresentado o
valor médio, o máximo, o mı́nimo e uma medida
de dispersão (desvio padrão).

γxy(k) γx|y(k) γy|x(k)
Média 0.82 0.92 0.84
Desvio Padrão 0.02 0.02 0.04
Máximo 0.87 0.96 0.92
Mı́nimo 0.74 0.85 0.74

Figura 4: Mapas obtidos para as seguintes me-
didas de associação entre grupos (de cima para
baixo): γxy(k), γx|y(k) e γy|x(k). Nesse exemplo,
a sentença pronunciada pelo locutor foi When the
sunlight strikes raindrops in the air, they act like
a prism and form a rainbow.

baseada numa expansão do método de covariân-
cia instantânea proposto em (Barbosa et al., 2012)
juntamente com a análise em componentes canôni-
cas. Os resultados apresentados demonstram que
a relação entre os movimentos do trato vocal e da
face variam ao longo do tempo em até de 18%, o
que não poderia ser notado pela análise via um
método estático. Sugere-se para estudos futuros
um estudo detalhado das causas que podem gerar
tais oscilações ao longo das sentenças pronuncia-
das.
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