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Bruno Sereni∗, Edvaldo Assunção∗, Marcelo C. M. Teixeira∗

∗Universidade Estadual Paulista (UNESP), Faculdade de Engenharia de Ilha Solteira
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Abstract— This paper proposes new LMI conditions for the design of gain scheduling controllers using static
output feedback. The proposed technique improves the performance of controllers which are dependent on a
time variable parameter, adjusting them in order to guarantee stability and also performance indexes such as the
decay rate even when some system states are not available. This proposal is based on the use of linear matrix
inequalities (LMIs) modeled using the Finsler’s Lemma. The validity of the achieved results is verified through
the presentation of simulations with theoretical examples.
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Resumo— Este trabalho propõe novas condições LMI para o projeto de controladores gain scheduling utili-
zando realimentação estática da sáıda. A técnica proposta aperfeiçoa o desempenho de controladores dependentes
de um parâmetro variante no tempo, adaptando-os para garantir estabilidade e parâmetros de desempenho tais
como a taxa de decaimento mesmo quando alguns estados do sistema não encontram-se dispońıveis. A proposição
se dá através do uso de desigualdades matriciais lineares (LMIs) modeladas através do uso do Lema de Finsler.
A validade dos resultados obtidos é comprovada através da apresentação de simulações com exemplos teóricos.

Palavras-chave— Gain Scheduling, Realimentação Estática de Sáıda, Desigualdades Matriciais Lineares.

1 Introdução

Nas últimas décadas, muitos trabalhos abor-
dando o controle gain scheduling vêm sendo apre-
sentados pela comunidade cient́ıfica, embora exis-
tam relatos de trabalhos aplicando esta técnica
em problemas nas áreas da indústria automotiva
e militar antes mesmo dos anos 1990 (Rugh and
Shamma, 2000). Diferentes abordagens têm sido
utilizadas, desde técnicas de linearização, obser-
vada em trabalhos mais clássicos, até o uso de
funções de Lyapunov variáveis no tempo (Rugh
and Shamma, 2000). Um aspecto que motiva for-
temente o estudo deste assunto é o fato de que
o controle gain scheduling fornece solução para
sistemas que possuem parâmetros que variam no
tempo, sejam eles lineares, ou não lineares mode-
lados através de modelos lineares (Montagner and
Peres, 2006).

A técnica mais comum para realimentação do
sistema de controle gain scheduling é a realimen-
tação de estados, de forma que diversos trabalhos
vêm sendo desenvolvidos neste âmbito. Por exem-
plo, Al-Jiboory (2016) apresenta a śıntese de ga-
nhos considerando rúıdos no parâmetro variante
no tempo aliado a otimização de performance em
termos das normas H2 e H∞. Já Montagner and
Peres (2006) propõe o cálculo do ganho de rea-
limentação de estados utilizando uma função de
Lyapunov dependente de parâmetro, o que confere
ao sistema estabilidade robusta. Além disso, algu-
mas técnicas diferentes têm sido abordadas, como
é o caso da realimentação derivativa de estados
apresentada em Llins (2015), muito útil quando a
derivada dos estados do sistema é facilmente ob-
tida.

Ainda, relata-se a técnica de realimentação de

sáıda aplicada ao gain scheduling, que representa
uma solução para sistemas que não dispõem de
acesso a todos os elementos do vetor de estados.
A literatura apresenta duas estratégias para o pro-
jeto desse tipo de controlador. A primeira delas
diz respeito à realimentação dinâmica de sáıda,
abordada em trabalhos como De Caigny et al.
(2012), que explora o caso de sistemas discretos
no tempo. Por sua vez, a segunda trata-se da rea-
limentação estática de sáıda, abordada em estudos
como os de Manesco (2013), Peaucelle and Arze-
lier (2001) e Mehdi et al. (2004).

Este trabalho visa propor uma teoria para pro-
jeto de controladores gain scheduling considerando
realimentação estática da sáıda. Tal proposição
dá-se via utilização de desigualdades matriciais li-
neares (LMI, do inglês Linear Matrix Inequalities).
Inicialmente, apresenta-se uma proposta para ga-
rantia da estabilidade, baseada na existência de
uma função de Lyapunov quadrática e, em se-
guida, promove-se a inclusão da taxa de decai-
mento visando melhorar o desempenho do tran-
sitório do sistema.

Destaca-se como uma caracteŕıstica relevante
desta proposição o fato de que as condições obtidas
não apresentam dependência com a frequência do
parâmetro variante no tempo, o que fornece maior
flexibilidade à aplicação prática do método. Além
disso, as condições LMI propostas não envolvem o
cálculo da inversa de matrizes literais, o que im-
plica em uma menor complexidade matemática as-
sociada ao método. Em sua elaboração, fez-se uso
do Lema de Finsler, uma importante ferramenta
que vem sendo largamente utilizada para resolver
problemas não convexos por meio da relaxação de
LMIs via inserção de variáveis de folga (Mozelli
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et al., 2010). Por fim, foram realizadas análises de
simulações de um sistema hipotético com o intuito
de atestar a validade dos teoremas propostos.

2 Controle Gain Scheduling via
Realimentação Estática de Sáıda

Considere o sistema linear com parâmetro
mensurável e variável no tempo, e controlabilidade
completa da sáıda:

ẋ(t) = A(α(t))x(t) +Bu(t), y(t) = Cx(t) (1)

sendo x(t) ∈ R
n o vetor de estados, y(t) ∈ R

p

a sáıda medida e u(t) ∈ R
m a entrada de con-

trole, enquanto A(α(t)) ∈ R
n×n, B ∈ R

n×m e
C ∈ R

p×n são matrizes compostas por parâmetros
do sistema.

A matriz A(α(t)) pertence a um domı́nio po-
litópico parametrizado cuja natureza é generica-
mente definida por

M(α(t)) =

N
∑

j=1

αj(t)Mj , α(t) ∈ ∧N (2)

sendo M(α(t)) qualquer matriz dependente de pa-
râmetro, Mi é o i-ésimo vértice do respectivo poli-
topo, N é o número de vértices e ∧N é o conjunto
simplex unitário, definido como

∧N = {α(t) ∈ R
n :

N
∑

j=1

αj(t) = 1;

αj(t) ≥ 0; j = 1, ..., N} (3)

Admitindo que a lei de controle gain schedu-

ling seja definida por:

u(t) = L(α(t))y(t), (4)

então o sistema (1) em malha fechada por rea-
limentação de sáıda com parâmetro variante no
tempo é dado por:

ẋ(t) = (A(α(t)) +BL(α(t))C)x(t) (5)

sendo L(α(t)) a matriz de ganho de realimentação
de sáıda com parâmetro variante no tempo.

Sendo determinante para a obtenção da solu-
ção do problema considerado, a seguir, apresenta-
se o Lema de Finsler.

Lema 1 (Lema de Finsler) Considere W ∈
R

n, S ∈ R
n×n e R(α(t)) ∈ R

m×n com posto
(R(α(t)) < n) e R(α(t))⊥ uma base para o espaço
nulo de R(α(t)) (isto é R(α(t))R(α(t))⊥ = 0).

Então as seguintes condições são equivalentes:

(i) W
′
S W < 0, ∀W 6= 0, R(α(t))W = 0,

(ii) R(α(t))⊥
′

S R(α(t))⊥ < 0,

(iii) ∃ρ ∈ R : S − ρR(α(t))′R(α(t)) < 0,

(iv) ∃χRn×m :S +χR(α(t))+R(α(t))′χ′<0,

sendo ρ e χ variáveis adicionais (ou multiplicado-
ras).

Prova: Veja Skelton et al. (1997) e de Oliveira and
Skelton (2001). ✷

3 Projeto do Controlador

De forma similar a metodologia apresentada
em Manesco (2013), o projeto do controlador
L(α(t)) é realizado em dois estágios. O primeiro
estágio tem como objetivo determinar um contro-
lador K tal que estabilize assintoticamente o sis-
tema:

ẋ(t) = (A(α(t)) +BK)x(t), (6)

que corresponde a (1) quando realimentado se-
gundo a lei de controle de realimentação de estados
u(t) = Kx(t).

Segundo Boyd et al. (1994), uma condição su-
ficiente para que o sistema (6) seja quadratica-
mente estável via realimentação de estados é que
existam matrizes W ∈ R

n×n e K ∈ R
m×n, sendo

W = W ′ > 0, de forma que

AjW +WA′
j +BZ + Z ′B′ < 0. (7)

Em caso afirmativo, o controlador K é dado
por:

K = ZW−1. (8)

No segundo estágio, visa-se projetar o contro-
lador L(α(t)) com parâmetro variante no tempo
utilizando o ganho K obtido no primeiro estágio.

No intento de aperfeiçoar-se a resposta do sis-
tema (1), adiciona-se a taxa de decaimento γ no
projeto de controle, o que implica em posicio-
nar os autovalores do sistema no semi-plano es-
querdo a uma distância mı́nima γ do eixo ima-
ginário (Xie, 2008). A taxa de decaimento pode
apresentar valores distintos em cada um dos dois
estágios de projeto, sendo assim definidas por β e
γ, respectivamente.

E, também de acordo com Boyd et al. (1994), o
controlador K = ZW−1 garante estabilidade qua-
drática do sistema (1) via realimentação de estados
considerando inclusão de taxa de decaimento β se
existirem matrizes W ∈ R

n×n e K ∈ R
m×n, sendo

W = W ′ > 0, de forma que

AjW +WA′
j +BZ + Z ′B′ + 2βW < 0. (9)

Baseado no trabalho apresentado por Manesco
(2013), são propostas a seguir formulações LMI
que permitem obter L(α(t)) que viabilize o con-
trole gain scheduling via realimentação de sáıda
com parâmetro variante no tempo.

Teorema 1 (Estabilidade) Dado um ganho K
tal que A(α(t)) + BK seja assintoticamente está-
vel, existe um ganho estabilizante de realimentação
de sáıda com parâmetro variável no tempo L(α(t))
tal que A(α(t))+BL(α(t))C seja assintoticamente
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estável, se existirem uma matriz simétrica definida
positiva P, matrizes F,G,H e Ji tais que





A′
jF

′ + FAj +K ′B′F ′ + FBK

P − F ′ +GAj +GBK

B′F ′ + JjC −HK

∗ ∗
−G−G′ ∗
B′G′ −H −H ′



 < 0 (10)

para j=1,2,...,N, sendo ∗ o respectivo bloco simé-
trico. No caso afirmativo, o ganho de realimenta-
ção de sáıda com parâmetro variante no tempo é
dado por:

L(α(t)) = H−1J(α(t)), (11)

sendo J(α(t)) uma matriz dependente de parâme-
tro pertencente a um domı́nio politópico descrito
segundo (2).

Prova: Considere que para toda matriz M não
simétrica, se M + M ′ < 0, então M é invert́ıvel
(Boyd et al., 1994). Logo, supondo que (10) seja
fact́ıvel, então pode-se verificar que H é invert́ıvel.

Multiplicando-se (10) por αj(t), somando to-
dos os termos em j, de j = 1 até j = N , e lem-
brando que

∑N

j=1
αj(t) = 1, chega-se a:





A′(α(t))F ′ + FA(α(t)) +K ′B′F ′ + FBK

P − F ′ +GA(α(t)) +GBK

B′F ′ + J(α(t))C −HK

∗ ∗
−G−G′ ∗
B′G′ −H −H ′



 < 0 (12)

Pré e pós multiplicando (12) por T (α(t)) e
T ′(α(t)), baseado na ideia apresentada nos tra-
balhos de Mehdi et al. (2004) e Manesco (2013),
sendo T (α(t)) definida como:

T (α(t)) =

[

I 0 S′(α(t))
0 I 0

]

, (13)

obtém-se:
[

Ψ(α(t)) Φ(α(t))
∗ −G−G′

]

(14)

sendo

Ψ(α(t))=A′(α(t))F ′+FA(α(t))+K ′B′F ′+FBK

+ S′(α(t))B′F ′ + S′(α(t))J(α(t))C

−S′(α(t))HK+C′J ′(α(t))S(α(t))−K ′H ′S(α(t))

+ FBS(α(t)) + S′(α(t))(−H −H ′)S(α(t))
(15)

e,

Φ(α(t))=P−F+A′(α(t))G′+K ′B′G′+S′(α(t))B′G′

(16)

Substituindo S(α(t)) = H−1J(α(t))C−K, em
(15) e (16), Ψ(α(t)) e Φ(α(t)) podem ser reescritos
como:

Ψ(α(t)) = A′(α(t))F ′ + FA(α(t)) +K ′B′F ′

+ (C′J ′(α(t))H−1 ′ −K ′)B′F ′ + FBK

+ (C′J ′(α(t))H−1 ′ −K ′)J(α(t))C

− (C′J ′(α(t))H−1 ′ −K ′)HK

+ FB(H−1J(α(t))C −K)

+ C′J ′(α(t))(H−1J(α(t))C −K)

−K ′H ′(H−1J(α(t))C −K)

+(C′J ′(α(t))H−1 ′−K ′)(−H−H ′)(H−1J(α(t))C−K)
(17)

e,

Φ(α(t))=P−F+(A(α(t))+BH−1J(α(t))C)′G′

(18)

Desenvolvendo os termos em (17):
Ψ(α(t)) = A′(α(t))F ′ + FA(α(t)) +K ′B′F ′

+FBK+C′J ′(α(t))H−1′B′F ′−K ′B′F ′

+C′J ′(α(t))H−1′J(α(t))C−K ′J(α(t))C

−C′J ′(α(t))H−1′HK+K ′HK−FBK

+FBH−1J(α(t))C+K ′H ′K−K ′H ′K

+ C′J ′(α(t))H−1J(α(t))C −K ′HK

− C′J ′(α(t))K −K ′H ′H−1J(α(t))C

− C′J ′(α(t))H−1′HH−1J(α(t))C

− C′J ′(α(t))H−1′H ′H−1J(α(t))C

+ C′J ′(α(t))H−1′HK

+ C′J ′(α(t))H−1′H ′K

+K ′HH−1J(α(t))C

+K ′H ′H−1J(α(t))C.
(19)

Tendo-se em mente que é válida a relação de
igualdade

H−1H = HH−1 = I = H−1′H ′ = H ′H−1′ (20)

então, (19) assume a nova forma dada por:

Ψ(α(t)) = (A(α(t)) +BH−1J(α(t))C)′F ′

+ F (A(α(t)) + BH−1J(α(t))C). (21)

Agora, substituindo H−1J(α(t)) por L(α(t))
em (21) e (18), obtém-se:

Ψ(α(t)) = A(α(t)) +BL(α(t))C)′F ′

+ F (A(α(t)) +BL(α(t))C) (22)

e,
Φ(α(t)) = P−F+(A(α(t))+BL(α(t))C)′G′ (23)

Considerando (22) e (23), e reescrevendo (14)
como a soma de duas matrizes tal como:

[

F (A(α(t)) +BL(α(t))C) P − F

P +G(A(α(t)) +BL(α(t))C) −G

]

+

[

(A(α(t)) +BL(α(t))C)′F ′

−F ′

(A(α(t)) + BL(α(t))C)′G′

−G′

]

< 0,
(24)
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em seguida, separando a primeira matriz de (24)
da seguinte forma:

[

0 P

P 0

]

+

[

F (A(α(t)) +BL(α(t))C) −F

G(A(α(t)) +BL(α(t))C) −G

]

+

[

(A(α(t)) +BL(α(t))C)′F ′

−F ′

(A(α(t)) +BL(α(t))C)′G′

−G′

]

< 0, (25)

e, por fim, rearranjando (25) adequadamente,
pode-se obter:

[

0 P

P 0

]

+

[

F

G

]

[

(A(α(t)) +BL(α(t))C) −I
]

+

[

(A(α(t))+BL(α(t))C)′

−I

]

[

F ′ G′
]

< 0. (26)

A partir das seguintes relações:
[

F

G

]

=

[

χ1

χ2

]

= χ, S =

[

0 P

P 0

]

e

R(α(t)) =
[

A(α(t)) +BL(α(t))C −I
]

, (27)

pode-se reescrever (26) tal como:

∃χ ∈ R
2n×n, S+χR(α(t))+R

′(α(t))χ′< 0. (28)

Tem-se que (28) corresponde à condição (iv)
do Lema de Finsler, conforme enunciado pelo
Lema 1. Sendo assim, considerando a condição
(i) do Lema de Finsler, isto é:

W
′
S W < 0, ∀W 6= 0, R(α(t))W = 0, (29)

e que W =
[

x(t)′ ẋ(t)′
]′
, pode-se obter, a partir

das relações definidas em (27), as seguintes con-
clusões:

[

A(α(t)) +BL(α(t))C −I
]

[

x(t)
ẋ(t)

]

= 0, (30)

[

x′(t)
ẋ′(t)

] [

0 P

P 0

] [

x(t)
ẋ(t)

]

= 0. (31)

Logo, a partir de (30) chega-se em:

ẋ(t) = (A(α(t)) +BL(α(t))C)x(t) (32)

que é a equação do sistema considerado.
Além disso, por (31) obtém-se:

ẋ′(t)Px(t) + x′(t)P ẋ(t) < 0. (33)

Finalmente, sendo V (x) = x′(t)Px(t), nota-se
que (33) torna-se:

V̇ (x(t)) < 0, (34)

que é a equação de Lyapunov para a estabilidade
(Boyd et al., 1994). ✷

A seguir são propostas as condições LMI para
o projeto do controlador gain scheduling com rea-
limentação estática da sáıda considerando a inclu-
são da taxa de decaimento.

Teorema 2 (Taxa de decaimento) Dado um
ganho K tal que A(α(t)) + BK seja assintotica-
mente estável, existe um ganho estabilizante de re-
alimentação de sáıda com parâmetro variável no
tempo L(α(t)) tal que A(α(t)) + BL(α(t))C seja

assintoticamente estável considerando a taxa de
decaimento γ>0, se existirem uma matriz simé-
trica definida positiva P, matrizes F,G,H e Ji tais
que





A′
jF

′ + FAj +K ′B′F ′ + FBK + 2γP
P − F ′ +GAj +GBK

B′F ′ + JjC −HK

∗ ∗
−G−G′ ∗
B′G′ −H −H ′



 < 0 (35)

para i=1,2,...,N, sendo ∗ o respectivo bloco simé-
trico. No caso afirmativo, o ganho de realimenta-
ção de sáıda com parâmetro variante no tempo é
dado por:

L(α(t)) = H−1J(α(t)), (36)

sendo J(α(t)) uma matriz dependente de parâme-
tro pertencente a um domı́nio politópico segundo
(2).

Prova: Similar ao Teorema 1, levando em conta
que a condição para estabilidade considerando in-
clusão de taxa de decaimento γ é

V̇ (x(t)) < −2γV (x(t)), (37)

sendo V (x(t)) uma candidata à função de Lyapu-
nov. ✷

Na sequência são mostrados resultados de pro-
jeto e simulações ilustrando a metodologia pro-
posta.

4 Exemplos Numéricos e Simulações

A fim de comprovar a eficiência dos teore-
mas propostos, serão apresentados dois projetos
de controladores gain scheduling com realimenta-
ção estática de sáıda para um sistema hipotético.
O primeiro deles tem como objetivo apenas ga-
rantir a estabilidade do sistema. O segundo tem
a meta de aprimorar o desempenho por meio da
imposição de uma dada taxa de decaimento γ.

A análise dos resultados foi feita através de
simulações realizadas no ambiente Simulink R©,
observando a dinâmica do sistema a partir de
condições iniciais não nulas. A programação
do problema foi feita utilizando o software
MATLAB R©, por meio da interface YALMIP
(Lofberg, 2004) e a resolução numérica obtida
através do solver de LMIs padrão do MATLAB R©,
o LMILab.

Exemplo 1. Considere o sistema linear com
parâmetro mensurável e variante no tempo defi-
nido segundo (1), adotando:

A(α(t))=

[

0 α(t)
−1, 5 −2

]

, B=

[

−9, 5
0

]

, C=

[

1
0

]′

. (38)

Para o sistema hipotético considerado, α(t) é
caracterizado por um sinal senoidal de frequência
f=0,1 Hz, descrito por:
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α(t) = −7 + 3sen
(

2π0, 1t+
π

2

)

. (39)

Desta forma, o sistema em questão pode ser
representado através de um politopo, definido se-
gundo (2), sendo seus vértices e parâmetros des-
critos conforme a seguir.

• Vértice 1

A1=

[

0 −4
−1, 5 −2

]

, B=

[

−9, 5
0

]

, C=

[

1
0

]′

. (40)

• Vértice 2

A2=

[

0 −10
−1, 5 −2

]

, B=

[

−9, 5
0

]

, C=

[

1
0

]′

. (41)

• Componentes paramétricas

α1(t) = 0, 5 + 0, 5sen
(

2π0, 1t+
π

2

)

. (42)

α2(t) = (1− α1(t)). (43)

Nestes termos, utilizando as LMIs (7) e (10),
projetam-se o ganho de realimentação de estados
do primeiro estágio e os ganhos estáticos de reali-
mentação de sáıda do segundo estágio, respectiva-
mente, dados por:

K =
[

0, 1014 −2, 1596
]

, (44)

L1 = 2, 8171 e L2 = 2, 6804. (45)

Assim, com os ganhos L1 e L2 calculados, o
controlador L(α(t)) é projetado da seguinte ma-
neira:

L(α(t)) = α1(t)L1 + α2(t)L2 . (46)

As Figuras 1 e 2 ilustram as variações de α(t)
e de L(α(t)) ao longo de um peŕıodo, respectiva-
mente.

0 2 4 6 8 10
Tempo[s]

-10

-9

-8

-7

-6

-5

-4
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Figura 1: Variação de α(t)
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Figura 2: Variação de L(α(t))

Nas Figuras 3 e 4, são apresentados, respec-
tivamente, o comportamento dos estados do sis-
tema, x(t), bem como o sinal de controle, u(t).
Tais sinais são resultados de uma simulação que

considerou o sistema sujeito à ação do controla-
dor L(α(t)) projetado, partindo do estado inicial
x0 = [25 − 15]

′
.

Pode-se observar que todos os estados conver-
gem para zero, caracterizando a estabilidade do
sistema. Convém evidenciar o fato de que, neste
caso, x1(t) corresponde à sáıda medida y(t) do
sistema. A Figura 4 será melhor explorada em
comparações a serem feitas com os resultados dos
Exemplos 2 e 3.
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Figura 3: Comportamento dos estados do sistema
para α(t) com frequência de 0,1 Hz.
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Figura 4: Sinal de controle para α(t) com frequên-
cia de 0,1 Hz.

Exemplo 2. Adotando o mesmo sistema hi-
potético apresentado no Exemplo 1, projeta-se o
controlador L(α(t)) por meio do Teorema 2, que
considera a inclusão da taxa de decaimento γ no
intuito de obter um melhor desempenho do sis-
tema.

Por conveniência da análise a ser realizada
nesse exemplo, especificam-se os parâmetros β = 1
e γ = 1, 5.

Assim, em procedimento similar ao executado
no Exemplo 1, porém agora utilizando as LMIs
dadas em (9) e (35), obtém-se os ganhos de rea-
limentação de estados e realimentação estática de
sáıda, respectivamente:

K =
[

0, 2505 −2, 4986
]

, (47)

L1 = 7, 6180 e L2 = 8, 9935. (48)

E nessas condições, executou-se uma simula-
ção do sistema de maneira análoga a realizada
no Exemplo 1, considerando α(t) com frequência
f=0,1 Hz e as mesmas condições iniciais. O com-
portamento dos estados do sistema bem como do
sinal de controle ao longo da simulação são apre-
sentados nas Figuras 5 e 6, respectivamente.

Comparando-se as Figuras 3 e 5, conclui-se
que a implementação do Teorema 2 garantiu, além
da estabilidade, um melhor desempenho ao sis-
tema, uma vez que seus estados convergem para
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Figura 5: Comportamento dos estados do sistema
para α(t) com frequência de 0,1 Hz e controle con-
siderando taxa de decaimento.
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Figura 6: Sinal de controle para α(t) com frequên-
cia de 0,1 Hz e controle considerando taxa de de-
caimento

zero em um tempo menor do que no Exemplo 1.
Além disso, é posśıvel notar que ambos os estados
apresentaram uma melhora na dinâmica, embora
o estado x1(t) tenha sido significativamente mais
afetado, por ser o único utilizado na realimentação
do sistema.

Em contrapartida, uma comparação entre as
Figuras 4 e 6 permite observar um senśıvel au-
mento na amplitude do sinal de controle que atua
sobre o sistema. Isto evidencia a questão de que a
busca por uma melhor resposta deve ser feita em
contrabalanço com o cuidado em manter o sinal
de sinal de controle em ńıveis seguros, de forma
a prezar pela integridade do sistema a ser contro-
lado.

Agora, a fim de enfatizar a eficiência dos teo-
remas propostos, apresentam-se nas Figuras 7 e 8
as nuvens de autovalores dos sistemas realimenta-
dos com os ganhos projetados nos Exemplos 1 e 2,
respectivamente.

Observando a Figura 7, nota-se que com a
aplicação do Teorema 1 todos os autovalores do
sistema realimentado foram posicionados no semi-
plano esquerdo, caracterizando a estabilidade do
mesmo.

Por sua vez, a eficiência do Teorema 2 é com-
provada pelos resultados mostrados na Figura 8.
Observa-se que a especificação da taxa de decai-
mento foi atendida, visto que todos os autovalores
do sistema realimentado encontram-se à esquerda
da reta vertical tracejada, que representa o limite
para γ = 1, 5.

Comparando-se as ampliações das regiões des-
tacadas nas Figuras 7 e 8, pode-se constatar que,
de fato, o Teorema 2 foi capaz de deslocar os au-
tovalores do sistema realimentado, de forma que

estes passassem a atender a taxa de decaimento
imposta no projeto.
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Figura 7: Nuvem de autovalores do sistema reali-
mentado sem consideração de taxa de decaimento
(via Teorema 1).
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Figura 8: Nuvem de autovalores do sistema re-
alimentado considerando de taxa de decaimento
γ = 1, 5 (via Teorema 2).

Exemplo 3. Um último exemplo é apresentado
no intuito de demonstrar a eficácia da metodologia
proposta quando esta é aplicada à sistemas nos
quais o parâmetro α(t) apresenta taxas de variação
mais elevadas.

A proposição do controlador gain scheduling

com realimentação de sáıda enunciada pelos Teo-
remas 1 e 2 não apresenta restrições quanto a taxa
de variação do parâmetro variante no tempo, di-
ferentemente de outros trabalhos. Por exemplo,
Montagner and Peres (2006), apresenta uma es-
tratégia de controle gain scheduling que pode ser
estendida à problemas de realimentação de sáıda,
mas que é baseada na imposição de um limite para
o valor da derivada no tempo dos parâmetros va-
riantes do sistema a ser controlado.

Como forma de ilustrar tal propriedade,
consideram-se as matrizes apresentadas em (38),
porém, agora admite-se que o parâmetro α(t) va-
rie com frequência f=10 Hz.

Nas Figuras 9 e 10 são apresentados os resulta-
dos da simulação do sistema adotando-se o mesmo
controlador projetado no Exemplo 2.

Observa-se que a estabilidade do sistema não
foi afetada. Entretanto, é posśıvel notar que o au-
mento da frequência de α(t) se reflete na presença
de oscilações no comportamento do sinal u(t) e na
caracteŕıstica da sáıda do sistema y(t) que, neste
caso, corresponde ao estado x1(t).

5 Conclusões

Novas condições LMI para o projeto de con-
troladores gain scheduling utilizando realimenta-
ção estática de sáıda são propostas neste trabalho.
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Figura 9: Comportamento dos estados do sistema
para α(t) com frequência de 10 Hz e controle con-
siderando taxa de decaimento.
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Figura 10: Sinal de controle para α(t) com
frequência de 10 Hz e controle considerando taxa
de decaimento

Baseado no método de dois estágios apresentado
na literatura, foi posśıvel sintetizar o ganho de re-
alimentação de sáıda que garante a estabilidade e
assegura caracteŕısticas espećıficas de desempenho
via inclusão da taxa de decaimento a sistemas com
parâmetro variante no tempo e que não dispõem de
acesso a todos os seus estados. Ressalta-se a inde-
pendência da proposição apresentada com respeito
à frequência de variação da incerteza paramétrica,
diferentemente do que é apresentado por outras
abordagens gain scheduling. Além disso, a meto-
dologia proposta é caracterizada por uma maior
simplicidade matemática, uma vez que sua formu-
lação não exige a inversão de matrizes literais, algo
que poucos trabalhos na literatura apresentam. Os
resultados obtidos através das simulações realiza-
das permitem constatar a validade e eficiência da
nova metodologia apresentada.
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