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Abstract— This paper presents an LMI formulation for stability analysis and control of Lur’e type Markov
Jump Systems. In addition to the full knowledge of the Markov chain states/modes, as well as the dynamic
system, we consider two possibilities for the unknown non-linearity, either it is deterministic or it changes with
the Makov jumps. Based on this information, we propose conditions for testing the system absolute stability and
we propose a state feedback control. We illustrate our results with a practical example.
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Resumo— Este trabalho apresenta uma formulagdo LMI para a andlise de estabilidade e controle de sistemas
tipo Lur’e com Saltos Markovianos. Adicionalmente, além do completo conhecimento dos modos da cadeia
de Markov, bem como do sistema dinadmico, consideramos duas possibilidades para a nao linearidade, que é

desconhecida: ou ela é deterministica ou elaaaaa muda de acordo com o modo ¢ € K da cadeia de Markov. Com
base nestas hipdteses, propomos condi¢oes para o teste da estabilidade absoluta e um projeto de controle por

realimentagao de estados. Os conceitos sao ilustrados com um exemplo prético.

Palavras-chave—

1 Introducao

Intimeros sistemas fisicos e bioldgicos podem ser
estudados via sistemas dinamicos através de uma
representacao matematica que leva em considera-
¢ao algumas de suas propriedades. Entre elas, des-
tacamos, por exemplo, nao linearidades, que sao
encontradas em alguns modelos biolégicos que po-
dem representar desde a dinamica entre espécies
animais até a disseminagao de virus. Também en-
contramos nao linearidades em outros sistemas fi-
sicos, tais como no controle de antenas e nos osci-
ladores eletrénicos Monteiro (2011).

Tais sistemas podem sofrer mudancgas abrup-
tas, tornando invidvel uma modelagem determi-
nistica. Assim, os processos estocdsticos tornam-
se interessantes por permitir que tais eventos se-
jam levados em consideracao, baseando-se nao
mais em um modelo preciso, mas em estatisticas
que incluem probabilidades, valores esperados, va-
ridncia entre outros Gongalves (2009).

Uma das maneiras encontradas para mode-
lar mudangas abruptas na dinamica de sistemas
é escrevé-los como um conjunto de diferentes sub-
sistemas, cada um deles representando um modo
de operagao. Cada modo é descrito por um con-
junto de equacoes lineares e a aleatoriedade a ser
levada em conta é modelada como um salto en-
tre os diferentes modos de operacao. Tal modela-
gem recebeu o nome de sistemas lineares com sal-
tos markovianos (MJLS, da sigla em inglés para
Markov Jump Linear Systems) e tem sido usada
em diversos trabalhos na literatura, Costa et al.
(2006), Costa et al. (2012) e suas referéncias.

O objetivo deste trabalho é definir com preci-
sao o problema de estabilidade absoluta para sis-
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temas com saltos markovianos a tempo continuo,
com respeito ao Critério do Circulo, tanto para sis-
temas com multiplas entradas e saidas (MIMO, da
sigla em inglés Multiple Input, Multiple Output),
quanto para sistemas com uma unica entrada e
uma unica saida (SISO, da sigla em inglés Single
Input, Single Output). As condigdes de estabili-
dade, com limitante superior para o custo quadra-
tico de pior caso sao descritas por desigualdades
matriciais lineares (LMIs, da sigla em inglés para
Linear Matriz Inequalities) bem como o controle
por realimentagao de estados.

Para tal se faz necessario apresentar este pro-
blema no formato proposto por Lur’e, que é uma
maneira de se equacionar um sistema dinamico
nao linear em duas partes: a linear, que é uma
representacao de estados linear convencional; e a
parte nao linear, representada por uma funcao da
saida realimentada negativamente na entrada.

O problema de estabilidade absoluta consiste
em determinar uma condigao para que o sistema
nao linear do tipo Lur’e seja estavel para uma
classe de nao linearidades. Note ainda que, no
caso classico, tais fungbes nao lineares podem se-
quer ser perfeitamente conhecidas, desde que per-
tencam a classe em estudo. Neste trabalho, esten-
demos os resultados do classico Critério do Circulo
para o problema de estabilidade absoluta de siste-
mas com saltos markovianos.

2 Conceitos Preliminares

Nesta segao é apresentado o problema que serd
tratado ao longo deste trabalho, bem como alguns
conceitos fundamentais.

Neste texto serd encontrada a seguinte nota-
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¢ao, letras maitsculas indicam matrizes, as mints-
culas vetores e escalares. Para matrizes e vetores,
o simbolo (-)’ indica a matriz/vetor transposta,
Tr(-) denota o operador traco matricial, para a
soma de uma matriz com seu transposto adota-
mos a seguinte notagao He(Z) := Z+Z’, o stmbolo
* indica o bloco induzido por simetria em matri-
zes simétricas. O conjunto R indica os niimeros
reais positivos. O operador esperanga matema-
tica (condicional) de uma varidvel aleatéria & [
(E[-]]). Para funcdes nao lineares, ® denota o
conjunto das fungdes néo lineares pertencentes ao
setor. Quando for conveniente omitiremos a varia-
vel temporal ¢, trocando x(t) por z. A norma-2
para um sinal aleatério x(t),

”wazgufx@@@m]

2.1 Cadeias de Markov de Tempo Continuo e
Critério do Circulo

Assumimos um espaco de probabilidades
(Q,FP), onde Q é o espago amostral, F é
uma o-algebra em Q e P é uma medida de
probabilidade. Considera-se também, um sistema
nao linear com saltos markovianos G:

A(0)x(t) + E(0:)p(¢),
Cy(0)x(1), (1b)
~pla(t). (10)

onde x(t) € R™ é o espago de estados, p(t) € R™
é um sinal de entrada, ¢(t) € R™ é o sinal de
saida e a funcao nao linear ¢ : R™ — R™, tal que,
»(0) = 0, garante que z = 0 seja um ponto de
equilibrio estavel.

Adicionalmente, dizemos que ¢(-) pertence ao
setor [0, K], com K := diag(k1, -+ ,km), £; > 0
para j € {1527 U vm}v se, (¢(Q> - Iqu‘b(Q) <0.

A varidvel aleatéria, 6, € K = {1,2,--- N},
define uma cadeia de Markov de Tempo Conti-
nuo (CTMC, da sigla em inglés para Continuous-
Time Markov Chain), logo, o processo estocdstico,
{6:,t € [0,00)}, é tal que

ij(0) = P(br1s = jlOr = i) =
Xij6  + O00) , it #
1+ Ao + 0(5) , &=

Temos que: Aj; > 0 Vi # j, Ay < 0, com
ZjeK Aij = 0. Com isso pode-se construir a ma-
triz taxa de transicao de estados A = [)\;;], que
contém as taxas de transigao entre os modos da
cadeia de Markov representada por 0; € K de Fa-
rias (1998).

(1a)

i (2)
J

Definicao 2.1 (Gerador Infinitesi-
mal), de Farias (1998).  Seja um processo
estocdstico definido por {X:,t € [0,4+00)}, e uma
fungao do processo dada por f(X;). O gerador
infinitesimal de X, aplicado a f é dado por

o f(Xera) — F(X2)
Lf:= lim & e a—

A—0t+

3)
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2.2 FEstabilidade Estocdstica e Norma Ha

Aqui ser@ao apresentadas as defini¢cées de estabi-
lidade estocéstica e de norma H, para sistemas
lineares com saltos Markovianos, estas defini¢oes
serao importantes na Secao 3. Para tal apresenta-
mos as equacoes de estados do sistema linear com
saltos Markovianos, .#

A()x(t) + J(0)w(t),
C=(0:)x(t),

Definicao 2.2 (Estabilidade Estocéastica) O
sistema (4) € dito estocasticamente estdvel quando
existir M = M’ > 0 tal que

£ {/OOC x(t) z(t)dt (5)

60:| < .Té]\/fl‘o.

Definicao 2.3 (Norma #H, de sistemas line-
ares), de Farias (1998). O sistema (4), sendo
estocasticamente estdvel, possui a sequinte norma
Ho

geel

a2 = Es [ aerao]

\

onde z(t) € a resposta do sistema & entrada im-
pulsiva w(t) = erd(t), ex € um vetor com todas
as entradas nulas, exceto a k-ésima, que vale 1, e
0(t) é o sinal impulso de Dirac.

(6)

3 Principais Resultados

Nesta secao apresentam-se os resultados relacio-
nados a andlise e sintese de controladores com de-
sempenho quadratico de pior caso.

Antes de apresentar estes resultados é neces-
sario assumir algumas hipéteses quanto a fungao
nao linear ¢(-):

1. ¢() é deterministica, ou seja, existe uma
Unica fungdo pertencente ao setor, ¢(-) €
[0, K],

2. ¢(-) é estocéstica, ou seja, para cada modo
0; = i € K, uma fungao diferente pertencente
ao setor é selecionada ¢;(-) € [0, K].

(a) Hipétese 1. (b) Hipdtese 2.

Figura 1: Hipoteses para a fungao ¢.
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3.1 Andlise com custo quadrdtico de pior caso

Nesta sub-segao serao apresentados teoremas que
fornecem condi¢bes LMIs para a estabilidade ab-
soluta do sistema ¥,

i(t) = A(B)x(t) + E@)p(t) + J(B)u(t), (Ta)
) = C(b)ald), (7b)
q(t) = Cy(6r)z(t), (7c)
p(t) —¢(q(1))- (7d)
3.1.1 Caso Funcao Nao linear Determinis-

tica

O teorema que segue refere-se ao caso MIMO e
assumimos a hipotese 1 para a nao linearidade ¢.

Teorema 1 O sistema (7) serd estocasticamente
estdvel, com limitante superior do desempenho de
pior caso se existirem matrizes P; > 0 que satis-
facam

dim(w)
é < JTr(J{P,J;
mas 30 IR < min er (P,

®)

He(A;Pl) + Z )‘17PJ * *
j€K
ke, - x| <0 O)
i 0 -1

Prova: Assumimos a fungdo de Lyapunov esto-
céstica, v(z(t),0;) = x(t)' P(6;)z(t). Na qual apli-
camos o operador gerador infinitesimal £, e impo-
mos a seguinte restrigao,

Lo(z,0, =1i)+2'z — -

<0

(p+Kq)p

' (p+Kq) (10)

Como mostrado em Cardeliquio (2014), o ope-
rador gerador infinitesimal aplicado & P(6;) é dado
por

LP = limp_,q+ £ | ZOxa)"PO)

0, :z}

SNy i Mg Py A+ (14N A)P— P,
A

= lima_,o+

= Djex A b
Apdbs um pouco de manipulagao algébrica,

T (A’P +PiA +37; EK Nij P+ CLCL)x + ¢ (21 )+
+a' (=P E; + C K¢ + ¢' (= EiP; + KCyi)z < 0.
(11)

Que implica em,

| He(AiP) + > " Xy P+ CLiCe »
z jEK x
<0.
M M
—E!P, + KCy -2

T
(12)
Para que a desigualdade (12) seja satisfeita
para quaisquer x e ¢, devemos ter I' < 0, o que é
garantido pela hipdtese (9).
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Para obtermos a condicao dada pela desigual-
dade (8), devemos integrar ambos os lados da de-
sigualdade, 2’z < —Lv(x,0; = i), que pode ser
obtida através da hipétese (¢(q) — Kq)'é(q) < 0,
apresentada na Secao 2.1, aplicada a desigualdade
(10)

Lo+2'z < (p+Kq)p+p(p+Ka),

<0

(13)

logo, Lv + 2’z < 0.
Com isso, temos que,

E[A%z(t)’z(t)dt} < —/Oooﬁv(x(t),@t:i)dté

(Bl < whPyxo =

ma |23 < o Py
(14)
Na tultima desigualdade de (14) temos que o
custo garantido da saida é considerado para a pior
¢ € @, onde

®:={¢ € [0,K]},

(15)

definimos que, xg := J;eg.
Sabendo que P; é solucao de (9), temos que,

dim(w)
2 dim(w) /7 11 p. 7.
ma ; Il < e {Sim™ (e Piier) | =
dim(w)
2
< E{Tr (J[PJ;)} .
ey 2 llals (Tx (i)
(16)
Considerando que o operador esperanga

refere-se as probabilidades de regime permanente
para cada modo ¢ € K, obtemos

dim(w)

< 2 ] . / . .
max Z llzll5 < gl;l})ZmTr(JiPLJL) . (17)
=1 1€K
Concluindo a prova. O

Como ¢é de se esperar este teorema possui uma,
versao SISO, que pode ser obtida substituindo-se
a matriz K, que possui em sua diagonal principal
as aberturas de setor k; > 0,5 € {1, 2,---, m},
por uma unica abertura de setor x > 0.

3.1.2 Caso Fungao Nao linear estocastica

Teorema 2 O sistema (7) serd estocasticamente
estdvel, para ¢; € [0,K], com desempenho de pior
caso limitado por (8) se existirem matrizes P; > 0
que satisfacam: (8) e (9).

Prova: A unica mudanca desta prova em relagao
a prova anterior é que a entrada p é substituida por
pi, para representar a nao linearidade dependente
do modo de Markov 0; = i € K. Por conta desta
mudanga introduzimos a seguinte notacao,

pi = —bi(q)

=i



s Bl do At gt

onde Z; € R™*X™N tem a seguinte estrutura em
bloco,

T 0 0]. (18)

Cada elemento de (18) pode ser uma matriz
nula ou identidade pertencente a R™*™. Além
disso, a matriz identidade estd no i-ésimo bloco de
(18) para i € K. Por outro lado, ¢ : R™ — R™Y

o() == [1(-) a(") on()],

ou seja, cada elemento de ¢ representa agora uma
possivel nao linearidade que pode variar com o
modo da cadeia de Markov.

Com a notagao introduzida, a equagao (10) da
prova anterior, ficara

Lo(z,0, =)+ 2"z — (pi + Kq)'pi — p(pi + Kq) <0,
(19)

He(A[P,) + Y NijPj+ CLCui *
jeK
Ei(=EiP; + KCy)

é equivalente a
(20)

;1;‘ /
)
E importante notar que o bloco 2 x 2 de (20)
é singular. Assim, niao hd P; > 0 tal que (20) seja
vélida. Por outro lado, se relaxarmos a exigéncia
de (20), ou seja, alteramos a imposicao de estrita-
mente negativa para menor ou igual a zero, pode-
remos desta forma encontrar P; > 0, i € K. Em
outras palavras, precisamos mudar a desigualdade
(19), alterando o simbolo < por <. Desenvolvendo
tanto o bloco 2 X 2 quanto o bloco 2 x 1 e seu bloco
induzido por simetria, encontramos,

- !’

0 0
E(—-2D)E; = I (—2I) I (21)
_ 0
[0 0 0
—lo a0 @
o 0 0
[0
EN(—E/P,+ KCy) = 1 (=E!P + KCy) (23)
K
[ 0
= fE{P,-:JrICqu (24)
L

As equagoes (21) e (23) possuem a mesma es-
trutura, isto é, apenas o elemento central é nao

E;(—zz)zj [ﬂ ="

254

XIIT Simposio Brasileiro de Automacao Inteligente
Porto Alegre — RS, 12 — 4 de Outubro de 2017

nulo. Portanto, para a desigualdade (20) ser se-
midefinida negativa, é suficiente que (9) seja sa-
tisfeita, ou seja, os elementos nulos que aparecem
tanto em =;'(—21)E; como em E;'(—E/P;+KCy;)
e seu transposto, podem ser eliminados da ma-
triz de blocos. Uma proposta similar é empregada
no Capitulo 6, em Geromel (2011), para sistemas
SISO com parte linear estritamente prépria, ou
seja, nos quais D = 0.

Sabendo-se que as LMIs dos Teoremas 1 e 2
sao as mesmas, entao podemos dizer que o limi-
tante do custo quadratico de pior caso (8), pode
ser provado tal como no Teorema 1. O

Caso o sistema em estudo seja SISO a tnica mu-
danga necessaria é substituir a matriz diagonal K
pelo escalar k > 0.

3.2 Sintese de controladores com desempenho
quadrdtico

O objetivo desta subsecao é apresentar uma for-
mulagao LMI para a sintese de controladores de
realimentacao de estados, que minimizem um fun-
cional custo quadrético de pior caso. Para tal, é
interessante considerar a representagao no espaco

de estados 7,

@ A(0)x + B(0:)u + E(0)p + J(0:)w, (25a)
z = C.(0)x+ D.(0)u, (25b)
g = Cy(b)z, (25¢)
p = —9(), (25d)

onde u é a lei de controle que contém os ganhos
de realimentagao a serem projetados, u = K (6;)z.

O préximo teorema apresenta condigoes LMI
para a obtencgao do controle por realimentagao de
estados que garante um determinado limitante su-
perior para o custo quadratico.

Teorema 3 O sistema (25) € estocasticamente
estavel com limitagdo de desempenho quadrdtico
caso exista solugdo para o sequinte problema de
oltimizacao convexa

dim(w)
2 .
e ; Izllz < min - %{szr(Wz) (26)
sujeito a,
Wi *
{ " XJ 0 27)
*E{ + ’CCqZXZ —2I * * <0
Ri(X) 0 Si(X) «
C.. X, + D.;Y; 0 0 —I
(28)
onde,
Ri(X) = [VAu VAG—1)i VA 0 VAN X,
S’L(X) = —diag (Xh RN, CRE T, CYEPEER 7XN) .

Em caso afirmativo, K; = YiXi_l.



]7

Prova: Partimos da desigualdade (12), a qual
serd reescrita a baixo,

ek [l} <0.

7EZ{P¢ + Cquc

T

(29)
Onde, ;{1 = Al + Bsz e azi = Czi + Dzsz
A desigualdade (29) é valida para quaisquer
T e ¢, logo, basta apenas que I' < 0. Como h&
produto entre varidveis é necessario linearizar a
desigualdade, que pode ser obtida através da se-

guinte transformacao de congruéncia,

HEEE

Ap6bs um pouco de dlgebra, e com as seguintes
mudangas de varidveis

o oF
O ~NO
~N o O
O~ O
~N o O

Xi = Pfl7 Y = KX,

chegamos a LMI (28).

J4 a desigualdade (27), pode ser obtida atra-
vés da desigualdade (8), aplicando a seguinte res-
trigao,

W; > JIX; T, (30)
com o Complemento de Schur temos,
Wi *
{JI_ XJ ~0. (31)

Com isso teremos a restrigao (26), comple-
tando a prova. O

Assim como na secao 3.1 os resultados de con-
trole para a funcao estocdstica sao iguais aos da
fungdo deterministica. Para o caso SISO basta
substituir a matriz de aberturas K pelo escalar
K> 0.

4 Exemplo Numérico

Esta secao é dedicada a apresentar os resultados
numéricos obtidos através de simulacao deu um
sistema prético, o Circuito de Chua, apresentado
em Rodrigues et al. (2010). O circuito é apresen-
tado no formato deterministico de acordo com o
sistema ¢

1 = afzy — (7))
i’g = xr1 — X2 + T3 (32)
.7'1'3 = 7ﬁ$27
onde y(x1) = myzy + 0,5(mo — m1)(Jx1 +¢| —
lz1 —¢|).

Por conta disso é necessario apresentar no for-
mato do sistema (7). Inicialmente vamos testar a
estabilidade com custo quadrético de pior caso.
As matrizes que compdem o sistema possuem o0s
parametros a; = 4,0 = 12,a3 = 16,81 = [ =
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14,63 = 28, my = —1,1430,m; = —0,7140, com
modos de Markov K = {1, 2, 3}, condigdes iniciais
x2(0) = [0,7;0;0] e w(0) = [1;0;0]. As matrizes
supracitadas sao apresentadas a seguir, V i € K

—a;my a; 01| —ai(mo—my)
A | Ji | B 1 -1 1|1 0
C,i10]0 = 0 —B; 0|1 0
CulO0]0 10 0 0 0
1 0 0 0 0

A hipdtese levantada para o sistema ¥ é que
0s parametros, « e 3 possam mudar, ou saltar, en-
tre determinados valores, o que pode levar ao seu
mau funcionamento. Os possiveis saltos que ire-
mos considerar ocorrerao entre trés subsistemas,
a saber: Modo 1 é estdavel; Modo 2 ¢é instavel e
Modo 3 é caotico. Consideramos ainda que o sis-
tema possui a seguinte matriz de transicao:

-02 02 0
A=103 -06 03|. (33)
0 02 -02

A modelagem adotada para a cadeia de Markov
(33) assume que os modos 1 e 3 ndo se comunicam,
ou seja, é impossivel que tenhamos um salto do
modo ¢ = 1 para o modo ¢ = 3 e vice-versa, porém
estando no modo instavel, ¢ = 2, é possivel saltar
para os demais modos.

Como o sistema é SISO, assumimos k
com nao linearidade de setor,

9,

¢(q) = 0,5(mo —ma)(lg+¢| =g —¢f), c=1.

Vamos considerar andlise visando o desempe-
nho quadratico de pior caso, portanto resolvere-
mos o problema de otimizacao convexa apresen-
tado no Teorema 1. As LMIs foram programadas
no parser Yalmip Lofberg (2005), e resolvidas pelo
solver SeDuMi Sturm (1999).

O solver nao encontrou matrizes simétricas
P; > 0, portanto nao podemos concluir nada a
respeito da estabilidade estocastica.

Para a simulacao temporal fizemos 2.500 rea-
lizagoes de Monte Carlo, cada uma com duracao
de 15[s], a entrada exdgena w(t) é o sinal pulso
com amplitude 1, perfodo T = 15[s] e largura do
pulso 30% - T. A média quadrética da saida di-
verge, atingindo a grandeza de 10'%%, atestando a
instabilidade do sistema.

Com este resultado é possivel propor um con-
trole por realimentagao de estados que estabilize
o circuito de Chua com saltos. Antes precisamos
apresentar a nova representagao de estados, que
obedece o sistema (25), bem como as matrizes adi-
cionais.

Bi=[3 3 3]'; D.u=1liek.

As especificagoes apresentadas no comego do
exemplo se mantém. Para obtermos as matrizes
do controlador precisamos resolver o problema de
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otimizagdo convexa apresentado no Teorema 3,
que apresenta como limitante superior do custo
quadrético (26) 0,8252 e controlador

K —52575 —0,3148 —0,0051
K, | = | —5,2180 —0,8883 —0,0101 | .
K —5,2477 —1,2018 —0,0093

Para a simulacao temporal fizemos 2.500 si-
mulagoes de Monte Carlo, cada uma com duragao
de 15s e a mesma entrada exdégena. A Figura 2
mostra a média quadratica da saida de desempe-
nho z(t), que converge para zero, ja na Figura 3
temos o esforgo de controle.

0.8

06
Zoa4
=

=02

10 15

tls]

Figura 2: Resposta temporal do circuito de Chua.

v

0 5 10
tfs]

15

Figura 3: Esfor¢o de controle.

Nesta secao foi apresentado o Circuito de
Chua, como exemplo prético. Primeiramente foi
realizado um estudo de andlise com desempenho
quadrético de pior caso, que nao atestou a estabi-
lidade do sistema. Sé foi possivel atestar a insta-
bilidade do sistema apds as realizagoes de Monte
Carlo. Em seguida foi apresentada uma estratégia
de sintese de controladores por realimentacao de
estados com custo quadratico de pior caso, que ga-
rantiu a estabilidade do circuito, como mostrado
na Figura 2.

5 Conclusoes

O presente trabalho propoem uma extensao do
classico Critério do Circulo para sistemas a tempo
continuo com saltos markovianos. Consideramos
duas hipdteses para a néo linearidade, ¢ € [0, K]
ou ¢; € [0,K],¥i € K. Tratamos ambos os ca-
sos tanto do ponto de vista de andlise quanto de
sintese com desempenho quadratico de pior caso,
através da formulacdo LMI. Todos os teoremas
propostos sao apenas suficientes, ou seja, os pro-
blemas de otimizagao convexa, sendo factiveis, ga-
rantem que o sistema ¢ estavel ou estabilizavel por
realimentagao de estados para qualquer nao line-
aridade pertencente ao setor [0, KC]. Finalizamos o
trabalho com um exemplo préatico, o circuito de
Chua, que se mostrou instdavel em malha aberta,
porém foi possivel sintetizar um controlador por
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realimentagao de estados capaz de estabilizar o
circuito.
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