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Abstract— The stability of energy systems is of vital importance; in this sense, new control structures have been
studied and implemented to improve the performance of the units that are part of an interconnected system. This
work proposes the robust control structure LQR-2DOF as a speed regulator for hydraulic turbines (or frequency
controller in generators). To implement this technique, modifications are made to its structure so that it can be
used as a regulator, this is because the original structure was proposed for tracking problems. The controller is
designed and simulations are done to verify a possible improvement in its response and viability to be used in
power systems and when compared to the PID structure.
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Resumo— A estabilidade dos sistemas de energia é de vital importância; nesse sentido, novas estruturas de
controle vem sendo estudadas e implementadas para melhorar o desempenho das unidades que compõem um
sistema interligado. Este trabalho propõe a estrutura de controle robusta LQR-2DOF como um regulador de
velocidade para turbinas hidráulicas (ou controlador de frequência em geradores). Para implementar essa técnica,
são feitas modificações na sua estrutura para que possa ser empregada como regulador, isto porque a estrutura
original foi proposta para problemas de rastreio. O controlador é projetado e simulações são executadas para
verificar uma posśıvel melhoria na sua resposta e sua viabilidade de uso nos sistemas de energia quando comparado
ao controle PID.

Palavras-chave— Controlador de dois graus de liberdade, reguladores de tensão e velocidade, geradores, otimi-
zação

1 Introdução

O constante crescimento da demanda de ener-
gia e a entrada de novas tecnologias em proje-
tos de geração, transmissão e distribuição, exi-
gem maior confiabilidade no fornecimento frente
a curtos-circuitos ou á entrada e sáıda de cargas,
é necessário ainda acrescentar custos operacionais
e o impacto ecológico que apresentam os mesmos
(Moura et al., 2019), (Pota, 2018).

Em termos de modelagem e controle de uni-
dades de geração hidrelétrica, existe uma am-
pla literatura que considera os modelos dinâmi-
cos de toda a cadeia (Dynamic et al., 2013) ou
fornece uma revisão detalhada com propósitos
de simulação (Koritarov and Guzowski, 2013).
Neste contexto, sem duvida, o controlador PID
(Proporcional-Integral-Derivativo) é a estrutura
consagrada para o controle de velocidade de uni-
dades hidrelétricas, isto é constatado na publica-
ção apresentada em 1979 (Hagihara et al., 1979)
ou em publicações mais recentes como (Zhang
and Zhang, 2006), (M.Sajnekar et al., 2018),
(Naghizadeh et al., 2012) devido ao bom desem-
penho que apresenta em termos do atendimento
dos requisitos exigidos em um sistema de geração
(Padiyar, 2008).

Paralelamente, o avanço que tem experimen-
tado os processadores permite a proposta de no-

vas e mais complexas estruturas de controle (Guo
Lei, 2017), (Ruzhekov et al., 2011), (Hannett
et al., 1994) que pelo custo computacional não po-
diam ser implementadas no passado.

Uma proposta que contribui a melhorar a es-
tabilidade dos sistemas de geração é usar estrutu-
ras de controle robustas (Zhou and Doyle, 1999),
como a estrutura LQR-2DOF (Wolovich, 1994),
que além de fornecer o controle das variáveis de
interesse, permite um desempenho robusto rejei-
tando perturbações e atenuando rúıdo.

A estrutura LQR-2DOF teve propostas apre-
sentadas para o controle de robôs manipuladores
(Vargas and Paglione, 2015), e para o controle de
aeronaves executivas (Vargas et al., 2015), estas
propostas referem-se ao problema de rastreamento
(minimização do erro entre o valor da sáıda e o
valor da entrada de referência variável ver Fig.1).
Em contra partida, a caracteŕıstica inerente dos
sistemas de geração é que eles são sistemas regu-
ladores, ou seja, existe um valor fixo na entrada de
referencia e o controlador minimiza o erro entre a
entrada fixa e a sáıda (ver Fig.2).

Uma vantagem dos controladores PID e de ou-
tras propostas (Kundur, 1993) que atuam direta-
mente no erro é que eles podem funcionar tanto
em sistemas regulatórios quanto em sistemas de
rastreamento. No entanto, os controladores LQR-
2DOF ate aqui mencionados foram propostos para
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Figura 1: Estrutura de rastreio

Figura 2: Estrutura de regulação

sistemas de rastreamento.
Este artigo propõe a viabilidade da estrutura

LQR-2DOF para o controle de velocidade de uma
unidade de geração hidrelétrica acrescentando mu-
danças na sua estrutura para seu funcionamento
como regulador, após a mudança é feita uma com-
paração com o controlador PID em termos de de-
sempenho e avaliadas suas posśıveis vantagens.

2 Controle de Velocidade

O diagrama genérico de controle de velocidade em
unidades de geração elétrica é ilustrado na Fig.3.

Figura 3: Controle de velocidade

2.1 Modelo de turbina ideal

A Fig. 4 ilustra os parâmetros considerados em
uma usina hidrelétrica para a obtenção do modelo
da turbina.

A aceleração da coluna d’água devido à mu-
dança de altura na turbina caracterizada pela se-
gunda lei de Newton é dada por:

(ρ0LA)
d∆U

dt
= −A(ρ0ag)∆H (1)

onde ρ0 é a densidade da massa, L o com-
primento do duto, ag a aceleração da gravidade,
ρ0LA a massa de água no duto e (ρ0ag)∆H a mu-
dança incremental de pressão na porta da turbina.

Figura 4: Esquemático de uma central hidrelétrica

Dividindo ambos os lados da equação (1) pe-
los seus valores iniciais ou condição operacional
(Aρ0agH0U0), temos:

LU0

agH0

d

dt

(
∆U

U0

)
= −∆H

H0
(2)

Por definição:

Tw =
LU0

agH0
(3)

onde Tw é conhecido como a constante de
tempo da água. Representa o tempo necessário
para acelerar a água no condúıte de H0, do re-
pouso até atingir a velocidade U0. Observe que
Tw varia com a carga. Normalmente Tw em carga
total é entre 0,5 e 4,0 segundos.

A partir das equação (3), é posśıvel expres-
sar a relação entre a mudança na velocidade e a
mudança na posição do portão como:

Tw
d∆U

dt
= 2

(
∆G−∆U

)
(4)

Substituindo pelo operador s de Laplace, é obtido:

Tws∆U = 2
(
∆G−∆U

)
(5)

∆U =
1

1 + 0.5Tws
∆G (6)

Sabendo que:

∆H = 2
(
∆U −∆G

)
(7)

∆U =
1

3
∆Pm +

2

3
∆G (8)

e substituindo as equações (7) e (8) na equação
(6) é:

∆Pm

∆G
=

1− Tws
1 + 0.5Tws

(9)

que é a equação linear ideal da turbina (Modelo
de fase não minima).

2.2 Modelo linear não ideal da turbina

Para o modelo Linear - Não Ideal da turbina, a
seguinte expressão é usada para valores da velo-
cidade da água (fluxo) e a potência submetidos a



perturbações:

∆U =
∂U

∂H
∆H +

∂U

∂ω
∆ω +

∂U

∂G
∆G (10)

∆Pm =
∂U

∂H
∆H +

∂U

∂ω
∆ω +

∂U

∂G
∆G (11)

Os desvios de velocidade são pequenos e des-
preźıveis em sistemas sincronizados, portanto:

∆U = a11∆H + a13∆G (12)

∆Pm = a21∆H + a23∆G (13)

Das equações (2), (10) e (11), é obtida o mo-
delo linear não ideal de uma turbina:

∆Pm

∆G
= a23

1 + (a11 − a13a21/a23)Tws

1 + a11Tws
(14)

O modelo linear ideal e o modelo linear não
ideal da turbina foram extráıdos de (Kundur,
1993).

2.3 Modelo do atuador

O modelo do atuador eletro-hidráulico corres-
ponde ao modelo apresentado em (Dynamic et al.,
2013), este é ilustrado na Fig. 5.

Figura 5: Atuador eletro-hidráulico

Ao modelo da Fig. 5, é acrescentado um in-
terruptor condicional que permite alterar a veloci-
dade de fechamento dos portões para a entrada de
água na turbina (isto para evitar golpe de aŕıete),
a velocidade máxima de fechamento dos portões
na área próximo ao ponto de fechamento com-
pleto (zona de parada ZT) entre 0 e 0.08 p.u. é
muito menor à velocidade máxima de fechamento
dos portões na zona de operação normal, que está
entre 0.08 e 1 p.u. A Fig. 6 apresenta a imple-
mentação do interruptor.

Figura 6: Atuador eletro-hidráulico modificado

O bloco db2 simula a histerese inerente que o
governador possui.

2.4 Modelo de gerador

No controle de velocidade, o rotor, a variação da
carga e a potência mecânica da turbina são ele-
mentos envolvidos. A função de transferência de
um gerador para controle de velocidade é:

(
∆Pm −∆PL

)( 1

Tms+D

)
= ∆ωr (15)

O diagrama de blocos da equação (15) é ilus-
trado na Fig. 7.

Figura 7: Diagrama de blocos do gerador

3 Controle LQR-2DOF

A estrutura LQR-2DOF é ilustrada na Fig. 8.

Figura 8: Estrutura genérica LQR-2DOF

A planta é representada pela função de trans-
ferência G(s) (racional e estritamente própria)
dada por:

G(s) =
c(s)

a(s)
(16)

onde os polinômios a(s) e c(s) são co-primos de
graus n e m (m < n). As entradas d(s) e η(s)
correspondem as perturbações externas e à sinal
de ruido. Os polinômios h(s), k(s) e q(s) de grau
n− 1 são os ganhos do controlador.

A função de transferência de malha fechada
sem considerar a perturbação d(s) e o sinal de
ruido η(s) é:

y(s)

r(s)
=

c(s)q(s)

a(s)k(s) + c(s)h(s)
=
αc(s)q̂(s)

δ̂(s)q̂(s)

=
αc(s)

δ̂(s)
(17)

onde α ∈ R e q(s) = αq̂(s).
Os pólos desejados em malha fechada são da-

dos pelas ráızes do polinômio δ̂(s) que garantem
um acompanhamento adequado da referência em



relação ao eixo imaginário. No entanto, essa ca-
racteŕıstica às vezes é obtida pela deterioração da
entrada de controle u(t), o que pode levar à satura-
ção dos atuadores, este problema pode ser tratado
minimizando o ı́ndice dado por:

JLQR =

∫ ∞
0

{ρ(y(t)− r(t))2 + u(t)2}dt (18)

O fator de ponderação ρ ∈ R+ é usado para
atingir um apropriado desempenho em malha e
de seguimento. A solução da equação (18) no do-
mı́nio da freqüência é conhecida como fatorização
espectral (Wolovich, 1994).

3.1 Fatorização Espectral

Se c(s) e a(s) tem coeficientes reais, as seguintes
restrições são satisfeitas:

a(jω)a(−jω) = |a(jω)|2 ≥ 0

c(jω)c(−jω) = |c(jω)|2 ≥ 0 ∀ ω real (19)

ou seja, considerando ρ > 0 define-se:

∆(s) = a(s)a(−s) + ρc(s)c(−s) (20)

As 2n ráızes de ∆(s) são obtidas variando ρ de
0 a ∞ e representam um grupo especial de ráızes
chamada de Root-Square Locus,(i.e). se λj é uma
raiz de ∆(s) então −λj é também uma raiz de
∆(s). Conseqüentemente, ∆(s) pode ser expres-
sado como:

∆(s) = δF
∗
(s)δF

∗
(−s)

= [∆(s)]+[∆(s)]− (21)

onde as n ráızes estáveis de δF
∗
(s) são os valo-

res desejados de δ̂(s). De maneira similar pode-se
obter as n ráızes estáveis de ∆(s) como:

∆(s) = a(s)a(−s) + σc(s)c(−s)
= δH

∗
(s)δH

∗
(−s)

= [∆(s)]+[∆(s)]− (22)

onde, cada escolha de σ ∈ R+ permite obter o
respectivo δH

∗
(s), como conseqüência q̂(s) é cal-

culado como uma função das n ráızes estáveis de
δH

∗
(s).
De esta forma:

k(s) = sn−1 + kn−2s
n−2 + · · ·+ k1s+ k0 (23)

e

h(s) = hn−1s
n−1+hn−2s

n−2+· · ·+h1s+h0 (24)

são obtidas resolvendo a seguinte equação Diofan-
tina:

a(s)k(s) + c(s)h(s) = δF
∗
(s)q̂(s) (25)

A equação (25) em forma de matriz é re-
escrita como:

SV = δ (26)

onde S, V e δ estão apresentados por extenso em
(Vargas et al., 2015).

3.2 Rejeição de perturbações e atenuação de
ruido

A rejeição de perturbações e atenuação de rúıdo,
é avaliada a partir das funções de sensibilidade e
complementar de sensibilidade definidas como:

S(s) =
a(s)k(s)

δ(s)
; C(s) =

c(s)h(s)

δ(s)
(27)

tal que:

|S(jω)| ≈
{

0 para baixas freqüências
1 para altas freqüências

(28)

|C(jω)| ≈
{

1 para baixas freqüências
0 para altas freqüências

(29)

Finalmente, as margens de ganho e fase são
obtidos a partir do ganho de malha definido como:

L(s) =
c(s)h(s)

a(s)k(s)
(30)

4 LQR-2DOF Como Regulador

A estrutura LQR-2DOF apresentada corresponde
a um rastreador, ou seja, a sinal r(s) deve rece-
ber as variações da referencia. Para estabelecer
a configuração como regulador, partimos do dia-
grama que considera o sistema completo ilustrado
na Fig. 9. tal que A, T e G são os modelos do Atu-

Figura 9: Controle de velocidade LQR-2DOF

ador, Turbina e Gerador, respectivamente. Para
adaptar a função de transferência que a estrutura
LQR-2DOF possui ao sistema de regulação de ve-
locidade, levamos a estrutura da Fig. 9 à estrutura
da Fig. 10:

Figura 10: Controle de velocidade LQR-2DOF
standard

A função de transferência de malha fechada
da Fig. 10 é:

y(s) =
c(s)q(s)

δ(s)
r(s) + S(s)d(s) + C(s)η(s) (31)



Desconsiderando o ruido obtém-se:

y(s) =
c(s)q(s)

δ(s)
r(s) +

a(s)k(s)

δ(s)
d(s) (32)

y(s) = T (s)r(s) +
a(s)k(s)

δ(s)

(
1

Tms+D

)
. . .

(−Pe) (33)

Para que a estrutura funcione como um regu-
lador em regime permanente, é necessário fazer a
sáıda y(s) igual ao valor de referência (constante),
em termos matemáticos, isso é representado pelo
Teorema do Valor Final :

y(∞) = lim
s→0

s · y(s) = Ref (34)

Ou seja:

y(∞) = lim
s→0

s {T (s)r(s)}+ . . .

lim
s→0

s

{
a(s)k(s)

δ(s)

(
1

Tms+D

)
(−Pe)

}
= Ref (35)

Para uma referencia de tipo degrau, empre-
gando os limites obtém-se:

y(∞) = r(s) +
a0k0
δ0D

(−Pe) = Ref (36)

onde os valores a0, k0 e δ0 são os valores constantes
dos polinômios de projeto e da planta, ou seja:

y(∞) = r(s) = Ref +
a0k0
δ0D

(Pe) (37)

Da equação (37), conclui-se que, para ter uma
sáıda igual à entrada em regime, a entrada deve
necessariamente ser a soma do valor de referên-
cia mais a entrada da perturbação (neste caso a
carga elétrica) multiplicada por uma constante,
neste sentido, a Fig. 11 ilustra a estrutura LQR-
2DOF como regulador. Esta estrutura é proposta
no trabalho de (Espinoza, 2019).

Figura 11: Controle LQR-2DOF como regulador

5 Projeto do Controlador

A usina utilizada em este trabalho corresponde à
usina hidrelétrica Chojlla, que está sob a supervi-
são da empresa HidroBol S.A., dona de uma tur-
bina Francis de 40 MW. A Tabela 1 apresenta os
parâmetros de esta planta.

Tabela 1: Parâmetros unidade hidrelétrica

Parâmetros Valores Unidades

Tg 0,50 s
Tp 0,10 s
a11 0,58 adm
a13 1,10 adm
a21 1,40 adm
a23 1,50 adm
Tw 0,91 s
Tm 6,00 s
D 1,50 %

O modelo da planta
c(s)

a(s)
é determinado pelas

séries dos modelos do atuador, da turbina e do
gerador, como observado na Fig. 3. O modelo
obtido é:

c(s)

a(s)
=

−3, 21s+ 7, 89

s4 + 10, 48s3 + 35, 01s2 + 39, 69s+ 7, 89
(38)

Para um valor de ρ > 0, a Fig. 12 ilustra as
2n ráızes do polinômio ∆(s).

Figura 12: Ráızes de ∆(s) no plano complexo

O valor de ρ para obter um tempo de assenta-
mento menor ao de um controlador PID é ρ = 30.
A resposta ao degrau para o ρ selecionado é ilus-
trada na Fig. 13.

Figura 13: Tempo de assentamento do controlador

O polinômio caracteŕıstico δ̂(s) obtido é:

δ̂(s) = s4 + 11, 33s3 + 44, 26s2 + 72, 27s+ 43, 95 (39)



para:

α =
δ̂(0)

c(0)
= 5, 5678 (40)

Para selecionar o valor de σ, deve-se verificar
que a magnitude da sensibilidade do sistema |S(s)|
atender a condição:

‖S‖∞ = maxω|S(jω)| ≤ 2 ≈ 6dB (41)

O valor de σ = 1, permite verificar as mag-
nitudes da função de sensibilidade S(s) e comple-
mentar de sensibilidade de acordo à equação (27).
Os ganhos do controlador são apresentados na Ta-
bela 2, ressaltando que q(s) = αq̂(s).

Tabela 2: Ganhos controlador LQR-2DOF

q(s) h(s) k(s)

5,57s3 3,25s3 1,0s3

56,86s2 38,65s2 12,72s2

179,96s 126,55s 49,14s
174,43 123,10 86,07

As Figs.14 e 15 ilustram as funções de sensi-
bilidade e complementar de sensibilidade obtidas.

Figura 14: Sensibilidades

Figura 15: Complementar de sensibilidade

A partir de estes resultados e do ganho de
malha são verificadas as margens de ganho e fase,
a primeira com valor superior a 6 dB e a segunda
com valor maior a 40 graus. Isto garante boas
margens de estabilidade, condicão exigida pelas
normas.

6 Resultados de Simulação

A estrutura ilustrada na Fig. 16 foi empregada na
execução das simulações.

Figura 16: Sistemas reguladores PID e LQR-
2DOF

A constante GCO é o ganho acrescentado à
medição da carga Pe, ele é calculado com as cons-
tantes a0, k0, D e δ0, conforme apresentado na
seção 4. Os dados adicionais para a simulação são
apresentados na Tabela 3.

Tabela 3: Dados simulação

Parâmetros Valores Unidades

GCO 0,275 adm
db2 0,02 %

vop − vcl 0,4 p.u
vcl − ZT 0,04 p.u

ZT 0,08 p.u
Gmax 1,0 p.u
Gmin 0,0 p.u
Kp 3,0872 adm
Ki 0,6934 adm
Dd 1,3800 adm
N 78,3882 adm

Mencionar que o PID foi sintonizado empre-
gando o algoritmo baseado em algoritmos gené-
ticos do Matlab-Simulink®para efeitos de com-
paração. Os resultados de simulação para uma
entrada repentina de carga são apresentados na
Figs. 17 e 18.

Nestes resultados verifica-se que a velocidade
de resposta do controlador LQR-2DOF é maior
quando comparado ao PID. Não entanto o torque
também é maior.

Já as Figs. 19 e 20 apresentam os resultados
de simulação devido ao aumento ou redução da
carga.

Nestes resultados, novamente é verificado que
o controle LQR-2DOF é bem mais rápido que o
controle PID.



Figura 17: Torque entregue pela turbina

Figura 18: Velocidade da maquina

Figura 19: Torque entregue pela turbina

Pelo apresentado, a arquitetura proposta
pode ser empregada como regulador em sistemas
de geração de energia, ressaltar ainda que a estru-
tura tem uma vantagem extra em relação a outros
controladores, esta vantagem diz com respeito à
inclusão de outra variável no controle, esta variá-
vel corresponde à variação de carga. Esta carate-
ŕıstica permitiria uma detecção antecipada de er-
ros quando comprada com as outras técnicas. Fi-
nalmente, as limitações de ambos os controladores
correspondem a posśıveis saturações de controle,
isto porque na área de geração, as hidrelétricas
apresentam maior saturação e resposta mais lenta,
mas o controlador LQR-2DOF poderia melhorar

Figura 20: Velocidade da maquina

esta carateristica.

7 Conclusões

Neste trabalho foram apresentados os modelos da
turbina, do gerador e feita a proposta para um
regulador LQR-2DOF.

Foi verificado que o uso da estrutura LQR-
2DOF como regulador na área de geração de ener-
gia é viável, isto quando comparado ao contro-
lador PID amplamente utilizado em sistemas de
energia, verificou-se também uma melhora signifi-
cativa da resposta à entrada e sáıda de carga.

Algumas das vantagens que esta estrutura
são:

1. Permite a rejeição de perturbações e atenua-
ção de rúıdo no sistema,

2. Permite a utilização de dois parâmetros como
meio de controle, um para medir a velocidade
do rotor e outro para medir a carga elétrica,

3. Alta capacidade para melhorar os tempos de
resposta de sáıda do sistema,

4. A integral do erro absoluto quando compa-
rado ao PID é menor (PID = 1,365, 2DOF
=0,95).

Estudos mais extensos são necessários para
apreciar a relação indireta existente entre a me-
lhoria na resposta das unidades de geração e a
possibilidade de aumentar o percentual de unida-
des de geração não convencional ao sistema inter-
ligado nacional.

Acrescentar que a implementação de novas es-
truturas de controle em sistemas de geração devem
enfrentar problemas de estabilidade inerentes aos
sistemas interligados.

Finalmente, a Boĺıvia tem iniciado uma etapa
de transferência de tecnologia em pequena escala
na área de Energia, sendo este trabalho resultado
desse esforço.
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