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Abstract: In this work, we intend to use analysis tools in dynamic systems for detecting the
variation of structures in signals obtained from simulated data, as a preliminary phase for the
detection of different dynamic regimes in real data.

Resumo: Neste trabalho, pretende-se utilizar ferramentas estatisticas juntamente com técnicas
de andlise em sistemas dinamicos para detecgdo da variagdo de estruturas em sinais obtidos
de dados simulados, como fase preliminar para a detecgao de diferentes regimes dindmicos em

dados reais.
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1. INTRODUCAO

A detecgao na alteracao do comportamento dinamico em
fendmenos fisicos, naturais, econémicos, sociais e em pro-
blemas de engenharia é de grande importancia para com-
preensao e analise desses fenomenos. No estudo de sinais
biolégicos, a deteccao da transicao entre estados pode ser
de grande relevancia na prevencao em relagao a aspéctos
indesejados de seu comportamento (Yan et al., 2016; West-
brook, 2014). Por exemplo, no diagnéstico da transi¢ao
normal /pré-crise/crise de ataques epiléticos, pode-se ado-
tar uma abordagem mais adequada para um determinado
tratamento ou, ainda, na tomada de agOes preventivas
que podem evitar danos temporarios ou permanentes (Yan
et al., 2016; Westbrook, 2014).

A capacidade de usar um conjunto de padroes analiticos e
ferramentas computacionais para realizar a distin¢ao entre
processos aleatérios/ruidosos e cadticos, e a possibilidade
de aplicar técnicas que permitem descrever a estrutura
deterministica, podem possibilitar a identificacdo de pa-
droes estruturais em sinais oriundos de fenémenos fisicos
ou bioldgicos e, por conseguinte, a deteccao na transicao
de estados (Kannathal et al., 2005).

A dinadmica nao linear fornece uma estrutura conceitual
para entender e reconhecer dinamicas e padroes espaco-
temporais a obtidos a partir de sinais reais. Ainda como
aplicacao na neurociéncia, uma vez que uma das moti-
vagoes deste trabalho origina-se no desenvolvimento de
técnicas para reconhecimento de padroes em sinais bio-
logicos, destacam-se as que podem resultar em ativida-
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des neurais que levam as crises observadas em sinais de
EEG. Uma estrutura conceitual e atraente postula que ha
transi¢oes entre comportamentos nao cadticos e cadticos
e, até mesmo, entre comportamentos cadticos topologica-
mente distintos (Shelhamer, 2007). Nos exames de EEG
a atividade do cortex cerebral é registrada por meio da
aquisicao dos sinais elétricos que sao registrados em séries
temporais de dados reais. As principais ferramentas de
dinamica nao linear encontradas na literatura para andalises
de dados de EEG sao dadas por imersao em espaco de esta-
dos, reconstrugao de atratores estranhos, andlises da se¢ao
de Poincaré e mapa de primeiro retorno, construcao de
diagramas de recorréncia, andlise de dinamica simbdlica,
medidas de dimensao, expoentes de Lyapunov e entropia
(Stam, 2005; Kannathal et al., 2005).

A entropia mede o grau de organizacao dos dados de um
sinal a partir da quantidade de novas informagoes geradas,
ou seja, quanto maior a entropia de um sinal, maior sera
seu grau de complexidade (Monteiro, 2019). No presente
trabalho, utilizou-se o calculo da variagao de entropia para
a deteccao da transigao entre diferentes estados de um
sinal, identificando as “assinaturas” dinamicas envolvidas
entre os varios estados de um conjunto de dados.

Esse procedimento foi feito com um sinal simulado a
partir da primeira coordenada do sistema de Rossler,
que possui diferentes regimes dinamicos de acordo com o
parametro de bifurcagao: drbitas periddicas estaveis e caos
(Rossler, 1976). Nota-se que o sinal em questao continha
sete diferentes regimes dinamicos variando entre ébitas
periddicas atratoras e caos.
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Além da entropia, utilizou-se também a imersao diferencial
de espaco de estados. Essa técnica nos permite reconstruir
outras coordenadas de um sistema, a partir dos dados
de uma s6 coordenada. Apesar dos pontos do espago
reconstruido serem diferentes do sistema original, essa
técnica preserva a topoligia do atrator (Monteiro, 2019).

Somando-se a isso, foram utilizadas ferramentas estatis-
ticas, como a média intervalar, desvio padrao e variancia
para auxiliar na identificagdo da transicao dos estados do
sinal.

2. OBJETIVOS

O trabalho tem como objetivo a elaboragao de uma técnica
capaz de identificar, por meio da variacao de entropia, a
transicao de estados dentro de um sistema. Essa ferra-
menta, posteriormente podera ser aplicada em sinais reais
nas areas onde a deteccao de regimes dinamicos se faz
necessaria

3. DESENVOLVIMENTO

Dado o fato de que cada vez mais técnicas de dinamica
nao linear tem sido aplicadas & andlise de sinais (Acharya
et al., 2013; Giiler et al., 2005; Thomasson et al., 2001)
e considerando que objetiva-se aplicar os resultados deste
trabalho em andlises de dados de EEG dedicados ao estudo
da epilepsia, o seguinte conjunto de dados apresentados na
Figura 1 serao utilizdos como ilustracao para apresentar o
desenvolvimento. Tem-se ai trés estados distintos: normal
(entre eventos de crise), pré-crise e crise epilética, que
poderiam ocorrer em sequéncia. Um cenario semelhante,
mas em contexto totalmente controlado, pode ser obtido
a partir do atrator de Rossler, Figura 2.
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Figura 1. Dados de EEG: (a) estado entre eventos de crise de eplep-
sia; (b) estado pré-crise; (c) estado de crise. Fonte: Swiderski
et al. (2007).

O atrator de Rossler é dado por um sistema dinamico
continuo que possui diferentes regimes dinamicos em fun-
¢ao dos parametros do sistema: érbitas periddicas estaveis,
instaveis e caos (Rossler, 1976). As equagdes do sistema de
Rossler sao dadas por

¥ =y—z,
y =z +ay, (1)
2 =b+z(x—c),

em que a, b, c s20 parametros.
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Figura 2. Atrator de Rossler, obtido a partir da Eq. 1, com ¢ = 9,0.

A Figura 3 apresenta um diagrama de bifurcagdes (Fiedler-
Ferrara and Do Prado, 1994) para o sistema dado pela
Eq. (1) em fungdo do pardmtro c¢. Os pardmetros a e b
foram fixados em a = 0,2 e b = 0,4, enquanto diferentes
regimes dindmicos foram registrados para c € [2,9].
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Figura 3. Diagrama de bifurcagdes para o sistema de Rossler em
yxca=02eb=0,4.

O diagrama da Figura 3 foi obtido a partir do registro da
coordenada y do fluxo gerado pela Eq. (1) ao intersectar a
segao de Poincaré (Monteiro, 2019)
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em funcao da variacao do paramtro c.

O diagrama da Figura3 revela que para ¢ = 2 até um
pouco maior que 3, o regime dinamico é uma O&rbita
periodica estavel de periodo 1; para certo valor de ¢ entre
3 e 4 ocorre a primeira bifurcacao e uma duplicacdo de
periodo, consequentemente um novo regime dinamico: uma



orbita periodica estavel de periodo 2; para c entre 4 e
5 ocorrem novas bifurcacoes e consequentes duplicagoes
de periodo, até que se atinge o regime dinamico cadtico.
Chama-se a atengao para a regiao de ¢ = 6, onde pode
ser observada uma sequéncia de transicoes de regimes
dinadmicos: caos, janela de periodo trés, bifurcacées com
duplicacao de periodo e retorno ao caos.

A partir de solugdes numéricas do sistema de Rossler
pelo método Runge-Kutta de quarta ordem, com passo
de discretizagao h=0,01, foi gerado um sinal x(%) retirado
da primeira coordenada do sistema da Eq. (1), contendo
N = 10° dados. Esse sinal foi obtido variando o parametro
de bifurcagao ¢, de forma que diferentes regimes dindmicos
fossem atingidos: Obitas periddicas atratoras de diferentes
periodos e caos. O parametro c¢ foi variado por uma
funcao linear por partes, como apresentado na Figura4.
Comparando o grafico apresentado na Figura4 com o
diagrama de bifurcacao da Figura 3, é possivel determinar
os diferentes regimes dinamicos utilizados na simulagao.
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Figura 4. Variagdo do parametro c utilizado para gerar o sinal 2(7).

A Figura 5 mostra a evolugao temporal da varidvel z(¢) em
trés estados diferentes, cujas diferencas no comportamento
podem ser verificadas por inspecao e também comparando-
se os respectivos valores de ¢ com o comportamento asso-
ciado no diagrama de bifurcagoes (Figura 3): em vermelho,
para ¢ = 4,6, 6rbitas periddicas, em azul, ¢ = 5,6, caos e em
preto, ¢ =9, caos, o mais desenvolvido. Este é um cenario
semelhante ao apresentado na Figural, mas agora para
para um sistema cuja dinamica é conhecida e estudada
ha décadas. Nesse sentido, os resultados e andlises obtidas
para o sistema de Rossler tém o propdsito de validar as
técnicas aqui tratadas para serem empregadas na deteccao
de transicdo de estados em dados de EEG, com foco na
eplepsia.

O sinal (i) gerado, como descrito anteriormente, foi
utilizado para aplicar técnicas de andlise de entropia
utilizadas no estudo de dindmica nao linear. Devido a
variagao de regimes dinamicos presentes no sinal, adotou-
se a estratégia de calcular a entropia em subintervalos
de tamanho fixo do sinal. A partir de um comprimento
de intervalo 7 fixado, os dados foram dividos em N — 7
subintervalos

I = [z(i),z(i + 7)],
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Figura 5. Evolugio temporal da varidvel (i) do atrator de Rossler:
¢ = 4,6 (vermelho) ; ¢ = 5,6 (azul); ¢ = 9,0 (preto).

A entropia w(I;) foi calculada em cada I; para diferentes
valores de 7 e observou-se que para 7 entre 0,1% e 1,0%
do numero total de dados, N, a variacao da entropia
intervalar aponta os diferentes regimes dinamicos presentes
no sinal, ilutrados de vermelho nas figuras 6 e 7.

Como forma de detectar a transigao entre regimes dinami-
cos, utilizou-se da entropia média intervalar, dada por

. 1
Wmed (l) = ;

i+7—1
Z w(Lc)a (3)
k=i
bem como sua respectiva variancia, em que fora utilizado
o mesmo valor de 7 utilizado em I;,. Resultados também
apresentados de cor verde nas figuras 6 e 7.
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Figura 6. Entropia Intervalar (vermelho) e Entropia Média Inter-
valar (verde) para 7 = 0,1%N.

Nota-se, ainda, nas figuras 6 e 7, um conjunto de dados
em azul que corresponde & entropia acumulada baseada
no intervalo de confianga para wpeq(7).

Somando-se a isso, foi realizada em algumas partes do sinal
x (%) uma imersao diferencial no espago de estados (Fiedler-
Ferrara and Do Prado, 1994). A imersdo em espago de
estados tem por objetivo reconstruir um possivel atrator
dindmico associado a uma série temporal para que sejam
analisadas as caracteristicas dindmicas tais como orbitas
periédicas atratoras ou comportamento cadtico. A imersao
diferencial utilizada foram obtidas pela Eq. (4)
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Figura 7. Entropia Intervalar (vermelho) e Entropia Média Inter-
valar (verde) para 7 = 1%N.

2(i) — 2(i - 1) /h, (4)
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|

emque 1 <7< N eh=0,01. A primeira coordenada da
imersao diferencial é igual aos valores de x(i) e as outras
coordenadas utilizam-se de aproximagoes numéricas para
as derivadas de x(7).

Essa ferrmenta foi empregada para reconstruir a topologia
do atrator e, assim, analisar se os resultados obtidos pela
entropia intervalar e a entropia média intervalar eram
condizentes e corroboravam com o comportamento do
atrator dindmico em fungao do parametro ¢ (figuras 3 e
4). Alguns resultados obtidos pela imersao diferencial de
x(4), utilizando as Eq. (4), estao ilustrados nas figuras 8,
9,10 e 11.
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Figura 8. Projecio no plano zy da imersdo diferencial para:
125000 < 7 < 175000

Figura 9. Tmerséo diferencial para: 250000 < i < 500000
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Figura 10. Projecio no plano zy da imersdo diferencial para:
575000 < 7 < 650000

Figura 11. Imersio diferencial para: 690000 < i < 880000
4. ANALISE DOS RESULTADOS
4.1 Entropia Intervalar e Entropia média intervalar

A entropia intevalar e a entropia média intevalar, como
dito anteriormente, foram calculadas para identificar, res-
pectivamente, os diferentes estados do sistema e suas tran-
sicoes, a partir de subintervalos de tamanho fixo do sinal.

Na Figura6, nota-se que para 7 = 0.1%N houve a
identificagao de sete diferentes estados do sinal simulado
de Rossler. Dentre os estados identificados, destaca-se



que cinco deles possuem um certo padrao de varigao de
entropia dentro de um intervalo.

Dessa forma, supbe-se que nesses intervalos o sistema
se comporta como um regime nao cadtico, possuindo
orbitas periédicas atratoras estdveis. Tal suposicao foi
feita a partir do préprio conceito de entropia. Como
nesses estados existe uma padronizacao da quantidade de
informacao gerada pelo sistema, significa que nesse periodo
o sistema se encontra organizado, ou seja, estavel.

Nota-se que a média da entropia intervalar (verde) se
encontra numa faixa de valores de entropia ainda mais
restrita e padronizada.

Nos outros dois estados do sinal encontra-se uma despa-
dronizagao do valor da entropia intervalar. Nesses estados,
supoe-se que o sistema estaria em um regime cadtico de-
vido ao fato de que os dados estao dispersos e nao seguem
um padrao de intervalo para seus valores de entropia.

Nota-se que nesses intervlos, a entropia média intervalar
varia muito no grafico, simbolizando uma desorganizagao
ou uma dispersao dos dados nos intervalos corresponden-
tes.

Na Figura 7, nota-se que para 7 = 1%N houve, com uma
menor precisao, a identificacao dos diferentes estados do
sinal simulado. Mesmo com essa diferenca, nota-se um
intervalo no qual o sinal é completamente desorganizado,
sem um padrao e com variacao de amplitude mais elevada
em relacao aos demais, o que aponta para um regime
cadtico. Um olhar atento pode conduzir a uma andlise
semelhante para o intervalo compreendido por ¢ = 20000
a ¢ = 50000, mesmo que com uma variagao de amplitude
semelhante a dos demais intervalos; indicando, possivel-
mente, caos menos desenvolvido.

Porém, observa-se que o tamanho do intervalo I; é in-
versamente proporcional ao desvio padrao da entropia
média intervalar, implicando em uma maior precisao para
a deteccao de variagao na dindmica do conjunto de dados
quanto maior o valor de 7.

No entanto, o aumento do tamanho do intervalo implica
em uma menor distingao entre regimes periédicos e cad-
ticos, além de maior tempo computacional devido a aqui-
sicao de uma maior quantidade de dados para os cédlculos
da entropia.

4.2 Imersdo Diferencial

A partir de uma das coordenadas do atrator, foram re-
construidas as outras duas coordendas, bem como sua
topologia no espago. A imersdo diferencial foi utilizada
para verificar as suposi¢oes dos comportamentos dindmicos
do atrator previamente descritas.

Na Figura8, por exemplo, para o intervalo descrito em
termos de 7, o sistema se comporta de uma maneira estavel
com 6rbitas periddicas atratoras. Nota-se que, a suposicao
feita com base no resultado obtido no célculo de w(I;) e
Wmea(?) estd de acordo com a topologia do atrator nesse
mesmo intervalo.

Nas outras figuras que ilustram os resultados obtidos na
imerséo diferencial (9, 10 e 11) também pode-se verficiar
que as suposicoes previamente feitas a partir do cédlculo

da entropia nos respectivos intervalos do indice i, estao de
acordo com o comportamento dinamico do atrator.

Para fazer tal correlacdo, entre o comportamento do atra-
tor com o célculo das entropias, recomenda-se analisar
a Figura6, onde 7 = 01%N pois, para esse valor de
T, consegue-se uma melhor distingado entre os estados do
sinal, facilitando assim a anélise da correspondéncia entre
a variagao de entropia e o comportamento do sinal.

Destaca-se, em especial, uma faixa de intervalo bem espe-
cifica desse sinal, facilmente percebida tanto para o gréfico
de 7 = 01%N, onde a distingao de estados é mais precisa,
quanto para o grafico de 7 = 1%N. O intervalo 700000 <
i < 900000, aproximadamente, além de ser facilmente
perceptivel, é onde os dados do sinal se comportam de
maneira mais desorganizada, variando bastante o valor de
sua entropia. Esse comportamente despadronizado aponta,
supostamente, para um regime cadtico.

Na Figura 11, tem-se uma ilustragao do comportamento do
atrator para esse intervalo aproximado. O comportamento
apresentado é claramente o de um sinal em regime cadtico,
no qual os dados nao seguem um padrao e se comportam
desorganizadamente. Esse fenomeno corresponde a andlise
feita anteriormente a partir dos valores da entropia para o
mesmo intervalo de i.

4.8 Andlise da Variancia

A variancia é uma ferramenta estatistica que mede o quao
dispersos os dados se encontram da média (valor esperado)
(Montgomery and Runger, 2016). Visto isso, procurou-se
fazer uma analise da variancia para o grafico da Figura6.
O resultado obtido se encontra na Figura 12.

Vale ressaltar que, na Figura 12, utilizou-se 7 = 01%N
para obter uma melhor precisao entre os estados do sis-
tema, como dito anteriomente. Nessa figura, também estao
ilustradas a entropia intervalar (w(I;)), em vermelho, e
a entropia média intervalar (wyeq(7)) em azul. No eixo
horizontal, n corresponde ao intervalo i; ja no eixo vertical,
y(n) corresponde aos valores de w, varidveis semelhantes
as contidas nos graficos da figuras 6 e 7.
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Figura 12. Célculo da variancia para 7 = 01%N (em preto),
entropia intervalar (w(l;), em vermelho), e a entropia média
intervalar (wpeqd (i), em azul).



Os resultados obtidos para a variancia, ilustrada de preto
na Figural2, correspondem e confirmam o que previa-
mente foi apurado no calculo de entropia e na imersao
de Takens. As regices do grafico de entropia que seguem
um padrao, onde os dados estao organizados, obtiveram
valores pequenos para a variancia, uma vez que os dados
nessas regioes nao se encontram tao dispersos do valor
central. Nessas regioes menos complexas, a variancia tende
a se manter constante ou variar pouco, uma vez que o
sistema é menos instavel e os dados sao atraidos por érbitas
atratoras. Esse fato pode ser observado nas figuras 8 e
10, por exemplo. Para intervalos desse tipo héa dérbitas
periddicas estdveis no espago de estados reconstruido pela
imersao diferencial.

As faixas de intervalo nas quais os valores de entropia estao
despadronizados correspondem a valores mais elevados de
varancia, bem como uma grande variacao da mesma. Isso
acontece porque nessas regides os dados se encontram
dispersos da média esperada. Este comportamento aponta
para uma caoticidade no sistema, pois numa regiao de
caos os dados sao dispersos e instdveis. Para esses mesmos
intevalos encontra-se, pela imersao diferencial, um atra-
tor reconstruido em regime cadtico, validando-se assim a
analise feita pelo comportamento da variancia.

4.4 Diagrama de Recorréncia

Uma outra ferramenta que se mostra potencialmente til
para a consecussao dos objetivos apresentados nesse artigo
é o diagrama de recorréncia. Serao apresentados aqui
alguns resulstados preliminares, mas que indicam sua
possibilidade de emprego no sentido de se detectar a
transicao entre estados do sistema.

As figuras 13, 14 e 15 mostram uma forma diferente de
se avaliar a evolugao da dindmica do sistema. A Figura 13
corresponde a um trecho anterior ao apresentado na Fi-
gura 8, portanto, uma dindmica ainda mais regular e de
menor variancia. As figuras 14 e 15 correspondem, respec-
tivamente, aos trechos das figuras 10 e 11.

As préximas etapas passam por implementar uma métrica
que acuse a transicdo de um quadro para outro, conse-
quentemente, de um estado para outro.
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Figura 13. Diagrama de recorréncia para os dados de entropia para
dados compreendidos : 0 < ¢ < 10000, 7 = 0,1%N
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Figura 14. Diagrama de recorréncia para os dados de entropia para
dados compreendidos : 575000 < i < 650000, T = 0,1%N

7200 T T T T

7180 [

7160 |-

7140 -

7120 |

LAY N -

€
7060 | se— 4

7040 ——— 4

7020 | S— 1

7000 7020 7040 7060 7080 7100 7120 7140 7160 7180 7200

Figura 15. Diagrama de recorréncia para os dados de entropia para
dados compreendidos : 690000 < 7 < 880000, 7 = 0,1 %N

5. CONCLUSAO

Este artigo apresenta uma técnica, baseada em entropia,
para, nao apenas detectar os diferentes estados percorridos
por um sistema dinamico ao longo tempo, mas também
que seja capaz de identificar quando ocorrem as transicoes
de estado. Muito importante para a modelagem, anélise e
controle de sistemas dinamicos.

A entropia intevalar e a entropia média intevalar foram
empregadas na identificacao, respectivamente, dos dife-
rentes estados do sistema e suas transigoes, a partir de
subintervalos de tamanho fixo do sinal.

A imersao diferencial foi utilizada para verificar a validade
dos resultados obtido por meio da entropia, acerca dos
comportamentos dindmicos do atrator do trator de Ross-
ler.

A andlise da variancia foi empregada como mais um
instrumento, em conjunto com a imersao diferencial, para
validar os resultados obtidos com a entropia.

O diagrama de recorréncia foi outra ferramenta utilizada,
ainda de forma preliminar, com o objetivo de caracterizar
diferentes estados de sistemas dindamicos, bem como as
transicoes entre eles. Verificou-se haver potencial, mas



ainda é preciso mais estudos para encontrar uma métrica
capaz de auxiliar na determinacao da transicao de estados.

Os resultados apresentados neste artigo confirmam que
os procedimentos apresentados sao capazes de indicar os
diferentes estados percorridos por um sistema dinamico,
bem como quando ocorrem as mudancas de estado, ao
se avaliar a evolugao temporal de uma varidvel dindmica
gerada por este sistema.

Os resultados foram obtidos para o atrator de Rossler,
sistema dinamico nao linear largamente estudado na litera-
tura hé décadas. Acredita-se que o procedimento tal como
proposto e executado pode ser aplicado a um largo espec-
tro de sistemas dinamicos. Dessa forma, um dos proximos
passos sera aplicd-lo a dados de EEG, mais especificamente
ao estudo da epilepsia.
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