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Abstract: An optimization-based method is proposed for tuning PI controllers for systems
subject to constraints on the controlled variable and to actuator saturation. The invariant
set theory is used for the treatment of constraints on the controlled variable together with
polytopical modeling for saturation of the actuator. Conditions are presented for a polyhedron
contained in the set of constraints to be positively invariant with respect to a closed loop system
with a PI controller subject to actuator saturation. These conditions are used in the formulation
of a bilinear programming problem whose solution provides the parameters of the controller
that satisfy the constraints, and an associated invariant set. For the numerical validation of the
method, an example is developed using three different objective functions. The results show
that the method is able to determine a tuning that does not violate any constraint, and also
the importance of the adequate choice of the objective function.

Resumo: Neste trabalho é proposto um método baseado em otimização para a sintonia de
controladores PI para sistemas sujeitos a restrições na variável controlada e saturação do
atuador. A teoria de conjuntos invariantes é utilizada para o tratamento de restrição na variável
controlada e modelagem politópica para saturação do atuador. São apresentadas condições para
que um poliedro contido no conjunto de restrições seja invariante em relação a um sistema
em malha fechada com um controlador PI sujeito a saturação. Estas condições são usadas na
formulação de um problema de programação bilinear cuja solução fornece os parâmetros do
controlador que satisfaz as restrições e um conjunto invariante associado. Para a validação
numérica do método foi elaborado um exemplo com o uso de três funções objetivo diferentes. Os
resultados mostram que o método é capaz de determinar uma sintonia que não viola nenhuma
restrição e a importância da escolha adequada da função objetivo.
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Models.
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1. INTRODUÇÃO

O controlador proporcional-integral-derivativo (PID) é um
algoritmo amplamente utilizado na indústria para controle
de variáveis em geral, por exemplo, velocidade, pressão e
ńıvel. Estima-se que 95% das malhas de controle utilizam
controladores PID, em sua maioria na forma Proporciona-
Integral (PI) (Åström and Hägglund, 2004).

Uma das dificuldades em utilizar os controladores PID é
encontrar uma sintonia adequada. Habitualmente, a sinto-
nia é realizada pelo método de Ziegler et al. (1942), que se
baseou na determinação de caracteŕısticas dinâmicas de di-
versos processos industriais para nas definições dos ganhos
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dos controladores que deram origem a regras tabeladas de
sintonia (Åström and Hägglund, 1995).

Na literatura, a grande maioria dos trabalhos que envol-
vem sintonia de controladores PID para sistemas industri-
ais fazem uso das regras de sintonia de Ziegler e Nichols,
Cohen e Coon, Método da Integral do Erro e Método
do Modelo Interno. Porém nenhum desses métodos lida
com uma necessidade natural dos processos industrias,
as restrições (Tchamna and Lee, 2018). Existem alguns
métodos de sintonia de PID que lidam de forma direta
com restrições, por exemplo, (Tchamna and Lee, 2018;
Pinto et al., 2019) e existem formas indiretas de tratá-
las, como algumas estratégias que são utilizadas com o
intúıdo de mitigar os impactos da saturação do atuador
no controlador PID, tais como técnicas de anti-windup
(Tarbouriech et al., 2011) e limitação da integral do erro.
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Uma das formas aplicadas com sucesso em diversos pro-
blemas de controle para resolver problemas sob restrições
utiliza funções de Lyapunov poliédricas (FLP) e conjun-
tos positivamente invariantes. Esses conjuntos vêm sendo
usados na resolução de problemas de regulação de siste-
mas lineares sob restrições (Vassilaki et al., 1988; Hennet,
1989), assim como em outros problemas de análise e śıntese
desse tipo de sistema (Blanchini et al., 2007; Blanchini
and Miani, 2008). Muitos trabalhos que utilizam FLP
enquadram-se na linha de controle preditivo, por exemplo,
(Mayne et al., 2000), mas existe um problema inerente a
essa técnica de controle: o elevado custo computacional
associado a resoluções online de problemas de otimização.
Uma forma de contornar essa desvantagem é sintetizando
uma lei de controle expĺıcita, associada a um conjunto
invariante, como solução de um problema de otimização
multiparamétrica (Bemporad et al., 2002).

Métodos recentes vêm sendo propostos para o cálculo
de poliedros invariantes com complexidade fixa, como
por exemplo, aquele proposto em (Brião et al., 2018),
no qual os ganhos de um controlador por realimentação
estática de estado ou de sáıda são calculados por meio
de um problema de otimização bilinear, juntamente com
um poliedro invariante associado que garante o respeito às
restrições.

Dentre as restrições naturais do sistema há a restrição de
sinais de controle, que muitas vezes são limitadas entre
valores máximos e mı́nimos. Os sistemas de controle que
ignoram estes limites podem sofrer a ocorrência de satu-
ração do atuador, que pode levar o sistema à instabilidade
ou a respostas indesejáveis inerentes ao comportamento
não linear do sistema em malha fechada, tais como pontos
de equiĺıbrio parasitas e ciclos limite. Logo, a modelagem
da saturação, no sentido de considerá-la explicitamente no
projeto do controlador, é muito importante, a fim de que se
evitem estes comportamentos indesejáveis, ou, pelo menos,
que se avaliem os seus efeitos sobre a estabilidade, o desem-
penho e a robustez do sistema em malha fechada (Ghiggi,
2008). Uma das formas de se levar em consideração a
saturação no modelo é através da modelagem politópica.

Desta forma, este trabalho tem por objetivo apresentar um
método de sintonia para controladores PI para sistemas de
tempo discreto sujeitos a restrições na variável controlada
e a saturação do atuador. Condições são apresentadas para
que um poliedro definido no espaço de estado seja positiva-
mente invariante em relação ao sistema em malha fechada
com o controlador PI e a um problema de seguimento de
referência. Como em Brião et al. (2018) tais condições
são traduzidas em um problema de otimização bilinear
cuja solução fornece os ganhos do controlador. Diferentes
formulações do problema de otimização são analisadas por
meio de experimentos numéricos.

2. FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

Considere o seguinte sistema de tempo discreto, linear,
invariante no tempo e monovariável:

x[k + 1] = Ax[k] +Bu[k] + Er[k]
y[k] = Cx[k]

(1)

no qual k ∈ N é o número da amostra, x[k] ∈ Rn é o
estado, u[k] ∈ R é a entrada de controle, y[k] ∈ R é a
variável controlada ou sáıda do sistema e r[k] ∈ R é uma
perturbação.

A perturbação r[k] é desconhecida, porém limitada ao
seguinte poliedro:

r[k] ∈ Φ = {r : |Wr[k]| ≤ 1}, (2)

com W ∈ R.

O sistema está sujeito a saturação do atuador:

u[k] ∈ Ωu = {−umax ≤ u[k] ≤ umax}, (3)

de modo que, considerando uma realimentação estática de
sáıda, temos:

u[k] = sat(Ky[k]) = sat(KCx[k]), (4)

em que sat(.) é a função saturação, definida por:

sat(f) =

{
f, se −umax ≤ f ≤ umax,
umax, se f > umax,
−umax, se f < −umax.

O sistema em malha fechada fica, então, da seguinte forma:

x[k + 1] = Ax[k] +Bsat(KCx[k]) + Er[k]. (5)

Restrições nas variáveis de estado e sáıda podem ser satis-
feitas se o estado inicial estiver contido em um conjunto
positivamente invariante, definido a seguir.

Definição 1. Um conjunto Ω ⊂ Rn é um conjunto positi-
vamente invariante em relação ao sistema (5) se ∀x[0] ∈
Ω, x[k] ∈ Ω, ∀k ≥ 0, ∀r[k] ∈ Φ.

No caso em que a origem pertence ao interior de Ω, diz-se
que Ω é positivamente invariante com taxa de contração λ,
com 0 < λ < 1, se ∀x[0] ∈ Ω, x[k] ∈ λΩ, ∀k ≥ 0, ∀r[k] ∈ Φ.

Restrições lineares nas variáveis de estado resultam em
conjuntos de restrições poliédricos, do tipo:

Ω = {x : |Lx[k]| ≤ 1},
em que L ∈ Rl×n, as desigualdades valem elemento por
elemento e 1 é um vetor de dimensões adequadas cujos
elementos são todos iguais a 1.

Por simplicidade, trataremos de conjuntos simétricos em
relação à origem. Os resultados apresentados podem, no
entanto, ser facilmente estendidos a poliedros não simétri-
cos.

O sistema (1) está sujeito a restrições na sáıda:

y[k] ∈ Ωy = {|Qy[k]| ≤ 1}, (6)

que, a partir da equação de sáıda em (1), transformam-se
em restrições no estado:

x[k] ∈ Ωx = {|QCx[k]| ≤ 1}. (7)

com Q ∈ R.

2.1 Modelagem Politópica da Saturação

Segundo Tarbouriech et al. (2011), uma das formas de se
fazer a modelagem politópica da saturação consiste em
utilizar um vetor como variável auxiliar, hsat, e compor a
sáıda da função saturação como uma combinação convexa
do sinal de controle atual f com hsat.



Sendo u[k] = sat(f [k]), e o sistema em questão monova-
riável, então f e hsat são escalares. Suponha que:

−umax ≤ hsat ≤ umax (8)

A função sat(f) pode ser aproximada por uma combinação
convexa de hsat e f dada por:

sat(f) = λf + (1− λ)hsat (9)

com 0 ≤ λ ≤ 1, ou, de forma equivalente:

Lema 2. (Tarbouriech et al., 2011) Considere dois escala-
res f ∈ R e hsat ∈ R. Se −umax ≤ hsat ≤ umax, então

sat(f) ∈ Co{f, hsat}.

Em virtude de (4), temos a definição do poliedro:

S(Hsat, umax, umax) = {x ∈ Rn;−umax ≤ Hsatx[k] ≤ umax}

Em que Hsat ∈ Rm×n é uma matriz auxiliar para compor
o modelo de saturação.

A partir do Lema 2 se x[k] ∈ S(Hsat, umax, umax) então:

sat(KCx[k]) ∈ Co{Γ+
j KCx[k] + Γ−j Hsatx[k], j = 1, .., 2}

na qual Γ+
j rebece valores de 0 ou 1 e Γ−j = 1 − Γ+

j . O
sistema em malha fechada pode, então, ser representado
pelo seguinte modelo politópico:

x[k + 1] =

2∑
j=1

λj(x[k])Ajx[k] + Er[k], (10)

com
∑2

j=1 λj(x[k]) = 1, 0 ≤ λj(x[k]) ≤ 1, j = 1, ..., 2 e

Aj = A+B(Γ+
j KC + Γ−j Hsat) (11)

Expandindo (10), temos:

x[k+1] = A+B(λ1(x[k])KC+λ2(x[k])Hsat)+Er[k]. (12)

Por meio desse modelo politópico torna-se posśıvel a
permissão de saturação.

3. METODOLOGIA

O controlador PI apresentado na Figura 1, é conhecido
como PI tipo C ou I-P, que é uma modificação do con-
trolador PI convencional, pois a referência é removida do
termo proporcional com objetivo de evitar que mudanças
repentinas na referência gerem respostas com saltos abrup-
tos.

Considere um controlador I-P de tempo discreto como
apresentado na Figura 1, representado por:

f [k] = −Kpy[k] +KIv[k], (13)

v[k + 1] = v[k] + Tse[k], (14)

sendo Ts o peŕıdo de amostragem.

Figura 1. Sistema em malha fechada com controlador I-P
e saturação no atuador.

O sistema apresentado em (1) e o controlador I-P (13)
podem ser representados em espaço de estado da seguinte
forma aumentada:

[
x[k + 1]
v[k + 1]

]
︸ ︷︷ ︸

x̄[k+1]

=

[
A 0
−CTs 1

]
︸ ︷︷ ︸

Ā

[
x[k]
v[k]

]
+

[
B
0

]
︸︷︷︸
B̄

u[k]+

[
0
Ts

]
︸︷︷︸

Ē

r[k] (15)

[
y[k]
v[k]

]
︸ ︷︷ ︸

¯y[k]

=

[
C 0
0 1

]
︸ ︷︷ ︸

C̄

[
x[k]
v[k]

]
(16)

x̄[k + 1] = Āx̄[k] + B̄u[k] + Ēr[k]
ȳ[k] = C̄x̄[k]

(17)

Observe-se que da forma na qual o controlador foi formu-
lado a referência é considerada como uma perturbação.

A lei de controle é dada por:

u[k] = sat(f [k]) = sat

[−Kp Ki]︸ ︷︷ ︸
K̄

[
y[k]
v[k]

] . (18)

Tendo em vista (10) e (12), o modelo politópico aumentado
fica:

x̄[k + 1] = λ1(Ā+ B̄K̄C̄)x̄[k] + (19)

λ2(Ā+ B̄Hsat)x̄[k] + Ēr[k].

A partir dessa formulação, podemos agora estabelecer as
condições para invariância positiva de um poliedro Ω =
{x̄ : Lx̄ ≤ 1} definido no espaço de estado aumentado.

Proposição 3. O poliedro Ω = {x̄ : Lx̄ ≤ 1} é
positivamente invariante com taxa de contração λ em
relação ao sistema (19) se existem matrizes Hk, Hh, Z
e Hsat tais que:

HkL = L(Ā+ B̄K̄C̄)
ZW = LĒ

‖Hk‖∞ + ‖Z‖∞ ≤ λ
HhL = L(Ā+ B̄Hsat)
‖Hh‖∞ + ‖Z‖∞ ≤ λ

(20)

Esta Proposição pode ser demonstrada a partir da exten-
são de condições apresentadas por Milani and Carvalho
(1995) para modelos politópicos de tempo discreto e por
Milani and Dórea (1996) para sistemas de tempo cont́ınuo
sujeitos a perturbações de amplitude limitada.



A seguir, restrições serão incorporadas a fim de se chegar
à formulação de problemas de otimização para sintonia do
controlador I-P.

3.1 Restrição nos estados

Às restrições (7) são acrescidas restrições em v[k], de modo
que o vetor aumentado x̄[k] deve pertencer ao seguinte
poliedro:

Ωs = {|Q̄x̄| ≤ 1} (21)

Observe-se que não há ainda uma maneira sistemática de
determinar um limite em v[k], o que será discutido no
desenvolvimento do exemplo numérico.

Para traduzir restrições no estado em restrições no pro-
blema de otimização, utilizamos o chamado Lema de Far-
kas estendido como em (Castelan and Hennet, 1992).

Para que Ω ⊂ Ωs deve existir uma matriz Hs ∈ Rn×l, tal
que:

{
HsL = Q
‖Hs‖∞ ≤ 1

(22)

3.2 Restrição para permissão de saturação

Considere o seguinte poliedro:

Ωu = {|H̄satx̄| ≤ umax} (23)

no qual H̄sat = [Hsat 0], tendo Hsat sido definido na seção
2.1.

De acordo com Lema 2, Ω ⊂ Ωu é equivalente à existência
de uma matriz J ∈ Rm×l, tal que:

{
JL = H̄sat

‖J‖∞ ≤ umax
(24)

3.3 Restrição para seguimento de referência

A ideia é tentar minimizar a diferença entre a sáıda e o
sinal de referência um passo a frente, o que é traduzido
por:

‖r[k + 1]− y[k + 1]‖∞ ≤ γ (25)

Considerando uma referência constante.

r[k + 1] = r[k] (26)

e

ȳ[k + 1] = [C 0]x̄[k + 1] (27)

[C 0]x̄[k + 1] = [C 0]((Ā+ B̄K̄C̄)x̄[k] + Ēr[k]) (28)

∥∥r[k]− [C 0]((Ā+ B̄K̄C̄)x̄[k] + Ēr[k])
∥∥
∞ ≤ γ (29)

∥∥(−[C 0]Ā− [C 0]B̄K̄C̄)x̄[k] + (1− [C 0]Ē)r[k]
∥∥
∞ ≤ γ

(30)

Sendo assim, para o erro de rastreamento ser menor do que
γ, o conjunto invariante Ω deve estar contido no conjunto
definido pelas restrições acima. A aplicação do Lema de
Farkas estendido leva às seguintes condições:−[C 0]Ā− [C 0]B̄K̄C̄ = HrL

ZrW = 1− [C 0]Ē
‖Hr‖∞ + ‖Zr‖∞ ≤ γ

(31)

3.4 Restrição para expansão do conjunto invariante

A estratégia de expansão do conjunto invariante Ω con-
siste em utilizar a abordagem shape-set com objetivo de
aumentar o conjunto de soluções admisśıveis. Considere
um poliedro shape-set χ = {x[k] : |Sx[k]| ≤ β1}, com
0 ≤ β ∈ R e S ∈ Rl×n. Este poliedro é forçado a estar
contido em Ω. Dessa forma, ao se tentar aumentar seu
tamanho, aumenta-se indiretamente o tamanho de Ω.

χ ⊂ Ω é equivalente à existência de uma matriz P ∈ Rl×n,
tal que: {

PS = L
‖P‖∞ ≤ ψ

(32)

A matriz S é uma escolha do projeto, sendo que o coefici-
ente ψ = β−1 é um variável de otimização para aumentar
o conjunto Ω (Dórea et al., 2020).

4. EXEMPLO NUMÉRICO

Para ilustrar a aplicação do método foram realizados três
testes com diferentes funções objetivo para analisar a sua
influência no tamanho do conjunto e sua resposta no
tempo.

Considere um sistema representado pela seguinte função
de transferência:

H(s) =
10

10s− 1
(33)

O sistema foi discretizado com peŕıodo de amostragem de
TS = 0, 3 obtendo-se a seguinte representação em espaço
de estado.

x[k + 1] = 1, 0304x[k] + 0, 3045u[k] (34)

y[k] = 1x[k] (35)

Reescrevendo (34) e (35) no formato apresentado em (17),
temos:

[
x[k + 1]
v[k + 1]

]
=

[
1, 0304 0
−0, 3 1

] [
x[k]
v[k]

]
+[

0, 3045
0

]
u[k] +

[
0

0, 3

]
r[k] (36)



[
y[k]
v[k]

]
=

[
1 0
0 1

] [
x[k]
v[k]

]
(37)

sujeito às seguintes restrições no estado:

−1, 2 ≤ x[k] ≤ 1, 2
−10 ≤ v[k] ≤ 10

(38)

a limitação no sinal de referência:

−1 ≤ r[k] ≤ 1 (39)

e a restrição no sinal de controle:

−0, 5 ≤ u[k] ≤ 0, 5 (40)

As restrições em v[k] foram escolhidas de forma arbitrária.
Em trabalhos futuros, pretende-se avaliar a possibilidade
de colocá-las como outro parâmetro de otimização.

Para a resolução dos problemas de otimização foi utilizado
o software de otimização não linear Knitro (Byrd et al.,
2006) com as seguintes configurações iniciais: os limites in-
ferior e superior foram (−103,103) para todos os elementos
das matrizes do problema.

Para a apresentação dos resultados foi utilizada uma estra-
tégia de verificar qual poliedro obteve a melhor resposta
em relação a sua função custo através de uma busca
na qual era alterado o número de linhas do poliedro L,
começando com 2 até 50. Como os poliedros encontrados
no trabalho são simétricos podemos ter poliedros de até
100 linhas. Para esses testes foi escolhida uma referência
máxima constante com valor 1 o que implicar em W = 1.
Note-se que W também pode ser uma variável de otimiza-
ção podendo alterar o tamanho do conjunto encontrado.

4.1 Caso A

Nesse exemplo, será utilizada a função objetivo de mini-
mização da variável γ associada à restrição de seguimento
de referência. Desta forma, o problema de otimização pode
ser formulado como:

min
(Hk,Hh,Hr,Hs,Hsat,J,Z,Zr,L,K)

γ

sujeito a (20), (22), (24), (31)
(41)

Para essa função custo obtivemos os seguintes resultados:

Figura 2. Poliedro invariante para o caso A com trajetórias
saindo de seus vértices e convergindo para o ponto de
equiĺıbrio no qual y(k) = 1.

Na Figura 2, apesar de o número de linhas do poliedro
invariante ter sido fixado em 64, após eliminação de linhas
redundantes ele ficou com apenas 10 vértices e foi obtido
os valores de 4,12673 para função objetivo, Kp = 2,9589 e
Ki = 0,7679. Observe-se que o poliedro não chega a tocar
em nenhuma restrição de estado.
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Figura 3. Sinal de controle e resposta do sistema saindo
de alguns vértices. Para u[k] vermelho sinal gerado e
azul sinal aplicado e para y[k] vermelho referência e
azul sáıda do sistema.

Como pode ser visto na Figura 3, quando a trajetória do
estado sai dos vértices do poliedro invariante, o sinal de
controle sempre sofre saturação e a sáıda do sistema segue
a referência.



Figura 4. Resposta do sistema saindo da origem.

Observando a Figura 4, é posśıvel notar que quando a
trajetória do estado sai da origem, o potencial da ação
de controle não é completamente aplicado, pois não há
saturação.

4.2 Caso B

Nesse exemplo, será utilizado como objetivo a maximiza-
ção do parâmetro Ki. Esta escolha é justificada pelo fato
de a integral do erro ser inversamente proporcional a Ki

em problemas de regulação (Euzébio, 2015). Desta forma,
o problema de otimização pode ser formulado como:

max
(Hk,Hh,Hs,Hsat,J,Z,L,K)

Ki

sujeito a (20), (22), (24)
(42)

Para essa função custo obtivemos os seguintes resultados:

Figura 5. Poliedro invariante para o caso B com trajetórias
saindo de seus vértices e convergindo para o ponto de
equiĺıbrio no qual y(k) = 1

O poliedro apresentado na Figura 5, é representado por
28 inequações. O valor ótimo da função objetivo foi de
1,59353 com os valores de Kp = 6,3705 e Ki = 1,5935.
Observe que o poliedro não chega a tocar na restrição de
estado v[k].
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Figura 6. Sinal de controle e resposta do sistema saindo
de alguns vértices. Para u[k] vermelho sinal gerado e
azul sinal aplicado e para y[k] vermelho referência e
azul sáıda do sistema.

Como pode ser visto na Figura 6, quando a trajetória do
estado sai de alguns dos vértices do conjunto invariante,
o sinal de controle sofre saturação e a sáıda do sistema
segue a referência. Para alguns casos, o sinal de controle
gerado é bastante elevado, mas a estratégia de permissão
de saturação funciona adequadamente.

Figura 7. Resposta do sistema saindo da origem.

Observando a Figura 7, é posśıvel notar que o sinal de
controle gerado quase atinge o limite de saturação, como
decorrência da maximização deKi, visando a uma resposta
mais rápida. Porém, isso levou à alocação de um polo
negativo, gerando oscilações.



4.3 Caso C

Nesse exemplo, será utilizada a função objetivo de mini-
mização da variável ψ associada à expansão do conjunto
invariante controlado através da estratégia que utiliza um
poliedro shape-set. Desta forma, o problema de otimização
pode ser formulado como:

min
(Hk,Hh,P,Hs,Hsat,J,Z,L,K)

ψ

sujeito a (20), (22), (24), (32)
(43)

Para essa função custo obtivemos os seguintes resultados:

Figura 8. Poliedro invariante para o caso C com trajetórias
saindo de seus vértices e convergindo para o ponto de
equiĺıbrio no qual y(k) = 1

O poliedro apresentado na Figura 8, contém o número de
linhas de 42 e obtive o valor 2,13447 na função objetivo
com os valores de Kp = 3,0811 e Ki = 0,3182. Observe
que a estratégia de expansão funcionou, pois o poliedro
encontrado toca as restrição de estado.
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Figura 9. Sinal de controle e resposta do sistema saindo
dos vértices. Para u[k] vermelho sinal gerado e azul
sinal aplicado e para y[k] vermelho referência e azul
sáıda do sistema.

Como pode ser visto na Figura 9, quando a trajetória do
estado sai de alguns dos vértices do poliedro invariante, o
sinal de controle sofre saturação e a sáıda do sistema segue
a referência. Note-se que as respostas obtidas são mais
lentas. Uma posśıvel explicação é o aumento da excursão
da integral do erro v[k], decorrente da função objetivo
escolhida. Ao longo dos teste foi observado que quanto
maior a excursão de v[k], menor o valor de Ki e, em
consequência, mais lenta a resposta.

Figura 10. Resposta do sistema saindo da origem.

Observando a Figura 10, é posśıvel notar o mesmo com-
portamento, resposta lenta, quando a trajetória do estado
sai dos vértices. Note-se que o sinal de controle gerado fica
distante de chegar no limite de operação, saturação.



5. CONCLUSÃO

Neste trabalho foi apresentado um método baseado em oti-
mização para a sintonia de controladores PI para sistemas
sujeitos a restrições na variável controlada e saturação do
atuador. A estratégia utilizada para lidar com as restrições
baseou-se em poliedros invariantes e na modelagem poli-
tópica para tratar a permissão de saturação. As condições
apresentadas foram transformadas em um problema de oti-
mização bilinear para cuja solução foi utilizado o software
KNITRO.

Para ilustração do método foram apresentados exemplos
numéricos com três funções objetivo diferentes e os resul-
tados obtidos mostram que a técnica teve um resultado
satisfatório, pois nenhuma restrição foi violada e foi obtido
um poliedro invariante controlado para um controlado PI
com ganho expĺıcitos.

Por meio da análise dos resultados foi também posśıvel
notar a importância da escolha da função objetivo para a
resposta do sistema. Isso pôde ser observado no exemplo
numérico em que o objetivo era maximizar o tamanho
do conjunto, no qual obteveram-se menores valores de
Ki, implicando baixa velocidade de resposta, por ser Ki

inversamente proporcional à integral do erro, o que foi
corroborado com a função objetivo de maximização de Ki

que resultou em respostas mais rápidas.

Em trabalhos futuros, será investigada uma nova função
custo que tenha por objetivo melhorar a resposta tran-
sitória do sistema bem como a expansão da teoria para
sistemas com atraso e o projeto de um controlador PI
com anti-windup para melhor comparação com a técnica
proposta.
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