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Abstract: This work addresses the stabilization problem of linear descriptor systems subject
to time-varying parameters by means of gain-scheduled state derivative feedback. The controller
design is derived in terms of linear matrix inequalities (LMIs) considering a parameter
independent Lyapunov function. Finsler’s lemma is employed to derive less conservative design
conditions. Numerical examples are given to demonstrate the effectiveness of the proposed
solution.

Resumo: Este trabalho aborda o problema de estabilizagao de sistemas descritores lineares
em tempo continuo sujeitos a parametros variantes no tempo através de uma realimentagao
com ganho escalonado (gain scheduled) da derivada dos estados. O projeto do controlador
gain scheduled (GS) é obtido por meio de uma condicao de estabilidade descrita em termos de
desigualdades matriciais lineares (LMIs) considerando uma func¢éo de Lyapunov independente
dos parametros. O Lema de Finsler é utilizado para obter condi¢ées de projeto menos
conservadoras. Exemplos numéricos sao apresentados para demonstrar e validar a eficiéncia

da teoria proposta.
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1. INTRODUCAO

Nos tltimos anos, a andlise de admissibilidade, projeto de
controle e estimacao de estados de sistemas descritores
(também conhecidos como sistemas singulares, sistemas
algébrico-diferenciais, ou representacao no espago de es-
tados generalizada) tém despertado a atengdo de diver-
sos pesquisadores. A representacao na forma descritora é
utilizada largamente na obten¢ao de modelos dinamicos
para sistemas fisicos sujeitos a restri¢oes algébricas como
sistemas mecanicos, sistemas economicos, sistemas biolégi-
cos, sistemas elétricos de poténcia, e processos quimicos;
veja, por exemplo, (Dai, 1988). O tratamento matematico
das condicoes de estabilizacao de sistemas descritores é
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mais complexo quando comparado a uma representacao
padrao no espago de estados, pois devem ser consideradas
(além dos conceitos usuais da representagdo no espago
de estados) propriedades estruturais como regularidade,
causalidade, controlabilidade da dinamica répida e lenta,
modos impulsivos, e admissibilidade (Duan, 2010).

Destaca-se que para sistemas descritores alguns traba-
lhos abordaram o problema de estabilizacao considerando
uma realimentacao da derivada dos estados; veja, por
exemplo, (Lewis and Syrmos, 1991), (Faria et al., 2010)
e (Barbosa et al., 2019). Os métodos que empregam uma
realimentagao da derivada dos estados sao similares aos
que utilizam realimentagao de estados, mas como van-
tagem podem transformar um modelo dinadmico descritor
em malha aberta em uma representacao padrao no espago
de estados em malha fechada. Por exemplo, Abdelaziz
and Valasek (2004) e Faria et al. (2009) abordaram o
problema de estabilizacao de sistemas descritores SISO e
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MIMO por meio da realimentacao da derivada dos esta-
dos; da Silva et al. (2012) propés condigées LMI para o
projeto de controladores para sistemas descritores sujeitos
a incertezas politépicas; e Llins et al. (2017) apresentou
uma metodologia para o projeto de controladores gain
scheduled utilizando uma realimentagao da derivada do
vetor de estados.

Nota-se que a técnica de controle gain scheduling em
conjunto com outras estratégias permitiu em diversos ca-
sos obter melhores resultados em relacao ao desempenho
do sistema de controle como, por exemplo, reducao da
margem do sinal do erro (Merry et al., 2014) e projeto
de controladores PID gain scheduled Fuzzy aplicados a
estabilizacao de sistemas elétrico de poténcia (Zhang et al.,
2017). No entanto, o problema de estabilizagao de sistemas
descritores lineares considerando a técnica gain scheduling
nao tem sido devidamente abordado na literatura especial-
izada. Pode-se, com certeza, afirmar que poucos trabalhos
fazem referéncia ao problema de estabilizacao de sistemas
descritores utilizando uma realimentacao da derivada dos
estados.

Dentro deste cenario, este trabalho busca desenvolver
uma metodologia numericamente tratdvel para projetar
uma realimentacao da derivada dos estados do tipo gain
scheduling para sistemas descritores lineares a parame-
tros variantes. Em particular, considerando uma funcao
de Lyapunov independente dos pardmetros sao propostas
condicoes LMI para obter as matrizes de ganho na configu-
racao gain scheduling. Exemplos numéricos sao apresenta-
dos para demonstrar a eficiéncia da metodologia proposta.

Notacao: R representa o conjunto de ntiimeros reais, R”
representa o espago Euclidiano de dimensao n, R™*™ ¢
o conjunto das matrizes reais de dimensao m x n, I,
é a matrix identidade com dimensao n x n, 0, € Opxn
representam matrizes de zeros com dimensoes n X n e
m X n, respectivamente. Para uma matriz real S, ST
é a sua transposta, rank(S) é o posto da matriz S, e
S > 0 (> 0) significa que S é uma matriz simétrica
definida positiva (semi-definida positiva). Para uma matriz
simétrica em blocos, * representa o bloco simétrico fora do
bloco diagonal principal.

2. FORMULACAO DO PROBLEMA

Considere o seguinte sistema descritor linear a parametro
variante no tempo:

E(a(t))x(t) = Ala®))z(t) + Ba®))u(t), (1)

sendo z(t) € R™ o vetor de estados, u(t) € R™ o vetor
de entrada de controle, a(t) € A C RN o vetor de
pardmetros variantes no tempo (suposto mensurdvel e
disponivel em tempo real), e A representa um conjunto
politépico contido no espaco de parametros a ser definido
na sequéncia desta secdo. As matrizes A(«(t)), B(a(t))
e E(a(t)) s@o fungdes lineares em relacgdo ao vetor de
parametros variantes no tempo que descrevem a dinamica
do sistema e definidas como a seguinte combinagao convexa
de N vértices conhecidos:

N
(Ala(t), Bla(t)), Bla(t))) = D ault) (A, B B € A,
- @)

onde A;,B;, E;,i =1,...,N, sdo matrizes reais com dimen-
soes apropriadas. Assume-se com relagdo ao sistema (1)
que:

(A1) rank(A(a(t))) = n, para todo a(t) € A.
(A2) rank([E(a(t)) B(a(t))]) =n para todo a € A.

(A3) O conjunto de valores admissiveis do vetor «(t) de
parametros variantes no tempo é representado por um
simplex unitario na seguinte forma:

N
A= {a(t) e RV : Zai(t) =1,a;(t) > 0,i = 1,...,N}.
- ®

O objetivo deste trabalho é desenvolver uma metodologia
para encontrar uma lei de controle na forma:

u(t) = —Ka(o(t)i(t), (4)
sendo
N
Ka(o(t)=>_ ai(t)Kg;, i=1,...,N, (5)
i=1
com Kgi,....Kgnv € R™*™ a determinar. Entao, con-

siderando o sistema em malha fechada construido a partir
de (1) e (4), obtém-se

Levando em consideragao (A2), existem matrizes K(a(t))
e R(a(t)), com rank(R(«(t)) = n, V a(t) € A, tais que a
seguinte relagao

E(a(t)) + B(a(t)) K(a(t)) = R(a(t)) (7)
é satisfeita para todo o € A.

Como R(«(t)) tem posto completo, entao o sistema em (6)
pode ser reescrito na seguinte representacao padrao no
espago de estados:

i(t) = (E(a(t)) + Bla(t)) K (a(t)) ™ Ala(t))z(t).

(
Portanto, o problema de estabilizagio do sistema (
considerando uma lei de controle como definida em (
consiste em determinar Kg(a(t)) tal que a matriz R(o(t)
em (7) tem posto completo e o sistema em (8)
assintoticamente estavel.

Antes de apresentarmos os resultados principais deste
artigo, os seguintes resultados sao instrumentais para a
obtencao de uma formulagao LMI para o projeto da matriz
Ka(a(t)).
Lema 1. Uma matriz M € R™*™ é inversivel se M +
MT > 0.

Prova. Vide (Skelton et al., 1997).

Lema 2. (Lema de Finsler). Considere # € R", 2 €
R™ " ¢ 4 € R™*" com n > m e %+ sendo uma base
para o espaco nulo de % (em outras palavras %+ = 0).
Entao, as seguintes condigoes sao equivalentes:

@) WTIW <0, NW #£0, BW =0;
(i) B 9B+ < 0;
(iii) ApeR: D — pBTHB < 0; e



(iv) 32 e R™™: 9+ 28+ BT 2T <.
Prova. Vide (Skelton et al., 1997).

3. PROJETO DE CONTROLE

A seguir, apresenta-se uma metodologia de projeto do
controlador gain-scheduled via realimentagao da derivada
dos estados para sistemas descritores. A metodologia pro-
posta é baseada no trabalho de Faria et al. (2010) para
sistemas descritores invariantes no tempo e que utiliza uma
fungao de Lyapunov quadratica e restri¢coes na forma de
desigualdades matriciais lineares.

Teorema 1. (Faria et al. (2010)). Considere o sistema
Ei(t) = Ax(t) + Bul(t),

com z(t) € R", rank(A) =n erank([ E B ]) =n, e uma

lei de controle na forma u(t) = —Ky&(t). O sistema em

malha fechada é assintoticamente estdvel se e somente se
existirem matrizes @ € R"*™ e Y € R™*™ tais que:

AQET + EQAT + BY AT + AYTBT <o, (9)

Q >0, (10)
sendo o ganho do controlador dado por:
Ky=YQ ' (11)

Prova. Vide (Faria et al., 2010).
3.1 Projeto do controlador Gain Scheduled

O seguinte teorema propoe condicoes LMI para o projeto
de controle GS desenvolvido a partir das condigoes de
estabilidade propostas em (Montagner and Peres, 2004)
que considera uma representagao padrao no espago de
estados e realimentacao de estados. Neste trabalho, de
maneira similar ao Teorema 1, considera-se uma matriz de
Lyapunov quadrética visando simplificar a complexidade
do problema em relacdo ao termo &(t) que aparece nas
condigoes de estabilidade baseadas em fungoes de Lya-
punov dependentes de parametros.

Teorema 2. O sistema (1), satisfazendo (A1)-(A3), com
a lei de controle em (4) é regular, modos de respostas
impulsivas-livres e assintoticamente estavel, se existir uma
matriz simétrica e definida positiva Q € R™*™ e matrizes

reais Z1,...,Zn € R™*™ tais que as seguintes LMIs sejam
satisfeitas:
E,QAT + A,QET + B,z AT + 4,2 B] < 0,
1=1,...,N; (12)
EiQAT + E;:QAT + E;QAT + A,QE] + A;,QET
+ A;QEF + A,z BY + A,.ZzT B + A; 2] BY
+ BiZ; Al + B;Z;A] + B; Z; A] <0,
i#£7, 4,5=12,...,N; (13)

EiQAT + E,QA} + E;QAT + E;QA} + ExQAT
+ ExQA] + AQE] + AQE] + A;QE! + A;QE]
+ AWQE! + AvQE] + A Z] Bl + A Z B] + A; Z] B!
+A;ZE Bl + A 2] Bl + A, Z] Bl + B Z; A}, + BiZp A}
+ B Z; Al + B; Zv Al + BrZ; Al + BrZ;A] <0,

i#j’]#k" i?j’k:17"'7N; (14)

sendo Kg(a(t)) dado por
N
a(t)) = Zai(t)ZiQ_l.
i=1

Prova. Para simplificar a notagao, desconsidera-se a seguir
a dependéncia no tempo do parametro a(t) (ie., a =
a(t)). Agora, suponha que as condigoes (12), (13) e (14)
sejam factiveis. Entao, multiplicando-as respectivamente
por af’ > 0, a?aj > 0 e o0, > 0, e somando-as
respectivamente de ¢ = 1 até ¢ = N, de 4,j = 1 com
i1#£jatéi,j =N,edeijk=1comi<jej<katé
1,7,k = N, chegam-se as seguintes relagoes:

(15)

N N N
S EEQAT+Y DY ala;(EiQAT+EQAT+E;QAT)

i=1 i=1 ij

N N N
+ Z a7} Z Q; Z ak(EzQAZ =+ ElQAg —+ E]QA?
i=1  i<j  j<k

3
+ E;QAL + EyQAT + E,QAT) = (Za) (E;QAT).

N N
ZoﬁB ZiATYY 0N 0taj(BiZiAJ+Bi Z; AT+B; Z; AT)
i=1 i=1 i#j

N N
Z Z a; 3 an(BiZ;AL + BiZy AT + B, Z,A%
i=1 i<j i<k

N 3
+B; 2, AT+B Z; AT+ B, Z; AT ) = (Z a> (B; Z; AT).

Para simplificar o desenvolvimento algébrico, as defini¢oes
descritas acima mantém a mesma estrutura para seus
termos transpostos. Entao, considerando as igualdades
acima e a expresséo (3), sabendo que

Z%A Ala Z%B B«
Z%E E(a Zal g

e levando em consideracao a deﬁnlgao do conjunto A
em (3), obtém-se a seguinte relacao:
E(a)QAT (a) + A(@)QET () + B(a)Z(a) AT (a)

+ A(a)Z" ()BT (a) <0, Va € A. (16)
Note que o resultado acima é semelhante a condi¢ao (9)
do Teorema 1, considerando E = FE(a), A = A(a),
B = B(a) e Y = Z(«a). Portanto, as condigdes LMI em
(12), (13) e (14) garantem que o sistema em (8) é regular
e assintoticamente estavel.

=Z(a

3.2 Buscando uma solu¢ao menos conservadora

m (Llins et al., 2017), apresentou-se condigbes LMI que
definem o projeto dos controladores via Lema 2. Esse
lema garante a relaxacao do conjunto de LMIs devido ao
desacoplamento de matrizes ou a redugao do numero de
LMIs no projeto de controladores (Mozelli et al., 2010).



Nesta secao, utiliza-se o lema de Finsler para diminuir
o conservadorismo através da insercao de varidveis de
relaxamento. Os proximos teoremas apresentam condigoes
suficientes que garantam a estabilidade assintética do
sistema definido em (8) visando obter resultados menos
conservadores em comparac¢ao ao Teorema 2.

Teorema 3. Considere o sistema em (1), satisfazendo (A1)-
(A3), e a lei de controle em (4). Suponha que existe
uma matriz simétrica definida positiva (), e matrizes reais
X1, Xo, € Z1,...,Zn, com dimensoes apropriadas, que
satisfagam as seguintes restrigoes matriciais:

(AXT + X AT + A, 2 BY 4+ B;Z; AT *
QE] + X, AT —

((24; + Aj))XT + X1 (24T + AT)+
A;z]' B + A Z] B] + A, ZTBT+
BZAT+BZAT+B ZAT)

| QRET + E]) + X524 + AT) — 3xT
*
<0,
—3X, — 3X7T
i#j, 0,5 =1,2,...,N; (18)
[ ((24; + 24, + 2A,) X{ + X1 (247 + 24T+
2A1) + A Z] Bl + A Z] B] + A; ZTB,ZL—k
Azt BI2 + A ZI BT + AkZTBT
B, Z; AT+BZ,€A%+B ZAT
BjZkAf + BuZ; A + Bp Z;AT)

QQE! +2ET +2E]) + X2 (247 +
247 +247) — X{

ES

<0,
— Xy — XT

iF g, JFk igk=1,..., (19)

Entao, o sistema em (8) é regular e assintoticamente
estavel sendo a matriz K,(a(t)) dada por

N
(6% t)) = Zai(t)ZiQ_l
i=1

Prova. Suponha que (17), (18) e (19) sejam factiveis.
Multiplicando (17) por af > 0 e somando em 4, desde
i =1atéi= N; (18) por a?a; > 0 e somando desde
i=1latéti=N—-1lej=i+1laj=N;e (19)por
ajajoy > 0 e somando desde 7 = 1, até i = N, j =1 a
j=Nek=1lak=N chegamsea

Za +3ZZa aj+2a12aj2ak

i=1 i#j 1<J i<k

_ (z)

N.

(20)

)

N N N

i=1 i=1 i#j
N N N
+Y 0 Y oy Yy apXi(247 +247 +247)
i=1 i< j<k
N 3
i=1
N N
Za?’XgAT + ZZ aZa; Xo(2AT + AT)
i=1 i=1 i#£j
N N N
+ i) oy > Xo(2AT +24T +247)
i=1  i<j  j<k

(Z a1> (X2 AT),

ZaSQET + ZZ@ a;QE! + ET)

i= 12753

+ Z o Z ; Z arQ(2E] +2E] +2E})

i=1  i<j j<k

() o

As definigoes descritas mantém a mesma estrutura para
seus termos transpostos. Entao, considerando as igual-
dades acima, as definidas no Teorema 3 e a expressao (3),
sabendo que

N
Z OéinA = XlAT = XQAT(Q),
i=1

ZaZX2

= QE™(a),

N
i=1
chega-se

A()X] + X1 AT (o) + *

A(a) 2" () B (a) + B(a) Z(a) A" () <0.

QET (o) + X5AT (o) — XT —Xy — XTI

(21)

Note que (21) pode ser decomposta na seguinte forma:

[A(a)ZT(a)BT(a)+B(a)Z(a)AT(a) * ]
QE" ()

¥ [ﬂ [AT(a) MHLA} ] X7

Agora, considere o Lema 2 com

OnXTL

X3] <o.

_ [A(@)Z" () B" (@) + B() Z(a) AT () =
7= [ QE"(a) 0}
2-[%]. #- 7@ o). &

B = [Lxn Ala)]”.



Entao, pré e pés multiplicando (22) por 2" e B,

respectivamente, e sabendo que B%+ = 0, obtém-se
B 98L <0. Entao, chega-se a seguinte relacao

A(@)QE" (@) + B(a)QA" () + A(a)Z" (a) B (a)
+ B(a)Z(a)AT (a) < 0.

Definindo P = Q! e Ky(a) = Z(a)Q
seguinte desigualdade a partir de (24):

A(@)P7HE(a) + B(a)Ka(a)" + (E(a)+

B(a)K(a))P~tAT (o) < 0.

De acordo com o Lema 1, a matriz

M = (E(a) + B(a)K4(a) P~ AT (a)
é de posto completo. Logo, a matriz (E(«) + B(a)K4(a))
é de posto completo e, portanto, inversivel.

(24)

—1 obtém-se a

(25)

Na sequéncia, pré e pés multiplicando (25) por P(E(a) +
B(a)Kg(a))™ e (E(a) + B(a)Kq(a))~T P, respectiva-
mente, tem-se que

P(B(a) + B(a)Ka(a) " A(a) + AT (a) (B ()

+ B(a)Kg(a))'P < 0. (26)
Multiplicando a desigualdade acima a esquerda por z7 (¢)
e a direita por z(t), respectivamente, e levando em conta
a dindmica definida em (8), obtém-se
V(t) = &7 (t)Px(t) + 2T (t) Pi(t) <0, (27)
sendo V(t) a derivada da funcio de Lyapunov dada por
V(t) = 2T (t)Px(t) >0, V x(t) #0, P=PT.  (28)

3.8 Projeto do controlador GS com taxa de decaimento -y

Nesta segao, propoe-se uma condicao de projeto de uma re-
alimentacao da derivada dos estados do tipo gain scheduled
com uma taxa v de decaimento exponencial garantida. Em
particular, novas condigoes na forma LMI sao propostas
para o sistema definido em (8) considerando a condicdo
(iv) do Lema 2.

Teorema 4. Considere o sistema em (1), satisfazendo
(A1)-(A3), e a lei de controle em (4). Seja v > 0 um dado
escalar. Suponha que exista uma matriz simétrica definida
positiva ) e matrizes Z1,...,Zn, X1 € Xo, com dimensoes
apropriadas, satisfazendo as seguintes desigualdades:

(A XT + X, AT + A, 27 B + *
BiZ;AT +24Q + 2vZF Bl +

QE! + X, AT — —Xy— X5
i zE Bl O
*
* <o,
—Q
2y
i=1,2,...,N; (29)

((24; + Aj)XT + X, (24T + A1)+
Az BT + A ZT Bl + A ZTBT
BZAT+BZA7L+B ZAT+67Q+
27(ZTBT ZTBT ZI' Bl )+
QV(BZ‘ZZ‘ + BiZj + B]Zz))

QQRE! + E]) + Xo(2A] + AT) — 3X{

zI' Bl + zI' Bl + zT B

* *
-3X, - 3X]

2y
i#jaiajzlw--aN;

<0,

OTLX’I'L

[ ((24; +24; +2A45) X + X1 (247 + 247+
2A0) + A Z] BY + Azl Bl + A; 2] Bl +
AjZkTBi% + A2l B + AvZ] Bl +
BiZ; Al + B Zp A + B Zi AL + B; Zp AT +
ByZiA] + BrZAT +Q + 2y(Z] %T+
Z! B{ + Z] B] + Z B{ + Z B] + Z B] )+
2v(B;Z; + B;Z, + B; Z; + B; Z,+
BrZ; + BkZ]))

QQRE] +2E] +2E]) + X5 (24T + 24T+
2A5) —xT
Z]' B + z] Bl + z] Bl +

Z] Bl +
Z{ Bl + Z{ B]

* *
— Xy — XTI «
@

2y
Z#J? ]#ka Za]akzl,,N

<0,

OTLXn

(31)

Entao, o sistema definido em (8) é regular e assintotica-
mente estavel com taxa de decaimento maior ou igual a v,
sendo a matriz Ky(a(t)) dada por:

(32)

N
alt) =Y ) Z,Q7" .
i=1

Prova. Suponha que (29), (30) e (31) sejam factiveis.
Multiplicando (29) por o > 0 e somando em i, desde
i=1até i = N; (30) por a?a; > 0 e somando em i desde
t=1latéi=N—1eem jdesde j =i+ 1 até j = N,
e (31) por a;cjay > 0 e somando em 4,7,k desde 4,5,k =1
até i,j,k = N considerando ¢ # j e j # k; e aplicando
o Complemento de Schur (Boyd et al., 1994), chega-se a
seguinte relagao:



Al)XT+ X1 AT (a *
A(a)Z" ()BT (o) + B(a) Z(a) AT ()

QE" (o) + X2 AT (a) - XT

" [B(S‘ )Z(O‘)} [F29Q 7] 27 (@)B" (@) Onxn] <0.

nxn

—X,—XT

A partir da expressao acima e executando a soma, obtém-
se
(A(@)XT +X1AT (@) +A(a) 2" (@) B (a) *
+B(a)Z() AT () +29Q+27Z" () BT (a)+

27B(0) Z() +2yB(2) 2(0)Q ' 27 (0) BT () <0,

QE" (a)+X2AT () - XT
que apés simples operacoes algébricas leva a seguinte
desigualdade

(A(a)Z" (@)B" (@) + B(a)Z(a) AT (a)+ =
27Q + 277" (o) BT (o) + 2vB(a) Z () +
2yB(a)Z()Q "' Z" (a) BT (a))

~X2— X7

QE"(a) Onscn |
R AR <o @

Agora, considere o Lema 2 com
(A(@)Z"(a)BT (@) + B(a) Z(a) AT () + =
2777 (@) BT (a) 4+ 27Q + 2vB(a) Z(a)+
9 = 2vB(a) Z(2)Q ' Z" (a) BT (av)) ;

O’I’LXTL

QE™ (o)

Xl], B = [AT() —Lnyn),

Xo
B = [Lxn Ala)]".

|

Entao, pré e pés multiplicando (33) por 27 e B,

respectivamente, sabendo que Z%+ = 0, obtém-se
A(@)QET () + BE(a)QAT (a) +A(e) Z" () BT (a)+
B(a)Z(a)AT (0)+ 29Q + 2vZ7 (o) BT (a) 4+ 2yB(a) Z (o) +
2vB(a)Z(a)Q ' ZT ()BT < 0.
Definindo P = Q7! e Ky(a) = Z(a)Q™!, chegase a
seguinte desigualdade apods algumas manipulacoes algébri-
cas:

P(E(a) + B(a)Kq(a)) tA(a) + AT (a)(E(a)+

B(a)Ky(a))" TP 4 2yP < 0. (34)

Multiplicando (34) pela esquerda por 7 (t) e a direita por
z(t), respectivamente, e considerando o sistema definido
em (8), pode-se mostrar que

V(t) >0, V(t)+29V(t) <0, ¥Vt >0, (35)
onde V(t) = 2T (t)Pz(t) é uma funcio de Lyapunov,
V(t) = 22T(t)Pi(t) é a derivada temporal de V(t), e
v é um escalar menor ou igual a taxa de decaimento
exponencial completando a prova do teorema.

4. RESULTADOS NUMERICOS

Na sequéncia sao apresentados exemplos nimericos sim-
ulados em MATLAB. Os controladores foram projetados

utilizando o solver LMILAB (Gahinet et al., 1995) e o
parser YALMIP.

4.1 Exemplo 1

Considere o sistema definido em (1), com N = 2 e as
seguintes matrizes
10 -1 1 1
E, = |:0 0:|a A = |:15 _2:|7 By = |:1:|a (36)

10 -1 1 0,7
Bp = [0 o]’ Az = {14 —2} , B2 = {0,7] :
Associado ao sistema definido acima, considere o seguinte

pardmetro variante no tempo (disponivel em tempo real

para o controle):
a(t) = 0,5+ 0,5sen (2 it + g) , t=>0. (37)

Note que o conjunto A como definido em (3) pode ser
representado em termos dos seguintes parametros:

arlt) = =10, (39)
n(t) =1 —an(t) = AW =2 (39)

a—a
sendo @ e g os valores méximo e minimo de a(t), respecti-
vamente.

Observe que as definigdes acima implicam que o sistema (1)
é instavel em malha aberta, mas satisfaz as suposicoes
(A1), (A2) e (A3). Portanto, pode-se aplicar o Teorema 2
para obter uma lei de controle estabilizante como definida
em (4) resultando na seguinte matriz de realimentacao da
derivada dos estados:

Kd(a(t)) = Oél(t)Kdl + OQ(t)K(Q, (40)
sendo

Kq1 =[-0,4143 —0,2763], K42 = [-0,6194 —0,3103].

A Figura 1 apresenta o comportamento dos estados do
sistema em malha fechada que partem de condigoes iniciais

xg = [0 0,5]T7 onde se observa que a trajetéria dos
estados converge para zero, caracterizando a estabilidade
do sistema em malha fechada.

0.6
— I (t)

— T2 (t)

0.4

0.2

|

‘ H “ H“

HH}H | [ITTErveTY

e

0 “‘

-0.2

-0.4

06 I I I I I I I I I
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

Tempo(s)

Figura 1. Resposta transitoria dos estados x1 e 5.



4.2 Ezemplo 2

Considere o sistema definido em (1), com N = 2 e as
seguintes matrizes
10 -1 1 1
E1:|:00:|7A1:|:0 1:|7BIZ|:1:|a (41)

10 -1 1 0,7
S R R )
Aplicando o Teorema 3, obtém-se a seguinte matriz de
ganhos para o controlador

Ka(a(t))=ai(t) [1,8156 0,8381] +as(t) [2,0077 0,9782],
sendo os pardmetros oy (t) e as(t) definidos em (38) e (39),
respectivamente.

A Figura 2 apresenta a resposta temporal dos estados,
onde se observa que o tempo de estabilizacao foi de
aproximadamente 2000 segundos.

05 ——
72}2(1&)

0.4 \ ,

|
0.45 i

035 | 1
031 | 1
025 | 1
02 1

0.15 1

1500 2500

Tempo(s)

0 500 1000 2000 3000

Figura 2. Resposta transitéria dos estados z1 e zs.

Visando melhorar a resposta transitéria em malha fechada,
aplica-se o Teorema 4 com v = 0.2 levando a seguinte
matriz de ganhos:

Ka(o(t)) =ax(t) [0,1454 0,4882]+as(t) [0,1179 0,6730] .

Na Figura 3, mostram-se os estados do sistema em malha
fechada onde se percebe uma significativa melhora na
resposta transitéria do sistema em malha fechada (tempo
de estabilizacdo menor do que 700 segundos) quando
comparado aos resultados apresentados na Figura 2.

4.8 Andlise de factibilidade

Considere o sistema definido em (1), com N = 2 e as
seguintes matrizes

10 1 3 1
B = |:0 0:|, Al = |:_2 _10:|7 Bl = |:1:|7

10 10 2 1
pol 4= %) 2 la]

sendo & e & pardmetros constantes que podem assumir
valores nos seguintes intervalos

80 < & < 140, 120 < & < 250.

E, =

057

\l (1)
0.45 1 7552(15)
0.4 "\ 4

0.35 | .
03| .
025f | -
021 | .

0.15 \ J

0 200 400 600 800 1000

Tempo(s)

1200

Figura 3. Resposta transitéria dos estados 1 e z2 com
v =0,2.

Neste exemplo, busca-se avaliar o grau de conservadorismo
entre os Teoremas 2 e 3 propostos neste trabalho. Com
esta finalidade, determina-se numericamente a regiao de
factibilidade das condi¢cbes LMI considerando um passo
de variacao constante nos valores de &; e &. A Figura 4
apresenta a regiao de factibilidade formada pelos pontos
factiveis dos Teoremas 2 e 3 para diferentes valores de
& e & com um passo de variagao igual a 3. Observa-se
que o resultado obtido indica que o Teorema 3 apresenta
condicoes de estabilizagao menos conservadoras por admi-
tir um nimero maior de solugoes factiveis.
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L 1 L
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Figura 4. Regido de factibilidade para os Teoremas 2 (x)
e 3 (x,0).

5. CONCLUSOES

Este trabalho propos novas metodologias para projetar
uma lei de controle GS para sistemas descritores sujeitos
a variagoes paramétricas temporais considerando uma re-
alimentacao da derivada dos estados. As estratégias pro-
postas sao construidas em termos de restricoes na forma
LMI, considerando uma fun¢ao de Lyapunov independente
dos parametros. O Lema de Finsler também é aplicado
visando obter condi¢bes de projeto menos conservadoras



e com uma taxa de decaimento exponencial garantida. Os
exemplos numéricos possibilitaram confirmar a efetividade
e aplicabilidade da metodologia proposta.
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