DOI: 10.48011/asba.v2i1.1236

Realimentacao de estado H., de sistemas
com saltos markovianos a tempo continuo
com apenas o conhecimento das
probabilidades estacionarias
Gabrielle Resende Oliveira*

Alim Pedro de Castro Gongalves * Matheus Souza *
Lucas Porelli Moreira da Silva *

* Faculdade de Engenharia Elétrica e de Computacao, Universidade
Estadual de Campinas, SP, Brasil.

Emails: gresende@dca.fee.unicamp.br, alimped@dca.fee.unicamp.br,
msouza@Qfee.unicamp.br, Iporrelli@fee.unicamp.br

Abstract: This article addresses the Ho, state feedback control design for continuous time
Markov jump linear systems with knowledge of stationary probabilities only. Therefore,
transition rates, which are the quantities related to the jumps in the Markov chain, are
uncertain. A state feedback control synthesis method is presented. The main result is the
definition of a polytopic set of all transition rate matrices such that the associated stationary
probabilities are the elements of a given vector. The vertices that define the polytope are the
basic feasible solutions of a linear programming problem. Numerical examples illustrate the
techniques presented.

Resumo: Este artigo aborda o projeto de controle H., por realimentacao de estado para
sistemas lineares sujeitos a saltos markovianos a tempo continuo. Com relagédo as probabilidades,
considera-se que apenas as probabilidades estaciondrias sao conhecidas. Portanto, as taxas de
transicao, que sao as grandezas relacionadas com os saltos na cadeia de Markov, sao consideradas
incertas. B apresentado um método de sintese de controle por realimentacao de estado. O
resultado principal deste trabalho é encontrar o conjunto, na forma de um politopo, de todas as
matrizes de taxas de transigao tais que as probabilidades estacionarias associadas sejam iguais
aos elementos de um vetor dado. Os vértices que definem o politopo sao determinados pelas
solugdes bésicas factiveis de um problema de programacao linear. Exemplos numéricos ilustram
as técnicas apresentadas.
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1. INTRODUCAO

Os sistemas lineares sujeitos a saltos markovianos (MJLS,
do inglés Markov Jump Linear Systems) constituem uma
classe interessante de sistemas dinamicos que podem ser
utilizados para modelar sistemas que sofrem mudancas
abruptas em seus parametros ou em seus pontos de ope-
ragao. Os livros (Costa et al., 2013) e (Yin and Zhang,
2012) trazem resultados importantes, diferentes aplica¢oes
e um numero significativo de referéncias para sistemas com
saltos markovianos a tempo continuo. Os problemas mais
tradicionais de sintese de controladores/filtros para MJLS
assumem que as taxas de transicao sao perfeitamente co-
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nhecidas, para os leitores mais interessados indicamos as
referéncias (Farias, 1998), (Todorov and Fragoso, 2010) e
(Todorov and Fragoso, 2008).

Um desafio interessante é considerarmos que as taxas de
transicdo sao incertas, tornando o controlador ou filtro
a ser sintetizado, robusto as taxas de transicao incertas,
alguns resultados neste sentido podem ser encontrados
pelo leitor nas referéncias (Cardeliquio, 2014), (Dong and
Yang, 2007) e (Cardeliquio et al., 2014).

Em muitos cendrios praticos, apesar de as taxas de transi-
¢ao serem incertas, as probabilidades estacionarias, para
cada um dos modos de operacao, podem ser medidas
ou estimadas. Neste contexto, o presente artigo estuda
o projeto robusto as incertezas politépicas nas taxas de
transicao, que estao ligadas com os saltos na cadeia de
Markov a tempo continuo. Vamos assumir que se conheca
com precisao as probabilidades estacionarias, ou seja, ca-
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racterizamos o conjunto de matrizes de taxas de transigao
que atendem uma tunica distribuicao estacionaria de uma
cadeia de Markov a tempo continuo. Mostramos que tal
conjunto é um politopo convexo, fato que nos permite
projetar controladores robustos com custo garantido H .

2. FORMULACAO DO PROBLEMA E
PRELIMINARES

Cadeias de Markov sao processos estocdsticos nos quais
a probabilidade de eventos futuros depende somente do
modo atual e cuja varidvel aleatéria associada aos modos
assume valores em um conjunto contavel. Neste trabalho,
em particular, consideramos uma cadeia de Markov finita,
assumindo valores no conjunto K = {1,2,--- , N}. Cadeias
de Markov a tempo continuo sao definidas como segue
(Ross, 2010).

Definicao 1: Um processo {6(t),t > 0} é uma cadeia de
Markov a tempo continuo se para todo s,;t > 0 e inteiros
ndo negativos i, j, x(u), for vdlido que

Prob[0(t + s) = j10(s) = i,0(u) = z(u),0 < u < 3]

= Prob[d(t + s) = j|0(s) = i].

Em uma cadeia de Markov a tempo continuo, a proba-
bilidade de transicdo entre o estado ¢ € K e o estado
j € K depende do intervalo de tempo A. Definimos essa
probabilidade de transicao como

pzj(A) = Prob[9t+A :j | 9,5 = Z] (1)

E possivel mostrar (Garcia, 2008) que pi;(A) é dada por

_ AijA+o(A) i #j
pij(A) = { 1+ AnA +o(A) iz (2)
na qual \;; > 0 para i # j, A\;; < O, Z]EK/\M =0
para todo i € K e 0o(A) denota um termo que se torna
desprezivel quando A tende para zero. Os parametros A;;
para todo i,j € Ksao chamados taxas de transicao e podem
ser organizados em uma matriz A,

A = [\ ] € RV, (3)
2.1 Matriz de tazas de transicao e tempos de permanéncia

Para uma cadeia de Markov a tempo continuo existe uma
relagao importante entre o tempo de permanéncia em cada
modo ¢ € K e a componente \;; da matriz das taxas de
transi¢ao. Como pode ser conferido em (Garcia, 2008), o
tempo de permanéncia no modo ¢ € K é uma variavel
aleatoéria com distribuicao exponencial cuja média é dada
por

1

Pl (4)

T; —
Chamamos atengao para a relagao entre o médulo de \;; e
o tempo médio de permanéncia da cadeia no modo i € K.
Como veremos na sequéncia, esta observagao fundamenta
a escolha de um valor maximo para |);;| para todo i € K.

Além disso, quando esse tempo de permanéncia no modo
1 € K se esgotar, o préximo modo j € K é selecionado de
acordo com uma cadeia de Markov discreta com probabili-
dades de transicao g;;, que chamamos de cadeia de Markov
embutida.

Para determinar de ¢;;, partimos de

Pij(A) = (1 = pii(A))diy, (5)

que, levando em conta (2), permite escrever

~ Aij +o(A)/A
Gij = A (6)
=i —o(A)/A
Logo, para A arbitrariamente pequeno temos

. Aij
@i = Tl (7)

Em resumo, a cadeia embutida é descrita pelas probabili-
dades de transigao:

Qx = [gi) € RV,
¢ij = Nij/|\is|, para todo
qii =0 paratodo i¢€K.

i#] (8)

2.2 FEstado estaciondrio das cadetas de Markov a tempo
continuo

Definindo a probabilidade de uma varidvel aleatéria 6
assumir o valor ¢+ € K em um instante ¢t € R como
pi(t) = Prob[d(t) = 4], temos para cadeias de Markov
a tempo continuo as chamadas equagbes de Chapman-
Kolmogorov (Garcia, 2008). A equagao diferencial a seguir

pi(t) = Z Aijpi(t), (9)

ieK
é valida para todo j € K. Se o processo admitir um estado
estaciondrio, entdo teremos p;(t) — m; e p;(t) — 0 e, por

(9)7
0 == Z)\ij’ﬂi,

ieK
para todo j € K. Note que, a partir de (10), podemos
calcular as probabilidades estaciondrias a partir das taxas
de transicao. Entretanto, ha outras restrigoes sobre ;,
1 € K, que devem ser levadas em conta, como m; > 0 para
todoi e Ke

(10)

> om=1 (11)

ieK

Se chamarmos o vetor de probabilidades estacionéarias de
Test = |1 72+ 7N] T, podemos escrever (10) e (11) em
notacao matricial como

T
A Ty = o,

T
1 Test = 1,



sendo que 0 é um vetor nulo e 1 é um vetor composto de
1 em todas os seus componentes. Assim, buscar o vetor de
probabilidades estacionarias mes; de uma cadeia a tempo
continuo para a qual se conhece a matriz de taxas de
transicdo A, equivale a encontrar solucao com todos os
elementos nao-negativos para (12) — (13).

O problema que precisamos resolver aqui € ligeiramente
diferente. O que conhecemos sao as probabilidades estaci-
ondrias mes; que, naturalmente, ja satisfazem (11) ou (13).
Queremos caracterizar o conjunto de todas as matrizes de
transicdo A, tais que A1 = 0, cujos elementos verificam
(12). Um método para definir os vértices deste politopo é
o assunto da Segao 3.

2.8 Sistema linear sujeito a saltos markovianos a tempo
continuo

Um sistema linear sujeito a saltos markovianos em tempo
continuo é descrito pelo modelo G abaixo

#(t) = ()I(t)+B(9t) )+
2(t) = C=(0:)x(t) + D= (6 )u(?),

em que z(t) € R™ é a varidvel de estado do sistema,
0(t) = 0, € K é uma varidvel aleatéria que assume valores
em uma cadeia de Markov com modos K = {1,2,...,N},
w(t) € R™ é uma perturbagdo externa, z(t) € R” é a saida
a ser controlada e u(t) € R? é o sinal de controle.

(et)w(t>7

As matrizes da representagao de estado variam de acordo
com a evolucao de uma cadeia de Markov a tempo continuo
e vamos supor, inicialmente, que sua matriz de taxas de
transicao é fornecida.

Considere o sistema (14)—(15) a ser controlado e a entrada
de controle u(t), tal que

u(t) = K(0,)x(t).
(14)-(15

(16)

Substituindo (16) em
malha fechada G..

), obtemos o sistema em

(t) = (A(0r) + B(0) K (01))x(t) + J (0)w(?),
2(t) = (C=(6:) + D= (0:) K (6:))(t).

Conforme o resultado a seguir, retirado de (Cardeliquio,
2014), temos um método para a sintese de ganhos de
controle K;, i € K tais que a norma H., do sistema (17) —
(18), representada por ||G.||, seja minima.

Teorema 1: Considere o sistema dindmico (17)—(18).
Para todo i € K, existe ganho de controle por realimen-
tacdo de estado, tal que

2 _ .2
| Ge [|5= min ~7, (19)
se, e somente se, existirem matrizes simétricas X; > 0,
Zi; > 0 e matrizes Y; e H; de dimensoes compativeis que
satisfacam as sequintes LMIs

AXi+ XA + BY; + Y, Bl + XX e . o

J! —2I . .
X; 0 —H—H +7, o <0

CiXi + DY E. 0 -1
(20)

Zi P e
y .

) 21
{HZ_ Xj > 0, # Js ( )

para todo (i,57) € Kx K, v € RT e ¥; = Z)\,;jZij para

jeK
j # 1. O ganho de realimentacdo de estado € dado por

K; = }/iX'_17

7

(22)
para todo i € K.

Para a demonstragao deste resultado, veja (Cardeliquio,
2014).

2.4 Sistemas com saltos markovianos e matriz das tazas
de transi¢ao incertas

No Teorema 1 assumimos o conhecimento da matriz de ta-
xas de transigao. Porém, podemos ter o caso em que alguns
ou todos os elementos da matriz A sejam desconhecidos.
O projeto de controladores robustos a tais variagGes nas
taxas de transigao é desejavel.

Uma forma de modelar as taxas de transicao desconheci-
das, usada em (Cardeliquio, 2014), é descrever os elemen-
tos da matriz de taxas de transicao como pertencentes a
um conjunto politépico I' com V' € N vértices conhecidos.
Ou seja, podemos escrever qualquer matriz nesse conjunto
como

(23)

14
A= a, A",
v=1

em que os coeficientes a = [aq,a9, - - -
simplex unitario S:

,ay]T pertencem ao

v
S:{aeRV:Zavzl, aUZO}. (24)
v=1

Como as condigoes no Teorema 1 sdo afins em relagdo
aos parametros \;;, podemos adapté-las para o caso de
incertezas politdpicas. Neste caso, basta escrever cada uma,
das restrigoes do teorema para cada vértice conhecido do
politopo. Se tal conjunto de restrigoes tiver uma mesma
solugao, entao essa solucao garante um limitante superior
para a norma H., do sistema G., quaisquer que sejam as
taxas de transigao incertas. E importante ressaltar que o
carater necessario das restrigoes se perde.

3. POLITOPOS, MATRIZES DAS TAXAS DE
TRANSICAO E PROBABILIDADES ESTACIONARIAS

Esta secao apresenta a principal contribuigao deste artigo.
Nosso objetivo é encontrar o conjunto de todas as matri-
zes de taxas de transicdo A tais que suas probabilidades
estacionarias sejam iguais a um vetor de probabilidades



7est € RY dado. Em particular, mostramos que tal con-
junto é um politopo convexo e apresentamos uma forma
para calcular seus vértices.

Dado um vetor de probabilidades estaciondrias meg; € RY,
uma matriz de taxas de transicdo A € RV*¥ que implique
em tais probabilidades deve satisfazer

ATT{'est = Oa
\ (25)
1 =0,

no qual A;j > 0,7 # j, e Ay <0. E importante destacar
que nossas variaveis sao os elementos \;;, 7,7 € K da matriz
A € RVXNV,

O sistema de equagbes (25), com as restrigdes para os
sinais de A;;, constitui um conjunto de equagoes lineares.
Nao é dificil colocar essas informacoes na chamada forma
padrao das restricoes de um problema de programagao
linear (PL). Um problema de programacao linear é um
problema de otimizacao em que tanto a funcao objetivo
quanto as restri¢oes sdo lineares, e cuja forma padrao de
representacao é dada por (Bazaraa et al., 2005), conforme
a seguir

min, f'x sujeitoa: Ar=b, x>0, (26)
sendo f € R", A € R™*" ¢ b € R™ os dados do problema
e x € R" as variaveis de decisao.

Vamos langar mao do conceito de solugao basica de um
PL, como encontrado, por exemplo, em (Bazaraa et al.,
2005).

Definigao 2: Considere o sistema linear Ax = b, com
x>0, sendo A € R™*" b € R™,m < n, e suponha que
o posto(A) = m. Suponha que, apds um possivel rearranjo
de colunas, A possa ser escrita como A = [B NJ, com
B quadrada e nao-singular. A solucdo x do sistema linear
Azx = b dada por

T = Bf\’;} , z3=B7', anx=0, (27)
€ chamada de solugdo bdsica. Se, além disso, xg > 0 entdo
x € uma solugdo bdsica factivel do sistema Ax = b,x > 0.
As wvaridveis xp sao chamadas de varidveis bdsicas ou
dependentes e as varidveis xny sao chamadas de varidveis
nao-bdsicas (ou independentes). A matriz B € chamada
de matriz bdsica e a matriz N é chamada de matriz nao
bdsica. Se xg > 0, entdo a solugdo bdsica € dita nao-
degenerada, caso alguma componente de xp seja nula,
entao a solucdo bdsica é degenerada.

A importancia, para nds, do conceito acima estd na corres-
pondéncia entre solucoes basicas factiveis e pontos extre-
mos de um politopo, como mostrado em (Bazaraa et al.,
2005) e enunciado a seguir.

Teorema 2: Um ponto T ¢é ponto extremo do politopo
factivel X de (26) se, e somente se, T for uma solugdo
basica factivel do sistema definido pelas restrigées de (26).

A relagao entre a Definicao 2, o Teorema 2 e nosso
problema é imediata. Determinar os vértices do politopo
I, que contém todas as matrizes de transicado A que

satisfagam (25), é o mesmo que calcular solugoes bdsicas
de um PL convenientemente especificado.

No caso de cadeias de Markov a tempo continuo, ha um
problema. Como as taxas de transicao A;; tém moédulo
ilimitado, a regiao procurada é um cone em vez de um
politopo compacto. Para contornar esta dificuldade, vamos
limitar o valor do médulo de \;;. De fato, se o médulo de A;;
for muito grande, o tempo de permanéncia médio da cadeia
de Markov naquele modo ¢ € K vai tender a zero, indicando
uma situacao degenerada em que a cadeia praticamente
nao permanece em um de seus modos. Assim, além das
restrigoes ja apresentadas, limitaremos inferiormente o
tempo médio de permanéncia em cada modo da cadeia,
obtendo assim um politopo convexo.

O leitor pode notar que o politopo obtido ao resolver o
problema proposto no Teorema 2, serd utilizado para se
resolver o problema de otimizagao convexa proposto no
Teorema 1.

4. EXEMPLOS
4.1 Politopos e probabilidades estaciondrias

O politopo de matrizes de transigao associado ao vetor de
probabilidades estacionarias mes; = [0,6 0,4]T é definido
pelos seguintes vértices

—0,3333 0,3333 00

0,5000 —0,5000{’ |0 Of [~
quando os tempos médios de permanéncia satisfazem 7 >
1s e 19 > 2s.

(28)

Para o caso com trés modos e st = [0,3 0,5 072}1—,
temos o politopo I' cujos vértices sao dados pelo conjunto
a seguir

0007 70,0 00 007 [-0300 03
000/[,][00-02 02|, 0000 00],

000] L00 05 -05 0,5 0,0 —0,5
-0,3 0,0 037 [-03 03 0,0 :
l 0,2 —0,2 070] , l 0,0 —0,2 0,2] .
0,0 0,5 -05 05 0,0 —0,5

(29)
quando consideramos as restrigoes 71 > 0,58, 75 > 1ls e

T3 > 2s, note que os vértices do politpo (29) satisfazem
(25).

4.2 Controle por realimentacdo de estado do sistema
massa-mola-amortecedor

Neste exemplo, consideramos o controle por realimentagao
de estado H, de um sistema massa-mola-amortecedor,
cujo modelo estd descrito em (Gabriel et al., 2018). O
objetivo principal é o controle do sistema massa-mola-
amortecedor controlado através de uma rede de comu-
nicacdo, em que podem ocorrer perdas na informacao
transmitida.

O sistema ¢ modelado por dois modos, nominal e falha de
rede. Considerando my, = 0,5, mo =1, 0 =02, ko =T e
k1 = 12, as matrizes sao



Figura 1. Sistema massa-mola-amortecedor.

0 0 1 0
0 0 0 1 .
A= (hy— k)1 kofmy —bjmy bjmy | TS
k)g/mg —kg/mg b/m2 —b/m2
(30)
Bi=[0000",B,=[001/my0]", (31

. 01000
J;=1[00 1/my 0] ,C’zi:[() 0 OI]WEK, (32)
0000

Dz=[001]" eEz=[000] Viek. (33)

Vamos considerar as probabilidades estacionérias de m; =
0,9 e Ty = 0,1, que indicam uma ocorréncia média de falha
na rede de 10%. O tempo médio de permanéncia sem falha
é 7 > 2 segundos e o tempo médio de permanéncia no
modo com falha é de 79 > 0,7 segundos. A regiao politopica
é dada pelos vértices

00| [—0,1587 0,1587

00| 1,4286 —1,4286| (-
Fechando a malha de controle e aplicando o Teorema 1
com restrigoes para os vértices acima, obtemos um custo

garantido de 38,3161 para a norma H., e 0s seguintes
ganhos de realimentacao de estado

(34)

K, =[—2,8503 —34,0478 —5,4368 —25,8895] ,
Ky =1-107° [-6,5988 2,7437 3,4656 - 1072 8,2246 - 10 2].

(35)
(36)

Com os ganhos obtidos, simulamos a resposta temporal
do sinal de saida z(¢) e do sinal de controle u(t) efetuando
2500 realizacoes de Monte Carlo da cadeia de Markov a
tempo continuo e sinal de ruido dado por sen para todo
t €10,10) e zero caso contrério.

A Figura 2 apresenta a média quadratica do sinal de
saida (azul), bem como a regiao acinzentada definida como
a média de z(t)Tz(t) + o desvio padrdao. A Figura 3
apresenta a média quadratica do sinal de controle, bem
como a regiao definida por mais ou menos um desvio
padrao.

5. CONCLUSAO

Neste trabalho, mostramos como é possivel representar as
taxas de transicao de uma cadeia de Markov a tempo
continuo por meio de um politopo convexo, desde que
sejam considerados um conjunto de probabilidades esta-
ciondrias e limites inferiores para os tempos de perma-
néncia médios em cada modo da cadeia. Ilustramos uma

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
t(s)

Figura 2. Sinal de saida (média quadratica).
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Figura 3. Esforco de controle.

possivel aplicagao do resultado para o projeto de ganhos
de realimentacao de estado H., de sistemas com saltos
markovianos a tempo continuo. E possivel fazer a aplicagao
em projetos de realimentacao de estado e filtragem Hsy a
tempo continuo.
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