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Abstract: This paper proposes an unknown input observer synthesis approach for fault
dynamics estimation in continuous-time switched systems considering finite frequency ranges
and having a guaranteed H∞ performance. Using an augmented system, in which the fault
dynamics are incorporated, conditions in the form of linear matrix inequalities are proposed for
the synthesis of observers in low, middle and high frequencies. Two examples borrowed from
the literature are used to illustrate the advantages of the proposed method.

Resumo: Este artigo apresenta uma abordagem de śıntese de observadores de entradas desco-
nhecidas para estimação da dinâmica de falhas em sistemas cont́ınuos chaveados considerando
faixas de frequências finitas e possuindo custo garantido H∞. Utilizando um sistema aumentado,
no qual a dinâmica da falha é incorporada, condições sob a forma de desigualdades matriciais
lineares são propostas para a śıntese dos observadores em baixas, médias e altas frequências. Dois
exemplos retirados da literatura são utilizados para ilustrar as vantagens do método proposto.
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1. INTRODUÇÃO

Com o constante avanço do setor tecnológico, no qual
estão presentes as indústrias que apresentam modelos de
processos cada vez mais sofisticados, é demandada uma
maior exigência na confiabilidade de sistemas (Blanke
et al., 2006; Han et al., 2019; Zhang et al., 2017). Na
prática, pode-se afirmar que todo sistema está sujeito a
falhas, cujas ocorrências impactam negativamente sobre
o sistema (Han et al., 2019). Desempenho aquém do
esperado e limitações de dinâmica, são alguns exemplos
da importância do estudo de detecção e identificação de
falhas (Wang et al., 2019). No pior cenário, a negligência
de falhas no sistema pode acarretar em seu colapso.

A natureza da falha pode ser classificada em duas catego-
rias: falha abrupta e falha incipiente (Blanke et al., 2006).
A falha abrupta refere-se a alterações instantâneas nos
parâmetros do sistema o que gera uma ruptura no mo-
nitoramento adequado. Por outro lado, a falha incipiente
ocorre de maneira passiva e gradativa, por exemplo, o des-
gaste e o envelhecimento dos componentes que constituem
o sistema.

? O presente trabalho foi realizado com o apoio financeiro do Conse-
lho Nacional de Desenvolvimento Cient́ıfico e Tecnológico (CNPq) -
Processo : 159322/2019-7 e da Coordenação de Aperfeiçoamento de
Pessoal de Nı́vel Superior - Brasil (CAPES) - Código de Financia-
mento 001.

A técnica de estimação visa determinar a dimensão tomada
pela falha e, além disso, pode-se agregar outros métodos
como detecção e isolamento, expandindo a capacidade e a
eficiência da técnica (Gao, 2015). Na literatura é bastante
difundido o uso de observadores de entrada desconhecidas
(do inglês, Unknown Input Observers — UIOs), responsá-
veis por realizar a estimação dos estados do sistema e, ade-
mais, é vastamente requisitado para estimação de falhas
baseando-se na análise cont́ınua dos reśıduos (Chen and
Patton, 2012). Dentre os métodos de estimação de falhas,
pode-se encontrar diferentes estruturas para os observado-
res como, por exemplo, observadores adaptativos (Wang
and Daley, 1996; Zhang et al., 2008), observadores com
aprendizagem iterativa (Ren and Du, 2020), observadores
robustos para sistemas descritores (Gao and Ding, 2007),
sistemas chaveados (Du et al., 2019), sistemas nebulosos
(Liu et al., 2012) e outros.

Contudo, os métodos citados abordam uma perspectiva
generalista, sendo projetados para a estimação de falhas
em todo o espectro de frequências. Apesar de satisfazer
os requisitos de projeto na maioria das aplicações, em
algumas instâncias, a śıntese desses observadores pode ser
mais conservadora, tendo em vista as singularidades de
cada sistema (Wang and Yang, 2008).

Para realizar o estudo de falhas em faixas pré-especificadas
de frequência, emprega-se o lema de Kalman-Yakubovich-
Popov generalizado (gKYP) (Iwasaki and Hara, 2005).
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Esse resultado é uma ferramenta importante por relacionar
desigualdades frequenciais com desigualdades matriciais li-
neares (do inglês, Linear Matrix Inequalities — LMIs), tor-
nando posśıvel a utilização de programação semi-definida
para sua resolução. Os resultados obtidos com a utili-
zação do lema gKYP mostram-se promissores, conforme
demonstrado, por exemplo, em projetos de observadores
para detecção de falhas em frequência finita em sistemas
lineares (Cui et al., 2009; Yang et al., 2011; Chen and Cao,
2013), em sistemas com retardo (Gao and Li, 2011), em
sistemas nebulosos (Ding and Yang, 2010; Chibani et al.,
2016) e em sistemas chaveados (Zhong and Yang, 2015).
Nota-se, a partir dos trabalhos mencionados que o estudo
de falhas em intervalos de frequência é recente na litera-
tura e há lacunas a serem preenchidas por estudos mais
aprofundados, como é o caso, por exemplo, de sistemas
chaveados.

Sistemas chaveados são sistemas dinâmicos caracterizados
por um número finito de subsistemas e regidos por re-
gras lógicas de comutação entre os subsistemas (Lin and
Antsaklis, 2009; Zhong and Yang, 2015; Du et al., 2019).
Esses sistemas estão presentes em diversas aplicações como
o controle de sistemas mecânicos, controle de processos,
indústria automotiva, sistemas de potência, controle de
tráfego aéreo, dentre outros (Lin and Antsaklis, 2009).

A comutação em sistemas chaveados pode ser inerente
ao próprio sistema ou pode ser arbitrada por um sinal
externo. Neste segundo caso, a lei de comutação pode ser
projetada, por exemplo, utilizando o método de comutação
arbitrária ou o tempo médio de permanência (do inglês,
Average dwell-time — ADT) (Hespanha and Morse, 1999;
Du et al., 2019). Se a comutação for definida no instante
que ocorrer uma anomalia no sistema, por exemplo, um
afundamento, sobressinal ou uma falha, acúmulos imperti-
nentes podem ecoar sobre os demais subsistemas, causando
assim a instabilidade (Mazanti, 2011). Para contornar esse
problema, o método ADT atua quando houver algum fator
que implique na descaracterização funcional do sistema,
forçando a permanência do sistema em um dos modos
de chaveamento por um tempo suficientemente elevado,
de modo a evitar transições desnecessárias e cessando
um ciclo de propagação indesejada, que poderia levar à
instabilidade (Hespanha and Morse, 1999; Mazanti, 2011).

Diante dos fatos elucidados, este trabalho propõe a cons-
trução de um observador de entradas desconhecidas para
a estimação de falhas em sistemas cont́ınuos chaveados
em faixas de frequências pré-especificadas. Para tanto, é
idealizada a construção de um sistema aumentado con-
tendo o sistema original e a dinâmica da falha. Um UIO
para estimação de falhas é, então, projetado por meio
de condições LMIs, possuindo um custo garantido H∞.
Para validar a eficácia do observador projetado, compara-
se as estimações de diferentes perfis de falha providas pelo
observador projetado com outros métodos da literatura
que operam em toda a faixa frequencial.

Notação

Neste artigo, utiliza-se 0 e I para expressar, respectiva-
mente, matrizes nulas e matrizes identidade de dimensões
apropriadas. Para uma matriz qualquer H, HT refere-se ao
transposto da matriz e H† corresponde à pseudo-inversa
da matriz. Seja uma matriz simétrica P , P > 0(P < 0)

indica que P é uma matriz definida positiva (negativa).
Nos blocos das matrizes, utiliza-se ∗ para representar que
um termo é simétrico.

2. FORMULAÇÃO DO PROBLEMA

Considere o seguinte sistema cont́ınuo chaveado

ẋ(t) = A(σ)x(t) +Bu(σ)u(t) +Bd(σ)d(t)

+Bw(σ)w(t) +Bf (σ)f(t)

y(t) = C(σ)x(t) +Df (σ)f(t)

(1)

sendo x(t) ∈ Rnx , u(t) ∈ Rnu e y(t) ∈ Rny , respec-
tivamente, os estados, a entrada de controle e a sáıda
mensurada; d(t) ∈ Rnd é uma entrada desconhecida afe-
tada por distúrbios não mensuráveis, w(t) ∈ Rnw é uma
entrada de rúıdo e f(t) ∈ Rnq é a falha. As matrizes do
sistema possuem dimensões apropriadas e são descritas
pela combinação convexa dos modos do sistema, ou seja,
todas as matrizes podem ser representadas na forma

X(σ) =

S∑
i=1

σi(t)Xi

sendo S o número de subsistemas (modos) e σi(t) o sinal
de comutação que especifica qual subsistema está ativo a
cada instante de chaveamento.

O intuito é projetar um observador de entradas desconhe-
cidas com custo garantido H∞ para estimar a dinâmica
da falha em faixas de frequência pré-definidas e rejeitar a
influência de d(t) sobre a estimação. Para tanto, primeira-
mente, constrói-se o sistema aumentado:

˙̄x(t) = Ā(σ)x̄(t) + B̄u(σ)u(t) + B̄d(σ)d(t)

+ B̄w(σ)w(t) + Ē(σ)ḟ(t)

y(t) = C̄(σ)x̄(t)

(2)

sendo x̄(t) = [x(t)T , f(t)T ]T e as matrizes aumentadas
dadas por:

Ā(σ) =

[
A(σ) Bf (σ)

0 0

]
, B̄u(σ) =

[
Bu(σ)

0

]
, Ē(σ) =

[
0
I

]
,

B̄d(σ) =

[
Bd(σ)

0

]
, B̄w(σ) =

[
Bw(σ)

0

]
,

C̄(σ) = [C(σ) Df (σ)]

A partir do sistema aumentado (2), propõem-se a seguinte
estrutura para o observador:

ż(t) = N(σ)z(t) +G(σ)u(t) + L(σ)y(t)

ˆ̄x(t) = z(t)−H(σ)y(t)

f̂(t) = Cf ˆ̄x(t)

(3)

sendo N(σ), G(σ), L(σ) e H(σ) matrizes de ganho do ob-
servador (com a mesma estrutura das matrizes do sistema);
Cf = [0 I] ∈ Rnq×(nx+nq); z(t) os estados do observador;
ˆ̄x(t) a estimação dos estados do sistema aumentado (2); e

f̂(t) a estimação da falha.

Definindo o erro de estimação como

e(t) = x̄(t)− ˆ̄x(t) (4)

e substituindo (2) e (3) em (4) tem-se

e(t) = T (σ)x̄(t)− z(t) (5)

com
T (σ) = I +H(σ)C̄(σ) (6)



A dinâmica do erro é, então, dada por

ė(t) = T (σ) ˙̄x(t)− ż(t) (7)

Tomando as expressões para ˙̄x(t) e ż(t), expandindo e
coletando os termos, chega-se a

ė(t) = N(σ)e(t) + T (σ)Ē(σ)ḟ(t) + T (σ)B̄w(σ)w(t)

+ (T (σ)B̄u(σ)−G(σ))u(t) + T (σ)B̄d(σ)d(t)

+ (T (σ)Ā(σ)−N(σ)−K(σ)C̄(σ))x̄(t)

(8)

com K(σ) = N(σ)H(σ) + L(σ).

Para rejeitar a influência da entrada d(t) sobre a dinâmica
do erro e mitigar a influência de x̄(t) e u(t), as seguintes
condições devem ser satisfeitas

T (σ)B̄u(σ)−G(σ) = 0 (9)

T (σ)B̄d(σ) = 0 (10)

−N(σ) + T (σ)Ā(σ)−K(σ)C̄(σ) = 0 (11)

Consequentemente, o erro do sistema (8) é reduzido para

ė(t) = N(σ)e(t) + T (σ)Ē(σ)ḟ(t) + T (σ)B̄w(σ)w(t) (12)

Considerando, ademais, o erro da estimação da falha como

f̃(t) = f(t)− f̂(t) = Cfe(t) (13)

e a expressão (12), chega-se à

ė(t) = N(σ)e(t) + T (σ)Ē(σ)ḟ(t) + T (σ)B̄w(σ)w(t)

f̃(t) = Cfe(t)
(14)

Faz-se necessário salientar que a regra de chaveamento σ(t)
é arbitrada externamente e, devido a isso, é sabido qual
modo do sistema está ativo a cada instante de tempo. Por
tal motivo, é suficiente garantir que as condições (9)–(11),
bem como as demais a serem propostas, sejam satisfeitas
em cada um dos modos do sistema, isto é, para todo
i = 1, . . . , S. Portanto, a partir deste ponto, todas as
condições são apresentadas em sua forma finita, ou seja,
em função do modo i do sistema.

Para que exista um observador de entradas desconhecidas,
requer-se que a seguinte condição seja satisfeita (Chen and
Patton, 2012):

posto(C̄iB̄di) = posto(B̄di) , ∀i = 1, . . . , S (15)

Sendo (15) verdade, a condição (10) é satisfeita determinando-
se matrizes Hi tais que

Hi = −B̄di[(C̄iB̄di)]† (16)

Por sua vez, a condição (9) é satisfeita tal que Gi = TiB̄ui.
As matrizes Ni do observador são obtidas resolvendo
o problema de otimização retratado no Teorema 1 (a
ser proposto) e, finalmente, as matrizes Li podem ser
recuperadas de (11) a partir das demais matrizes de ganho.

Antes de apresentar a principal contribuição deste traba-
lho, são introduzidos alguns resultados preliminares neces-
sários para a concepção das condições propostas.

2.1 Resultados preliminares

Definição 1. (Hespanha and Morse (1999)). Para um si-
nal de chaveamento σ(t) e um intervalo [t1 t2], com t2 >
t1 > 0, dado, diz-se que τm ∈ R é o tempo médio de
permanência em cada modo do sistema se o número de
chaveamentos Uσi [t1, t2] satisfizer a seguinte relação

Uσi
[t1, t2] ≤ U0 +

t2 − t1
τm

neste caso, a constante U0 ≥ 0 é denominada limite de
vibração.

Lema 1. (Hespanha and Morse (1999)). Seja o sistema con-
t́ınuo chaveado autônomo expresso por

ẋ(t) = A(σ)x(t) (17)

Dadas constantes positivas α e µ e funções β
0

e β̄0 : R+ →
R+ estritamente crescentes, não limitadas, cont́ınuas e com
β
0
(0) = β̄0(0) = 0; se existirem funcionais Vi(x(t)) =

x(t)TPix(t), para todo i = 1, · · · , S, tais que

∂Vi(x(t))

∂x
A(σ)x(t) ≤ −αVi(x(t)) (18)

β
0
(‖x(t)‖) ≤ Vi(x(t)) ≤ β̄0(‖x(t)‖) (19)

Vi(x(t)) ≤ µVj(x(t)) (20)

sejam satisfeitas para todo x ∈ Rnx e i, j = 1, · · · , S, então
existe uma constante τ̄m dada por

τ̄m > τm =
lnµ

α
(21)

que garante a estabilidade assintótica do sistema .

Lema 2. (Ding and Du (2016); Iwasaki and Hara (2005)).
Dada uma matriz simétrica Π de dimensões apropriadas e
uma faixa pré-definida de frequências, diz-se que o sistema
(14) possui desempenho garantidoH∞ em frequência finita
dado por γ > 0 se existirem matrizes simétricas Mi e
Q > 0 tais que[

Ai Bi
I 0

]T
Ξ

[
Ai Bi
I 0

]
+

[
Ci Di
0 I

]T
Π

[
Ci Di
0 I

]
< 0

sendo Ξ definido de forma espećıfica para cada faixa
frequencial:

(a) para baixa frequência |ω| ≤ $l

Ξ =

[
−Q Mi

Mi $
2
lQ

]
(b) para média frequência $1 ≤ ω ≤ $2

Ξ =

[
−Q Mi + j$cQ

Mi − j$cQ −$1$2Q

]
sendo $c = ($1 +$2)/2.

(c) para alta frequência |ω| ≥ $h

Ξ =

[
Q Mi

Mi −$2
hQ

]
Lema 3. (de Oliveira and Skelton (2001)). Considere x ∈
Rn e B ∈ Rn×m. As seguintes afirmações são equivalentes:

(1) xTLx < 0 , ∀x 6= 0 : Bx = 0.
(2) B⊥TLB⊥ < 0 sendo BB⊥ = 0.
(3) ∃ρ ∈ R tal que L − ρBTB < 0.
(4) ∃X ∈ Rn×m tal que L+ XB + BTX T < 0.

3. RESULTADOS PRINCIPAIS

No teorema a seguir é proposta uma condição de śıntese
para observadores de entradas desconhecidas com custo
garantido H∞ em faixas pré-determinadas de frequências
para o sistema (14).

Teorema 1. Dados escalares α > 0, µ > 1, ξ > 0 e
δ > 0, se existirem matrizes simétricas Pi > 0, Mi e
Q > 0 ∈ Rnx×nx e matrizes Xi ∈ Rnx×nx , Y1i, Y2i, Z1i,
Z2i ∈ Rnx×ny , Y3i, Z3i ∈ Rny×ny , Y4i, Z4i ∈ Rnw×ny ,



para todo i = 1, · · · , S, tais que o seguinte problema de
otimização seja fact́ıvel

min γ20 + γ21
s.a. Pi > 0, Q > 0,

Pi ≤ µPj (22)
ξXi + ξXT

i ∗ ∗ ∗
Pi +Xi − ξWT

i − CTf Y T1i Φ(2,2) ∗ ∗
Y T1i Φ(3,2) Φ(3,3) ∗

−ξB̄TwiTTi XT
i Φ(4,2) Y4i −γ20I

 < 0 (23)


Ψ(1,1) ∗ ∗ ∗
Ψ(2,1) Ψ(2,2) ∗ ∗

−δETi TTi XT
i Ψ(3,2) −γ21I ∗

ZT1i −Z4iCf + ZT2i ZT3i Ψ(4,4)

 < 0 (24)

com

Φ(2,2) = αPi −Wi − Y2iCf −WT
i − CTf Y T2i

Φ(3,2) = −Y3iCf + Y T2i

Φ(4,2) = −Y4iCf − B̄TwiTTi XT
i

Φ(3,3) = I + Y3i + Y T3i

Ψ(3,2) = −Z3iCf − ETi TTi XT
i

Ψ(4,4) = I + Z4i + ZT4i
e Ψ(1,1), Ψ(2,1) e Ψ(2,2) definidos para cada faixa frequen-
cial como

• para baixa frequência

Ψ(1,1) = −Q+ δXi + δXT
i

Ψ(2,1) = Mi +Xi − δWT
i − CTf ZT1i

Ψ(2,2) = $2
lQ−Wi − Z2iCf −WT

i − CTf ZT2i

• para média frequência

Ψ(1,1) = −Q+ δXi + δXT
i

Ψ(2,1) = Mi − j$cQ+Xi − δWT
i − CTf ZT1i

Ψ(2,2) = −j$1$2Q−Wi − Z2iCf −WT
i − CTf ZT2i

• para alta frequência

Ψ(1,1) = Q+ δXi + δXT
i

Ψ(2,1) = Mi +Xi − δWT
i − CTf ZT1i

Ψ(2,2) = −$2
hQ−Wi − Z2iCf −WT

i − CTf ZT2i

então é posśıvel recuperar as matrizes do observador (3),
sendo Ni = X−1i Wi e as demais matrizes a partir de (9),
(10) e (11). Ademais, γ0 e γ1 são limitantes superiores,
respectivamente, para as normas H∞ da entrada w(t) para

ė(t) e de ḟ(t) para ė(t).

Prova. A prova é apresentada considerando a faixa de
baixas frequências. A extensão para as demais faixas é
imediata e, portanto, omitida do artigo.

A condição (22) é uma implicação direta do Lema 1.

Considere a seguinte função de Lyapunov

Vi(e(t)) = e(t)TPie(t) (25)

tal que

V̇i(e(t)) < −αVi(e(t)) (26)

Tomando a função de custo∫ +∞

−∞
f̃(t)T f̃(t) dt <

∫ +∞

−∞
γ20w(t)Tw(t) dt (27)

e aplicando o procedimento S, tem-se

V̇i(e(t)) + αVi(e(t)) + f̃(t)T f̃(t)− γ20w(t)Tw(t) < 0 (28)

cuja forma expandida é

ė(t)TPie(t) + e(t)TPiė(t) + e(t)TαPie(t)

+ f̃(t)T f̃(t)− γ20w(t)Tw(t) < 0
(29)

Substituindo (14) em (29) e considerando, primeiramente,

ḟ(t) = 0, após algumas manipulações chega-se a[
PiNi +NT

i Pi + αPi + CTf Cf ∗
B̄TwiT

T
i Pi −γ20I

]
< 0 (30)

Fazendo uso da implicação 4 do Lema 3 com matrizes

B =

[
I −Ni 0 −TiB̄wi
0 −Cf I 0

]
, X =

ξXi Y1i
Xi Y2i
0 Y3i
0 Y4i

 ,

L =

 0 Pi 0 0
Pi αPi 0 0
0 0 I 0
0 0 0 −γ20I


sendo utilizada uma escolha apropriada para as matrizes
de folga, de modo a garantir a linearização do produto de
variáveis Wi = XiNi, chega-se que (30) é equivalente à
(23).

Por outro lado, seja∫ +∞

−∞
f̃(t)T f̃(t) dt <

∫ +∞

−∞
γ21 ḟ(t)T ḟ(t) dt (31)

Aplicando o Lema 2, em baixa frequência, tem-se que o
custo garantido H∞ em domı́nio frequencial finito (31) é
satisfeito considerando

Π =

[
I 0
0 −γ21I

]
, Ξ =

[
−Q Mi

Mi $
2
lQ

]
Assumindo que w(t) = 0 em (14), pode-se obter, a partir
das condições reportadas no Lema 2, a desigualdade[

ζ(1,1) ∗
−ĒTi TTi QNi + ĒTi T

T
i Mi ζ(2,2)

]
< 0 (32)

sendo

ζ(1,1) = −NT
i QNi +MiNi +NT

i Mi + CTf Cf +$2
lQ

ζ(2,2) = −ĒTi TTi QTiĒi − γ21I
Utilizando novamente o Lema 3, com a seguinte escolha
para as matrizes da implicação 4 (necessária para garantir
a linearização do produto de variáveis)

B =

[
I −Ni −TiĒi 0
0 −Cf 0 I

]
, X =

δXi Z1i

Xi Z2i

0 Z3i

0 Z4i

 ,

L =

−Q Mi 0 0
Mi $

2
lQ 0 0

0 0 −γ21I 0
0 0 0 I


chega-se, após algumas manipulações, à condição (24).



4. EXEMPLOS ILUSTRATIVOS

Exemplo 1. Considere o sistema de controle de ńıvel de
um ĺıquido retirado de (Du et al., 2019), o qual é expresso
pelo conjunto de matrizes

A1 =

[
−0.0007 0.0007
0.0011 −0.0011

]
, A2 =

[
−0.0013 0.0007
0.0011 −0.0011

]
,

A3 =

[
−0.0007 0.0007
0.0011 −0.0044

]
, Bui =

[
0.2
0.1

]
, Bdi =

[
0.1
0.1

]
,

Ci =

[
0.01 0
0.01 0

]
, Bwi =

[
0.1
0.2

]
, Bfi = Dfi =

[
0.2
0.1

]
i = 1, 2, 3. Aplicando as condições do Teorema 1 com
α = 0.001, µ = 1.002, ξ = 1, δ = 1, $l = 10, γ0 = 1.00 ×
10−4 e γ1 = 4.00 × 10−5, obtém-se o observador cujas
matrizes são dadas por

Ni = 106

[−1.3489 −1.3364 0.2188
−1.1764 −1.5217 0.1896
0.0899 0.0891 −0.0146

]
,

Li = 108

[−2.7134 1.3770
−2.5443 1.0226
0.1809 −0.0918

]
,

Hi =

[−50.00 −50.00
−50.00 −50.00

0.00 0.00

]
, Gi =

[
0.00
−0.10
0.00

]
, i = 1, 2, 3.

Para avaliar o desempenho do observador projetado, é
realizada uma simulação temporal para o sistema (1) em
conjunto com o observador (3). Assumem-se condições
iniciais nulas para os estados do sistema e do observador;
d(t) e w(t) são rúıdos brancos padrão e u(t) = 2e−0.5t(1 +
sen (3πt)). A regra de comutação do sistema é expressa
na Figura 1 e considera-se um tempo de permanência
τ̄m = 1.99.
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Figura 1. Sinal de chaveamento σ(t) para o sistema do
Exemplo 1.

Aplicando uma falha com o seguinte perfil ao sistema:

f(t) =


0, 0s ≤ t < 5s

−0.02(t− 5), 5s ≤ t < 20s

−0.3, 20s ≤ t < 30s

obtém-se a estimação f̂(t) pelo método proposto ilustrada
em vermelho na Figura 2. O perfil real da falha, por sua
vez, é dado em azul na mesma figura. Note que o método

proposto é capaz de rastrear com boa acurácia a dinâmica
da falha como fica evidenciado pelo erro de estimação
cometido reportado na Figura 3.

Para fins de comparação, aplicou-se o método proposto em
(Du et al., 2019), o qual contempla toda a faixa frequencial,
para a śıntese de um observador para a dinâmica da falha.
Com essa metodologia, obteve-se a estimação representada
pela curva em preto na Figura 2. Apesar de rastrear de
forma adequada o perfil da falha, o erro de estimação
cometido (apresentado na Figura 3) é maior do que o do
método proposto.
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Figura 2. Falha f(t) e sua estimação f̂(t) para os obser-
vadores projetados por meio dos métodos reportados
no Teorema 1 e em (Du et al., 2019) considerando o
sistema do Exemplo 1.
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Figura 3. Erro de estimação da falha para o sistema do
Exemplo 1 para os observadores projetados por meio
dos métodos reportados no Teorema 1 e em (Du et al.,
2019).

Para garantir que os limitantes para as normas H∞ são
respeitados, computa-se o valor dos ganhos L2 a partir
das simulações para ambos os métodos. Para o método
proposto, os valores de ganho são γ?0 = 1.81× 10−7 e γ?1 =
5.74× 10−6, os quais encontram-se abaixo dos respectivos
limitantes previamente reportados. Por sua vez, o método
de Du et al. (2019) proveu um limitante de γd = 3.00×10−4

para a norma H∞, sendo que o ganho L2 computado foi
de γ?d = 12.3× 10−3, excedendo o limitante determinado.



Exemplo 2. Considere um sistema cont́ınuo chaveado re-
tirado de (Benzaouia and Eddoukali, 2018), o qual é ex-
presso por

A1 =

[
−1 1
−1 0

]
, A2 =

[
−1 0
0 0

]
, Bu1 =

[
0
0

]
, Bu2 =

[
0
1

]
C1 = [0.1 −0.1] , C2 = [0.3 −0.4] , Df1 = 1.5, Df2 = 1.2

Bd1 =

[
0.1
0.2

]
, Bd2 =

[
0.2
0.1

]
, Bw1 =

[
0.3
0.2

]
Bw2 =

[
0.1
0.3

]
, Bf1 =

[
−0.6
0.3

]
, Bf2 =

[
−0.8
−0.2

]
Recorrendo novamente ao Teorema 1, neste exemplo utili-
zando a faixa de alta frequência, e adotando os seguintes
parâmetros α = 0.1, µ = 1.1, ξ = 2, δ = 2 , $h = 100,
γ0 = 0.55 e γ1 = 0.004, obtém-se o observador cujas
matrizes são dadas por

N1 = 107

[−0.4255 −0.9770 −0.0950
−0.8509 −1.9540 −0.1899
−0.0284 −0.0651 −0.0063

]
,

N2 = 106

[−3.3664 −1.4593 0.7827
−1.6832 −0.7296 0.3914
0.2805 0.1216 −0.0652

]
,

L1 = 108

[
2.3833
4.7666
0.1589

]
, L2 = 107

[−4.1264
−2.0631
0.3439

]
,

H1 =

[
10.00
20.00
0.00

]
, H2 =

[−10.00
−5.00
0.00

]
,

G1 =

[
0.00
0.00
0.00

]
, G2 =

[
4.00
3.00
0.00

]

Assumindo condições iniciais nulas para os estados do
sistema e do observador; d(t) e w(t) rúıdos brancos padrão,
u(t) = 0.4e−0.5t(0.5 + sen (6πt)), a regra de comutação
expressa na Figura 4 e considerando um tempo de perma-
nência τ̄m = 0.99, simula-se o sistema aplicando uma falha
com o seguinte perfil:

f(t) =


0, 0s ≤ t < 10s

sen (200t), 10s ≤ t < 14s

0, 14s ≤ t < 30s

Assim como no exemplo anterior, representa-se o perfil
da falha em azul na Figura 5 e as estimações providas
pelo método proposto em vermelho. Por sua vez, o erro
de estimação é apresentado na Figura 6. Note que, devido
ao perfil da falha escolhido, o método de Du et al. (2019)
não pode ser empregado para comparação. Os resultados
apresentados demonstram que o observador projetado pelo
método proposto é capaz de estimar a falha de maneira
adequada, acompanhando eficientemente sua dinâmica,
apesar da rápida oscilação do sinal.

Visando uma melhor observação do comportamento da es-
timação da falha em alta frequência pelo método proposto,
faz-se um destaque na região de atuação da falha entre 11 s
e 13 s, como apresentado na Figura 7. Note que em torno de
11.5 s há o chaveamento entre subsistemas, acarretando em
uma superestimação da falha. Apesar disso, o estimador
projetado é capaz de corrigir o comportamento em um
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Figura 4. Sinal de chaveamento σ(t) para o sistema do
Exemplo 2.
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Figura 5. Falha f(t) e sua estimação f̂(t) para o obser-
vador projetado por meio do método reportado no
Teorema 1 considerando o sistema do Exemplo 2.
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Figura 6. Erro de estimação da falha para o observador
projetado por meio do método reportado no Teo-
rema 1 para o sistema do Exemplo 2.

intervalo curto de tempo, convergindo novamente para a a
estimação adequada da dinâmica da falha.
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Figura 7. Falha f(t) e sua estimação f̂(t), com uma janela
de destaque entre 11 s e 13 s, para o observador pro-
jetado por meio do método reportado no Teorema 1
considerando o sistema do Exemplo 2.

Os ganhos para as normas H∞ induzidas, neste exemplo,
são γ?0 = 0.47 e γ?1 = 8.00 × 10−13, os quais respeitam os
limitantes previamente reportados.

5. CONCLUSÃO

Neste artigo foi proposta uma metodologia para estimação
da dinâmica de falhas em faixas de frequência finita para
sistemas chaveados cont́ınuos. A metodologia baseou-se na
śıntese de um observador de entradas desconhecidas capaz
de estimar a dinâmica da falha a partir da construção de
um sistema aumentado. O processo de śıntese do observa-
dor foi realizado por meio da resolução de um problema
de otimização cujas restrições encontram-se sob a forma de
LMIs. Os exemplos apresentados ilustram que a metodolo-
gia proposta é adequada para realizar a estimação de falhas
em faixas pré-determinadas de frequência e, ademais, ao
se comparar com outra metodologia que contempla toda a
faixa frequencial, o método proposto demonstrou ser mais
eficaz.
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