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Abstract: In this paper we propose a non-model based strategy for locally stable convergence to Nash
equilibrium in a quadratic noncooperative (duopoly) game with arbitrarily delayed player actions. In our
noncooperative scenario the players have access only to their own payoff values. In order to compensate
distinct delays in the inputs of the two players, we have employed an extremum seeking boundary control
via predictor feedback with averaging-based estimates. We apply a small-gain analysis for the resulting
Input-to-State Stable hyperbolic PDE-ODE loop as well as averaging theory in infinite dimensions, due
to the infinite-dimensional state of the time delays, in order to obtain local convergence results to a small
neighborhood of the Nash equilibrium. We quantify the size of these residual sets and corroborate the
theoretical results numerically on an example of a two-player game with delays.

Resumo: Neste artigo, propomos uma estratégia de Busca pelo Equilibrio de Nash baseada no néo-
conhecimento do modelo que garanta ao sistema de malha fechada convergéncia local com propriedades
de estabilidade em jogos quadritico ndo-cooperativos, do tipo duopdlio, com acdes arbitrariamente
atrasadas. Em nosso cendrio ndo-cooperativo, os jogadores tém acesso apenas aos seus proprios lucros.
Para compensar atrasos distintos nas entradas dos dois jogadores, emprega-se a busca extremal por
controle de fronteira via realimentacdo por predicdo com estimativas baseadas na média. Aplica-se
uma andlise de pequenos ganhos para a malha formada por equagdes diferencias ordindrias (EDO) -
equacdes diferencias parciais (EDP), bem como a teoria da média em dimensdes infinitas, devido ao
estado dimensional infinito dos atrasos temporais, a fim de obter resultados de convergéncia local a
uma pequena vizinhanca do Equilibrio de Nash. Quantifica-se o tamanho desse conjunto residual e os
resultados teéricos validados através de um exemplo de simulacao.

Keywords: Extremum seeking; Nash equilibrium; (Non)cooperative games; Time delays; Predictor
feedback; Averaging in infinite dimensions.

Palavras-chaves: Busca extremal; Equilibrio de Nash; Jogos Nao-cooperativos; Atraso Temporal;
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1. INTRODUCAO

A teoria dos jogos fornece uma estrutura tedrica para repre-
sentar situagdes sociais entre concorrentes com a utilizagao
de modelos matemdticos de interagdo estratégica entre esses
tomadores de decisdes racionais (Fudenberg and Tirole, 1991) .
O emprego da teoria dos jogos para projetar, modelar e otimizar
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sistemas de engenharia, comportamentais e financeiros tornam
este topico de pesquisa uma ferramenta extremamente impor-
tante com uma ampla gama de aplica¢des (Han et al., 2019;
Bagar and Zaccour, 2018). De fato, podemos encontrar numero-
sos resultados para teoria e pratica na literatura correspondente
a jogos diferenciais (Wang et al., 2018; Cotrina and Zuidiga,
2018; Aussel and Svensson, 2019; Alasseur et al., 2020).

Os jogos podem ser classificados em duas categorias: coopera-
tivos e ndo-cooperativos (Basar and Olsder, 1999). Um jogo é
cooperativo se os jogadores forem capazes de formar compro-
missos vinculativos resultando em um lucro coletivo. Um jogo é
nao-cooperativo se os jogadores ndo puderem formar aliangas.
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Em jogos ndo-cooperativos, uma boa estratégia para tomada
de decisdo € a andlise do Equilibrio de Nash. O Equilibrio de
Nash pode ser interpretado como um perfil especifico de agdes
(entradas) que otimiza o lucro (payoff) de todos os jogadores.
Dessa forma, o Equilibrio de Nash assegura a impossibilidade
de que qualquer jogador possa aumentar seu payoff tomando
decisdes unilateralmente (Basar and Olsder, 1999).

O desenvolvimento de algoritmos para alcangar a convergéncia
ao equilibrio de Nash tem sido foco de pesquisadores por
vdrias décadas. Em relacdo a busca extremal, os autores Frihauf
et al. (2012) estudam o problema da busca do equilibrio de
Nash, em tempo real, em jogos estaticos ndo-cooperativos com
N jogadores.Ao utilizar a busca extremal com perturbagdes
sinusoidais (Krsti¢ and Wang, 2000), os jogadores alcancam
de maneira local e estdvel suas estratégias de Nash sem a
necessidade de qualquer informag@o do modelo.

Por outro lado, atrasos sdo uns dos fendmenos mais comuns que
surgem na pratica da engenharia e industria, envolvendo pro-
blemas em dreas como: virtualizacdo de redes, redes definidas
por software, computagdo em nuvem, internet das coisas, redes
verdes e seguranga (Han et al., 2019; Alpcan and Basar, 2011).
Portanto, a motivacdo para empregar a busca extremal para oti-
mizacao desses processos com atrasos, comumente modelados
com a estrutura tedrica dos jogos, € clara e justificada. Podemos
até encontrar publicacdes sobre jogos diferenciais com atrasos
(Pamen, 2015; Carmona et al., 2018), mas a literatura nio
abordou isso no contexto de busca extremal.

Nesse sentido, este artigo apresenta uma proposta para a Busca
do Equilibrio de Nash em jogos ndo-cooperativos, do tipo duo-
polio, quando sdo considerados atrasos nas a¢des dos tomado-
res de decisdes (jogadores). Desenvolve-se um resultado para
jogos com atrasos, em que os jogadores estimam apenas as par-
tes diagonais da matriz Hessiana de forma que os termos fora
da diagonal principal sdo suficientemente pequenos permitido
a utilizacdo da teoria de pequenos ganhos para o sistema médio
formado por uma cascata EDP-EDO (Karafyllis and Krstié,
2018).
) 2. NOTACAO E TERMINOLOGIA

Denota-se a derivada parcial de uma fun¢do u(x,t) como
Opu(z,t) = Ou(x,t)/0x, Owu(z,t) = Ou(x,t)/dt, ou, con-
venientemente, u,(x,t) e us(z,t), respectivamente. A norma-
2 (Euclidina) de um vetor de estado de dimensio finita ¥(¢) é
denotada por barras simples, |¢(¢)|. Denota-se a norma espacial
£5[0, D] de u(z,t) como |[u()|2, o py) = Jy u?(z,t)d.
Para simplificar a notagdo, omite-se o indice L2([0, D]) e,
portanto, || - || = || - |[z,(0,p)) (Krstié, 2009). Como defi-
nido em Khalil (2002), uma fungdo vetorial f(t,e) € R™ é
dita ser de ordem O(e) em um intervalo [t1,ts], se Jk,€ :
|f(t,€)] < ke, Ve € [0,€] and Vt € [t1,12]. Na maioria dos
casos, ndo se fornece estimativas precisas para as constantes
k e & e interpreta-se O(e) como um residuo de ordem de
magnitude e suficientemente pequena. A definicdo de Input-
to-State Stability (ISS) para sistemas baseados em EDO, bem
como para sistemas baseados em EDP, é considerada como em
Khalil (2002) e Karafyllis and Krsti¢ (2018), respectivamente.

3. DUOPOLIO COM LUCROS QUiADRATICOS E
ATRASOS NAS DECISOES

Em um duopdlio, a otimalidade dos lucros (saidas) dos joga-
dores J1 e J2, respectivamente y1(t) € R e y2(t) € R, ndo

dependem exclusivamente de suas préprias acdes/estratégias
(sinais de entrada) 01(t) € R e 62(¢) € R. Existe um perfil
de sinais de entrada 0* = [0} ,05]7 € R2, de modo que a
estratégia de cada jogador seja uma entrada ideal para a fun-
¢d0 de lucro do outro jogador J; e Jo. Quando cada jogador
encontra sua entrada ideal, 8(t) = 6*, diz-se que o equilibrio
de Nash € alcancado (Fudenberg and Tirole, 1991). Apesar do
grande nimero de publicagdes sobre a Busca pelo Equilibrio de
Nash (Frihauf et al., 2012), o estudo do problema na presencga
de atrasos ainda estd aberto.

Portanto, consideramos jogos em que lucro de cada jogador é
dado por uma fun¢do quadratica, expressa como uma combina-
¢ao estritamente concava de suas a¢des atrasadas

H} Hl
J1(0(t — D)) = %9%(15 - D)+ %95@ — D)+

+ eH{501(t — Dy1)a(t — Do)+
+ h101(t — D1) + hyba(t — Do) +c1, (1)
LGP 3, o
J2(0(t — D)) = 701 (t—Dy)+ 792@ — Do)+
+ 6H22101 (t - D1)92(t - D2)+
+ h301(t — D1) + h30(t — D2) + c2, (2)
onde J1(9),J2(9) :R? — R, 91(t — Dl), 02(15 — D2) eR
sdo varidveis que representam as agdes dos Jogadores atrasadas

de Dy, Dy € R* unidades de tempo, H7,, R}, ¢; € R sio

G=€; >0,V 5,k € {1,2}.
Assume-se que as entradas possuem atrasos conhecidos, cons-
tantes, distintos e que sdo ordenados para que

D = diag{D1, D2}, 0< D; < D;. 3)

constantes, H}; <0, € €

Além disso, um sinal em f € R”, a notacio f” indica
@) = f(t = D) = [fi(t = D1) e, fn(t = DN - (4)

As fungdes de payoff quadriticas sdo de particular interesse
na teoria dos jogos, primeiro porque constituem aproximagdes
de segunda ordem a outros tipos de fun¢des ndo quadrdticas
e, segundo, porque sdo analiticamente trataveis, levando, em
geral, a solugdes que fornecem insights sobre as propriedades
e caracteristicas conceituais do equilibrio de Nash (Bagsar and
Olsder, 1999).

Fornecemos aqui, em termos matemadticos, a definicdo de um
Equilibrio de Nash, 0* = [07,05]7, em um Jogo de dois
jogadores:

Ji(07,05) = Ji(61,603) e Jo(07,605) > Jo(07,602) ()
Portanto, nenhum jogador € motivado a alterar unilateralmente
sua agdo de 0*. No exemplo de um duopdlio, ©1,05 € R,
onde R indica o conjunto de niimeros reais positivos.

Para determinar a solugdo de equilibrio de Nash em jogos
quadriéticos estritamente cdncavos com dois jogadores, deve-se
diferenciar J; e Jo, respectivamente, com relacdo a 64 (t — D)
e 02(t — Dy), igualando-se as expressdes resultantes a zero e
resolvendo o conjunto de equagdes assim obtidas, i.e.,

H{,07 + eH{y05 + hi =0
{eﬂgle); +H3,05 +h3=0 ©
que pode ser escrito de forma matricial como
A o
eHy, H3, | |05] —  |h3] -



Definindo a matriz Hessiana H e vetores 68 ¢ h por
1 1 * 1
H = [H% GHQH} 0= m b= M L ®

eH3, H3, 65 h3
existe apenas um Equilibrio de Nash em 6* = —H'h, se H
for inversivel:
9; _ Hlll 6}1112 - h% (9)
03]~ leH3 Hy | |h3]~

Para mais detalhes, consulte (Bagar and Olsder, 1999, Capitulo
4).

O objetivo de controle € projetar uma nova estratégia baseada
na busca extremal para alcancar o Equilibrio de Nash em jogos
nao-cooperativos sujeitos a atrasos distintos nas varidveis de
decisdo dos jogadores (sinais de entrada).
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Figura 1. Diagrama de blocos que ilustra a estratégia de Busca
pelo Equilibrio de Nash realizada por cada jogador. Na
cor magenta, a realimentacdo por preditor usada para
compensar os atrasos D1 € Dy no jogo ndo-cooperativo.

Nz(t)

A Fig. 1 contém um diagrama esquemadtico que resume a
estratégia proposta de Busca pelo Equilibrio de Nash de cada
jogador, no qual as saidas sdo dada por

ya(t) = J2(0(t — D))
Os sinais aditivos sdo
Sl (t) = ax sin(wlt + wlDl) (1 1)
SQ (t) = a2 Sin(WQt + wQDQ) ’
e os multiplicativos s3o dados por
2
Mi(t) = —sin(wst)
4 : (12)
MQ (t) = — Sin((.L)Qt)
az

com amplitudes constantes a; , as > 0 e frequéncias wy # wo
tal que
(13)

wi =ww=0W), i=1lou2,

na qual w é uma constante positiva e w; é um nimero racional -
uma opcao possivel € dada em Ghaffari et al. (2012).

Seguindo o paradigma de ndo-compartilhamento de informa-
¢des, com base na teoria da média, apenas os elementos da
diagonal de H podem ser individualmente recuperados pelos
jogadores. Neste sentido, os sinais N1 (t) e No(t) sdo definidos
como:

Ny (t) = 1—2 sin?(wit) — %
Ny(t) = s sin®(wqt) — 3
Entdo, a versdo média de
H(t) = Na(t)y2(t)
¢é dada por
A (1) = [N (O (1), = A, 6
H3Y () = [Na(t)ya(t)],, = H3»

Considerando 0y (t) e f(t) como estimativas de 6} e 63, pode-
se definir o erro de estima¢ao como:

Bi(t) = 0,(t) — 0
Ba(t) = 0(t) — 03

A estimativa do gradiente das fun¢des de payoff é dada por

a7

Ga(t) = Ma(t)ya(t) '
cuja versao média é
G (t) = Hy 07 (t = D1) + eH{y05" (t — D2) 19)
G5Y(t) = eH3 07" (t — Dy) + H3,05"(t — Do)

Nesse ponto, negligencia-se a malha de predicdo e o filtro
passa-baixas (ambos indicados na cor magenta na Fig. 1), as leis
de controle Uy (t) = k1G4 (t) e Ux(t) = koGo(t) poderiam ser
obtidas como na abordagem cldssica da busca extremal. Neste
caso, das equacdes (17) e (19), tem-se

0¥ (t) = KH0™(t— D), (20)
onde 62V (t) [02v(¢),05" ()T € R2, a matriz K :=
diag{ky ,k2} e H dados por (8). A equagdo (20) significa que,
mesmo que K H fosse uma matriz de Hurwitz, o equilibrio
0%V = 0 do sistema médio de malha fechada ndo seria ne-

cessariamente estdvel para valores arbitrarios do atraso D. Isso
reforca a necessidade de se empregar a realimentacio por pre-

digio U(t) = KG(t 4+ D) onde G(t):=[G1(t),Ga(t)]T € R?
- ou sua versao filtrada - conforme ilustrado na Fig. 1.

Por outro lado, € possivel encontrar uma forma compacta para
o gradiente médio como

G™(t) = HO™ (t
G (t) = HU™ (¢
onde U(t):=[U(t), U3 ()] e R2.

Ao longo do artigo, a ideia principal € o projeto de leis de con-
trole (politicas) para cada jogador, a fim de que se alcance uma
pequena vizinhanga do Equilibrio de Nash. Para isso, usamos
uma estratégia de busca extremal baseada na realimentacio por

7D)a
- D),

2y
(22)



predicdo para compensar atrasos multiplos e distintos nas a¢des
dos jogadores. Basicamente, as leis de controle sdo capazes de

garantir a estabilizacdo exponencial de G (t) e, consequente-
mente, de 62V (¢). De (21), fica claro que, se H for invertivel,
6*¥(t) — 0 como G*¥(t) — 0. Portanto, a convergéncia de

éa"(t) a uma vizinhanca da origem resulta na convergéncia de
6(t) a uma vizinhanga de (5) via teoria da média Hale and Lunel
(1990).

4. DUOPOLIO NAO-COOPERATIVO COM ATRASOS

Em nosso jogo ndo-cooperativo sujeito a atrasos, o objetivo da
busca extremal é estimar o vetor de equilibrio de Nash 6*, sem a
necessidade de compartilhamento de qualquer informacao entre
os jogadores. Cada jogador precisa medir apenas o valor de sua
propria fungdo de payoff (10). Nesse sentido, somos capazes de
formular o sistema de malha fechada de uma maneira descen-
tralizada, onde nao é necessario nenhum conhecimento sobre o
lucro ou a acdo do outro jogador.

4.1 Preditor Descentralizado

Para compensar os atrasos, propomos as seguintes leis de
controle baseadas em preditores

Ur(t) = —c1Ui(t) + e1ks (Gl( )+ Hi( t)/ Ul(T)dT)
Dy

Ua(t) = —caUs(t) + coke (G (t) + Ha( t)/ UZ(T)dT)
Do

(23)
para constantes positivas ki, ko, ¢1 € co.

4.2 Propriedades ISS das EDP

Por uma questao de simplicidade, assume-se que ¢; , co — +00
em (23) resultando na seguinte expressao geral:

Ui(t) = ki (Gi(t) + H;(t) /tiDi Ui(T)dT> ; (24)

de modo que o sistema atrasado em malha fechada, (22) e (24),
possa ser representado na forma de EDP de transporte,

G (1) = Hu™ (0, 1), (25)

Bu™ (z,t) = Opu™ (,t), x € (0,D), (26)
u™(D,t)=U(¢). (27)

A relagdo entre u® e U?Y é dada por u®¥ (z,t) = U (z+t-D).

No contexto da Abordagem por Redugdo (Artstein, 1982), ou
Atribuicdo de Espectro Finito, emprega-se a transformacao

G (1) =G™(t +H/ U™ (r)dr

7Gav +H/

Por meio de algumas manipulagdes matematicas, ndo € dificil
enxergar que G satisfaz

(28)

G™(t) = HU™(t). (29)

Agora, apds adicionar e subtrair os termos representados em
azul e vermelho em (24), chega-se a

Ui(t) =k <C¥1(t) + Hy(t) /t tD Uy (r)dr+

Us(7)dT, (30)

t—Do

t
+eH], / UQ(T)dT> — kieH;,
t—Do
t
Us(t) = o (Gg(t)+H2(t) / Us(7)dr+
D->

t
+eHZ / Ur(r )dT> koeHZ, / (r)dr, (31)
t—Dy t—D;

cuja versao média compacta é
U™ (t) = KG™(t) + eK¢™ (D, ).

na qual a varidvel auxiliar ¢(D, t) é definida como

(32)

t t T
&(D,t) == — [Hllz/ Us()dr, Hgl/ Ul(T)dT} ,
t—Do t—Dy

1 1 T
#(1,1) == — |:H112/ Dous (€, t)d€ , H221/ D1U1(§7t)d£] .
0 0 )

Entdo, é possivel encontrar uma forma compacta para o jogo
médio a partir das equagdes (29) e (32), como

G™(t) = HKG™(t) + eHK¢™(1,t),  (34)
Ouu™ (x,t) = D™ 9,u™ (x,t), € (0,1),  (35)
u™(1,8) = KG™(t) + eK¢™ (1,t) . (36)

De (34), fica claro que a EDO que rege a dindmica da varidvel
G®¥(t) é ISS (Karafyllis and Krsti¢, 2018) com relagéo a EDP
que rege u(x,t) por meio da fungdo ¢*V(1,t). Além disso, o
subsistema (35) € ISS (estdvel em tempo finito) (Karafyllis and
Krsti¢, 2018) com relagdo a G*¥ (t) sob a condigdo de contorno
u?(1,1).

4.3 Andlise de Estabilidade

Nesta sec@o, mostraremos que, se € for escolhido suficiente-
mente pequeno, a malha fechada EDP-EDO (34)—(36) € local-
mente estdvel. Para esse fim, assumimos a seguinte condi¢io
para jogos nado cooperativos Frihauf et al. (2012):

Hipotese 1. A matriz Hessiana H dada por (8) é estritamente
diagonal dominante, ou seja,

{|€H1;2| < ‘H1;1|
leH31 | < |Hsl
Pela Hipétese 1, o Equilibrio de Nash, 6%, existe e é Ginico, pois

matrizes estritamente diagonais dominantes sdo ndo-singulares
pelo Teorema de Levy-Desplanques (Horn and Johnson, 1985).

(37

O proximo teorema resume as propriedades de estabilidade e
convergéncia da busca extremal no sistema de malha fechada
de um jogo ndo-cooperativo de dois jogadores com atrasos nas
acgoes.

Teorema /. Considere o sistema de malha fechada (25)—(27)
sob a Hipétese 1, atrasos de entrada D; e Dy em um jogo
do tipo duopdlio com fungdes de payoff (1) e (2), e leis de
controle Uy (t) e Us(t) definidas por (23). Exitem constantes
c > 0 ew > 0 suficientemente grandes bem como ¢ > 0
suficientemente pequena tal que o sistema de malha fechada

com estado 0, (t— D;), U(7), ¥ € [t—D;, t] e Vi € 1,2 possui



apenas uma solugdo periédica exponencialmente estdvel em ¢
de periodo I1, denotada por 01 (t — D), U} (1), Y7 € [t— D;, t]
satisfazendo, Vt > 0:

5 . 1/2
(Z 65t — D)) +/ (Ul ®)]? dT) <O(1/w). (38)
t—D

i=1 i

Além do mais,

limsup |6(t) — 6% =

t——+oo

O(la] +1/w), (39)

onde a=ay,az]T e 6* € o dnico Equilibrio de Nash em (9).

Prova. A prova do Teorema segue etapas semelhantes as em-
pregadas para provar os resultados sobre a busca extremal na
presenca de atrasos (Oliveira et al., 2017). Nesse sentido, sim-
plesmente apontaremos as principais diferengas para o caso dos
jogos (ndo a busca cldssica por extremos).

Enquanto em Oliveira et al. (2017), na busca cldssica por ex-
tremos, foi possivel provar localmente a estabilidade exponen-
cial do sistema médio de malha fechada usando funcionais de
Lyapunov, uma abordagem diferente é adotada aqui para jogos
ndo-cooperativos. Mostraremos que é possivel garantir a estabi-
lidade exponencial local para o sistema médio de malha fechada
(34)-(36) por meio de uma andlise de pequenos ganhos.

Primeiro, considere a representaciio equivalente de EDP-EDO
(34)—(36) reescrito para cada jogador 4, i € {1,2}:

3 (1) = Hiki G2 (1) + eHbkid?™ (1,1), (40)
o (x,t) = D7 0,u (x,t), x€(0,1), (41
(1 t) GaV( ) + Eki(b’?v(la t) ) (42)

onde H}, <0, k;>0, 0<e<1e D;'>0. O sistema médio de
malha fechada (40)—(42) satisfaz as hipéteses (H1) e (H2) do
Teorema dos Pequenos Ganhos (Karafyllis and Krsti¢, 2018,
Teorema 8.1, p. 198) para casata EDP-EDO com n = 1,

c=1/D; ', F(G¥ ,u®,0) = HL kG + eH} ko™ (1),
a(z) = f(z,t) = (:c Ga" u?) = 0, p(0,u?v Ga") =
kG + eki¢?v (1), N = max( 276]6 kH\/i

maX(|HZZZ|kJZ,6|H&|]€Zk‘H\/D7], Yo = ]{31, A = "1 = 0,

B = ekzkH\/ﬁ Yo = kiy b = 0 et ;ﬁ j. Com a hip6-
tese (H1) satisfeita com M = 1, y3 = €|H}|kiky\/D; e
o = |H}|k; como pode ser facilmente Verlﬁcado por meio da
férmula da variagdo das constantes

G (t) = exp(—|Hj;|k:it) G (0)+

1
+/ exp(—|H}ki(t + 5))eH kip? (1, 5)ds
0

e da aplicacdo da desigualdade de Cauchy-Schwarz ao termo
@*¥(1,t) na equagdo (33):

1 3 1 3
#V(1,1) < \Hf]\ (/ Djd’r) X (/ [U?V(§7t)}2df)
0 0
1 3
<ku\/D; </ [u]a.V(g,t)Pdg) , 43)
0

1 Se o0 escalar ¢ < 0 for considerado em (Karafyllis and Krsti¢, 2018,
Teorema 8.1, p. 198), a diregdo da convecgdo deve ser invertida de modo que o
limite « (0, t) é substituido por u(1, ¢) e vise-versa.

uma vez que |H};| < kg < L|H}|. onde ky é uma constante
positiva de ordem O(1), de acordo com a Hipétese 1.

Portanto a condi¢do de pequeno ganho € mantida desde que
e € (0,1) seja suficientemente pequeno. Se tal condi¢do
¢ satisfeita, entdo invocando-se (Karafyllis and Krsti¢, 2018,
Teorema 8.1, p. 198) conclui-se que ex1stem as constantes

6,0 > 0 tal que para cada u3’ € C°([0,1]), G2}, € R, a tinica
solugao generalizada desse problema de valor inicial/fronteira,
com u™(z,0) = ud’ e G¥(0) = G, satisfaz a seguinte
estimativa:

IGTY (O] + [[u™ ()loo < O(IGTH] + [[45 loc) exp(=6t) . (44)
Portanto, concluimos que a origem do sistema de circuito
fechado médio (34)—(36) é exponencialmente estdvel sob a
hipétese ¢ € (0, 1) suficientemente pequeno. Entdo, de (21)
e (28), podemos concluir os mesmos resultados na norma

2 ) D, 1/2
(Z [0t — D]+ /0 [u;f”(r)ﬁdr) (45)

i=1
D)l < [HH|G*(t)].

Conforme desenvolvido em Oliveira et al. (2017), as préximas
etapas para concluir a prova seriam a aplica¢do da teoria da
média local para sistemas de dimensdes infinitas em Hale and
Lunel (1990) mostrando as solucdes periddicas que realmente
satisfazem a desigualdade (38) e, em seguida, a conclusdo da
atratividade do Equilibrio de Nash 6* de acordo com (39). [J

jé que H é ndo-singular, i.e., |§2V(t —

5. SIMULACOES COM UM JOGO DO TIPO DUOPOLIO
NA PRESENCA DE ATRASOS CONSTANTES

Para exemplificar um jogo ndo-cooperativo com dois jogadores
que empregam a estratégia de busca extremal com compensa-
¢do de atraso proposta, considera-se as seguintes funcdes de
payoff (1) e (2) sujeitas a atrasos distintos D; = 20 e Dy = 15
nas decisdes dos jogadores e demais constantes H{; = —10,
Hl, = 10, hl = 250, hi = —150, ¢; = —3000, H?, = 10,
HZ, = —10, h? = —150, h3 = 150 e c2 = 6000. De acordo
com (9), este jogo possui um tnico equilibrio de Nash dado por
100 + 30¢ 60 + 50e

4— €2 4—¢2
Para alcangar o Equilibrio de Nash (46) os jogadores imple-
mentam uma estratégia de otimizacao em tempo real baseada
no nao-conhecimento do modelo com compensacdo do atraso
(Sec@o 4). Os jogadores .J1 e J2 definem suas acdes 01(t) =
01(t) 4+ S1(t) e Oy = O5(t) + Sy(t), com 6, e 0 de acordo
com (23). A estimativa do gradiente G; para cada jogador e
a estimativa H, dos termos da diagonal principal da matriz
Hessiana ¢é fornecida respectivamente em (18) e (15), onde os
sinais de dither S;(t), M;(t) e N;(t) sdo apresentados em (11),
(12) e (14).

o7 = e 05 = (46)

Para fins de comparagdo, exceto pelos atrasos, os pardmetros
da planta e do controlador foram escolhidos como Frihauf et al.
(2012) em todas as simulagdes: a1 = 0.075, az = 0.05, k1 = 2,
ky = 5, w; = 26.75 rad/s, wo = 22 rad/s e 6,(0) = 50,
05(0) = 110/3. Além disso, as constantes de tempo dos filtros
preditores foram definidas como ¢; = co = 100.

Diferente das estratégias cldssicas para jogos ndo-cooperativos
Bagar and Olsder (1999) (livre de atrasos), ao utilizar o algo-



ritmo de busca extremal proposto, cada jogador precisa medir
apenas o seu proprio payoff, respectivamente, J; e Js.

Na Fig. 2(a) e Fig. 2(b), pode-se verificar o desempenho da
busca extremal proposta em Frihauf et al. (2012), com € = 1,
na presencga de atrasos D1 e D5 nos sinais de entrada 6, e 65, ou
seja, sem considerar qualquer tipo de compensacdo de atraso. A
simulaciio mostra que o jogo entra em colapso com a explosdo
de suas varidveis.

Por outro lado, Fig. 3(a) e Fig. 3(b) mostram que a estratégia de
controle proposta neste artigo garante o alcance do Equilibrio
de Nash em jogos nao-cooperativos compensando o efeito dos
atrasos por meio de uma busca extremal baseada em preditor.
Valores diferentes de ¢ = 0,5 e ¢ = 0,1 s@o considerados
para avaliar a robustez do esquema proposto sob diferentes
niveis de acoplamento entre os dois jogadores e o impacto
correspondente nas respostas transitorias.

Independentemente dos valores usados para e, as simulagdes
indicam que, mesmo com atrasos multiplos e distintos nas a¢des
dos jogadores ambos os jogadores conseguiram otimizar suas
funcdes de payoff no jogo ndo-cooperativo, alcangando assim o
desejado Equilibrio de Nash.

150

2000

(t
—(t

100 1000

il
0 J\
0 -1000
0 50 100 150

0 50 100 150
Time [sec]

Time [sec]
(b) Histérico de Payoffs.

50

(a) Histdrico de acgdes.

Figura 2. Atrasos Ndao Compensados: jogo ao implementar a
busca de Nash proposta por Frihauf et al. (2012) para
e = 1. As linhas tracejadas representam os valores do
Equilibrio de Nash, 67 = 43.33 e 65 = 36.67.
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(a) Histérico de agdes para e = (b) Histérico de agdes para e =
0.5. As linhas tracejadas represen- 0.1. As linhas tracejadas represen-
tam os valores de 67 = 30.67 e tam os valores de 07 = 25.81 e

03 = 22.67 03 = 16.29

Figura 3. Atrasos compensados: jogo ao implementar a Busca
de Nash proposta neste artigo. As linhas tracejadas repre-
sentam os valores do Equilibrio de Nash.

6. CONCLUSOES

Introduzimos uma estratégia baseada no nao conhecimento do
modelo por meio da busca extremal baseada em preditores para
jogos nao-cooperativos, do tipo duopdlio, com jogadores que
possuem funcdes de payoff quadriticas e desconhecidas em
um cendrio onde ha atraso temporal nas a¢des do jogadores. A
estabilidade e a convergéncia sdo garantidas por meio da teoria

da média em dimensdes infinitas e uma andlise de pequenos
ganhos para as malhas de EDO-EDP.
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